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В роботі розглядаються питання розробки математичної моделі 
нелінійної динаміки мобільних машин, що дозволяє досліджувати їх роботу, 
оцінювати динаміку та вплив збурюючих сил і моментів, а також профілю 
опорної поверхні 

Вступ. При дослідженнях динаміки сільськогосподарських машин для 
зниження витрат праці на створення математичного апарату скорочують 
кількість ступенів свободи. Основна маса досліджень проводяться на плоских 
моделях з обмеженою їх кількістю. Проте при русі машини по опорній поверхні 
її рельєф робить значний вплив на динаміку руху машини, яка у свою чергу 
призводить до зміни енергетичних показників (витрат енергії на рух). Тому 
дослідження динаміки і витрат енергії мобільними машинами вивчене не 
достатньо. 

Аналіз основних публікацій, досліджень. Мобільні машини такі як 
трактори і автомобілі досліджуються за допомогою математичних моделей  
[1-4]. Один з методів дослідження поодинокої мобільної машини розглянутий в 
роботах [1, 2], де розглядається робота окремої машини без причепу або 
навісного знаряддя. Плоско-паралельний рух машинно-тракторного агрегату 
досліджений в роботі [5]. 

Мета та постанова задачі. Метою даної роботи є розробка математичної 
моделі нелінійної динаміки мобільних машин, що дозволяє досліджувати її 
роботу, оцінювати вплив нерівностей опорної поверхні, нерівномірність 
тягового зусилля по бортах та в тягових режимах збурюючий момент причіпної 
або навісної машини. 

Основна частина. Векторні величини, що визначають нелінійну 
динаміку мобільної машини (ММ), такі як швидкість центру мас, кутова 
швидкість, тощо, а також керуючи впливи та збурення, що діють на ММ (сила 
тяги, моменти, збурюючи сили та моменти), задаються в різних системах 
координат. Щоб використати ці параметри в процесі отримання і аналізу 
рівнянь динаміки мобільних машин, необхідно мати математичний апарат для 
знаходження проекцій векторних величин в різних системах координат. 

Взаємозв'язок між ортогональними системами координат в прикладних 
завданнях динаміки може бути описаний з використання кутів Ейлера 
(модифікованих кутів Ейлера-Крилова) [6]. 

Кути Ейлера є трьома кутами, що визначають послідовні повороти (чи 
взаємне положення) твердого тіла або системи координат, з ним жорстко 
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пов'язаної, відносно початкової системи координат. 
При використанні кутів Ейлера для опису положення ММ в просторі (для 

визначення взаємного положення систем координат) необхідно 
задавати(обумовлювати) послідовність поворотів і зв'язок між осями і кутами. 

Кути Ейлера використовуються для формування матриць направляючих 
косинусів, що визначають взаємне положення двох ортогональних систем 
координат (рис. 1). 

 
Рис. 1 – Положення двох ортогональних систем координат: 

XYZ  – осі початкової(нерухомою) системи координат; xyz  – осі рухливої системи 
координат; т. О – початок системи координат;  ,,  – кути крену, тангажа та рискання 

Матриця направляючих косинусів є прямокутною таблицею 3х3, 
елементами якої є косинуси кутів між осями початкової і рухливої систем 
координат (рис. 2). 

 

 

Рис. 2 – Матриця направляючих косинусів для переходу від нерухомої системи координат до 
рухливої системи координат: 

XYZ  – осі початкової(нерухомою) системи координат; xyz  – осі рухливої системи 

координат; ija  – направляючі косинуси (тригонометричні функції кутів Ейлера) 

 X Y Z 
x a11 a12 a13 
y a21 a22 a23 
z a31 a32 a33 333231

232221

131211

aaa
aaa
aaa

M   



 

270 

Динамічна модель мобільної машини на прикладі колісного трактора 
представлена на рис. 3. 

Система координат, що пов'язана з місцевістю, визначається осями Х, Y, 
Z. Рухлива система координат пов'язана з корпусом машини – x, y, z. Центр 
рухливої системи координат розташовується в центрі мас машини, причому 
вісь х співпадає з подовжньою горизонтальною віссю машини і спрямована 
вперед, вісь у – також розташована в горизонтальній площині машини і 
спрямована вліво по ходу машини, вісь z – спрямована вертикально вгору. 

 
Рис. 3 – Динамічна модель мобільної машини: 

ZYX  , ,  – осі системи координат, пов'язаної з місцевістю; x, y, z – осі рухливої системи 
координат пов'язаної з корпусом машини; т. О – початок системи координат, пов'язаної з 
місцевістю; т. о – початок системи координат, пов'язаної з мобільною машиною;  ,,  – 
кути повороту мобільної машини навколо осей x, y, z 

Перехід з рухливої системи координат в інерціальну здійснюється за 
допомогою матриці направляючих косинусів: 
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 (1) 

 
де:  coscossinsinsin11 a ; 

 sincos12 a ; 
 coscossincossin13 a ; 
 cossinsinsinsin21 a ; 

 coscos22 a ; 
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 sinsinsincoscos23 a ; 
 cossin31 a ; 

sin32 a ; 
 coscos33 a . 

Визначимо величини проекцій вектору швидкості на осі нерухомої 
системи координат: 
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Продиференціюємо отримані рівняння (2) для визначення прискорень 
центру мас машини відносно нерухомої системи координат: 

 

 

z
y

x
zayaxaX









)coscossinsincoscossin
sinsinsinsincoscos()coscos

sincos()sincoscossincossinsin
sincossinsinsincos(131211















;  

 

z
y

x
zayaxaY









)coscoscos
sinsincossincossin()sincos

cossin()sinsincoscoscoscossin
sincoscossinsinsin(232221















; (3) 

 
z

yxzayaxaZ




)sincoscossin(

)cos()sinsincoscos(333231








.  

Система рівнянь руху машини в має вигляд: 
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де: m – маса машини; 
zyxxyx MMMFFF ,,,,,  – узагальнені сили і моменти, що діють на корпус; 

zyx III ,,  - приведені моменти інерції машини до відповідних осей. 

Висновки 

Нелінійна математична модель динаміки мобільної машини дозволяє 
досліджувати внутрішні і зовнішні дії в трьох площинах з максимальною 
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кількістю ступенів свободи. 
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Аннотация 

К РАЗРАБОТКЕ МАТЕМАТИЧЕСКОЙ МОДЕЛИ НЕЛИНЕЙНОЙ 
ДИНАМИКИ МОБИЛЬНЫХ МАШИН 

Антощенков Р. 
В работе рассматриваются вопросы разработки математической 

модели нелинейной динамики мобильных машин, что позволяет исследовать их 
работу, оценивать динамику и влияние возмущающих сил и моментов, а 
также профиля опорной поверхности 

Abstract 

TO DEVELOPMENT OF MATHEMATICAL MODEL NONLINEAR 
DYNAMICS OF MOBILE MACHINES 

R. Antoshchenkov 
Development of mathematical model of nonlinear dynamics of mobile machines are 

presented in this article, that allows to investigate their work, estimate a dynamics and 
influence of revolting forces and moments and also profile of underlayment. 
  


