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МАТЕМАТИЧНЕ МОДЕЛЮВАННЯ ТА РОЗВ’ЯЗАННЯ ЗАДАЧІ 

ОПТИМАЛЬНОГО УПРАВЛІННЯ ДІЯЛЬНІСТЮ 

ПІДПРИЄМСТВА 
 

М.І. Погожих, М.С. Софронова 
 

Запропоновано метод розв’язання управлінської задачі, зокрема під час 
прийняття рішень для складання оптимального плану діяльності 
підприємства, як комбінація математичних методів  і економічних принципів. 

Здійснюється перехід від розв’язання економічної задачі до еквівалентної 
математичної. Для знаходження можливого варіанта розв’язку 
використовуються фрактали. 

Ключові слова: задача оптимального управління, ресурс, п-вимірний 
паралелепіпед, фрактал, умовна щільність, розміщення. 

 

MATHEMATICAL MODELING AND SOLUTION  

OF THE PROBLEM OF OPTIMAL PLANNING OF THE COMPANY 
 

М. Pohozhikh, M. Sofronova 
 

For the effective functioning of the enterprise, its owners and specialists 
must take optimal management decisions based on the processing of initial 
information (data) and include the determination of the means and ways to achieve 
them through a comparative assessment of alternative (possible) options and the 
adoption of the most acceptable of them in the expected conditions. 

The common methods for solving management problems include dynamic 
programming – a way to solve complex problems by breaking them down into 
simpler subtasks. One of the main conditions for using the dynamic programming 
method is the additivity of problems. Among the disadvantages, one can single out 
the complexity of use with a large number of task restrictions. 

The article proposes a method for solving a management problem, in 
particular when making decisions for drawing up an optimal plan for an enterprise's 
activities, as a combination of mathematical methods and economic principles. 
Having set the conditional density, each action (process) is represented in the form 

of an n-parallelepiped (rectangular n-dimensional parallelepiped). This made it 
possible to solve the economic problem: to draw up a possible version of the 
optimization plan for the production of products, provided that the resources 
available at the enterprise are limited, to go to the mathematical one: to arrange the 
n-parallelepipeds in a given n-parallelepiped in such a way as to minimize the area 
remaining empty after placement (or to maximize the coefficient filling it in). 
Fractals are used to find the initial possible placement of n-parallelepipeds. 
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Thus, the work has developed an algorithm for sequential actions and 
mathematical calculations to solve the problem of optimal management of enterprise 
activities. 

Keywords: problem of optimal controlling, resource, n-dimensional 
parallelepiped, fractal, conditional density, placement. 

 

Постановка проблеми у загальному вигляді. Для ефективного 
функціонування підприємства його власники та фахівці повинні 
приймати оптимальні управлінські рішення, що базуються на обробці 
початкової інформації (даних) і включають визначення засобів і 
способів їх досягнення за допомогою порівняльної оцінки 
альтернативних (можливих) варіантів і прийняття найбільш 
прийнятного з них в очікуваних умовах. 

Аналіз останніх досліджень і публікацій. До розповсюджених 
методів розв’язання управлінських задач відноситься динамічне 
програмування [1; 2] – спосіб розв’язання складних задач шляхом 
розбиття їх на простіші подзадачі. Однією з основних умов 
використання методу динамічного програмування є адитивність задач. 
Серед недоліків можна виділити складність використання за великої 
кількості обмежень задачі. 

Останнім часом спостерігається тенденція використання 
методів еволюційної оптимізації для розв’язання управлінських задач, 
зокрема нейронних мереж, генетичного алгоритму [3]. Перевагою 
використання нейронних мереж є можливість апроксимувати будь-яку 
неперервну функцію, немає необхідності заздалегідь приймати будь-
які припущення щодо моделі; досліджувані дані можуть бути 
неповними або зашумленими; зручні при роботі з нелінійними 
залежностями. Недолік – необхідність мати великий обсяг навчальної 
вибірки. Остаточне рішення залежить від початкових установок 
мережі. Дані слід обов’язково перетворювати в числовий вигляд. 
Серед основних труднощів використання генетичного алгоритму – 
можливість ефективно сформулювати завдання, визначити 
раціональний вибір функції пристосованості й хромосом, які описують 
особин популяції. 

Мета статті – розробка методу розв’язання управлінської задачі 
(зокрема, під час прийняття рішень для складання оптимального плану 
діяльності підприємства) як комбінації математичних методів (із 
використанням фракталів) і економічних принципів. Таким чином, 
здійснюється перехід від розв’язання економічної задачі до 
еквівалентної математичної. 

Виклад основного матеріалу дослідження. Визначимо вихідні 
умови для складання математичної моделі прийняття управлінських 
рішень. Нехай підприємство виробляє т видів продукції, 
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використовуючи на кожний з них n видів витрат (ресурсів). Якщо 
через aji позначимо кількість i-го виду витрат (ресурсів), що 
використовується підприємством для виготовлення j-ї продукції, то 
отримаємо вектори-стовпці: 

Т

1 2( , ,..., ) ,j j j iпа а а а   

де j
а  – вектор витрат (ресурсів) на j-ту продукцію, j = 1,2,…,m. 

Зауважимо, що відповідні і-ті ресурси всіх т видів продукції 

однакові за призначенням. 

Припускаємо, що загальна кількість ресурсів на підприємстві 

обмежена. Нехай Aj – кількість j-го ресурсу на підприємстві, 

j = 1,2,…,п. Тоді вектор-стовпець 
Т

1 2( , ,..., )р nA A A A  – це вектор 

ресурсів підприємства.  
Припускаємо, що всі ресурси (сировина, трудові ресурси, 

технічне обладнання, час тощо) за допомогою масштабування [4] 

зведені до  однойменної скалярної величини (наприклад, гроші).  
Позначимо через A  множину витрат:  
 

 : 0 .n

j ji jA а R а A      
 

Визначимо функцію 
1:)( RAf  , що кожному елементу 

множини A  ставить у відповідність деяке число. Таким чином, 

використовуючи функцію f, розглянемо вимірні величини 

1

( )
n

j ji j

i

a a f a


  – окремий, самостійний процес, 
1

m

j

j

A а


  – 

загальний процес (рис. 1); крім того 
1

( )
n

i p

i

A A f A


  . 

 

А 

   а1          а2   …         ат 
 

Рис. 1. Зв’язок між загальним та окремими процесами 
 

Потрібно скласти можливий варіант оптимізаційного плану 

виробництва продукції за умови обмеженості наявних на підприємстві 

ресурсів. Розв’яжемо сформульовану задачу математичними 

методами. Для цього зробимо декілька припущень. 
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1. Виконується умова щодо однорідності ресурсів за одиницями 

виміру (тобто вимірність ресурсів збігається з вимірністю aj та А). 

Якщо це припущення не виконується, то проводиться  масштабування 

і трансформація вимірності ресурсу до заданих. 

2. Ресурси, що розглядаємо, є попарно незалежними. 

Пригадаємо [5], що ресурси aj1, aj2,…, ajn називаються попарно 

незалежними, якщо виконується умова: 

1,j т  , {1,2,..., },l s п l s    ( ) : ( ),jl jsх a a    

де ( )x  – деяка функція. Тобто не існує функціональної залежності 

між кожною парою ( , ).jl jsa a  

Зауваження. Якщо попарна залежність спостерігається для 

деякої пари ресурсів, то можна виключити один з цих ресурсів з 

розгляду в усіх діях А та аj, j = 1,2,…,m.  

3. Математичне розв’язання задачі будемо здійснювати в          

п-вимірному (евклідовому) просторі. Оскільки згідно з пунктом 2 

ресурси є незалежними, набори (aj1,aj2,…,ajn) можна розглядати як 
елементи п-вимірного простору.  

Задавши умовну щільність j
 ( A

 ), представимо кожну дію      

j
a  (А) у вигляді п-вимірного тіла евклідового простору nR . Як           

п-вимірне тіло оберемо п-паралелепіпед (прямокутний п-вимірний 

паралелепіпед) [6]. Для його побудови співвіднесемо ресурси з осями 

декартової прямокутної системи координат евклідового простору .nR  

Представимо процес aj у вигляді n-паралелепіпеда Pj з розмірами bj1, 

bj2, …, bjn, j = 1,2,..,m [7]: 

1 2{ ( , ,..., ) : 0 , 1,2,..., },

.

n

j j j j jn ji ji

ji

P y y y y R y b i n

b R

     


 (1) 

Загальний процес, що визначено вимірною величиною А, 
представимо у вигляді n-паралелепіпеда Р0 із розмірами b01, b02, …, b0n:  

0 01 02 0 0 0

0

{ ( , ,..., ) : 0 , 1,2,..., },

.

n

n і i

i

Р  y y y y R y b i n

b R

     


 (2) 

Крім того, усі об’єкти однаково орієнтуємо та не дозволяємо 

поворотів. 
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Представимо А у вигляді: 

AAVA  ,    (3) 

де А
  – щільність; VA – об’єм п-паралелепіпеда P0; 

кожен процес аj, j = 1,2,…,m – у вигляді: 

j j j
a V ,    (4) 

де j
  – щільність; Vj – об’єм п-паралелепіпеда Pj. 

Виконання умов (3)–(4) дає можливість перейти від 

одновимірної задачі до п-вимірної, тобто поставити у відповідність 

довжині відрізка об’єм п-паралелепіпеда (рис. 2а, 2б). 
 

 

 

    аj 

а) п = 2 
 

 

 

     аj 

 

б) п = 3 
Рис. 2. Перехід від одновимірної задачі до п-вимірної 

 

Таку відповідність можна встановити, якщо ввести в розгляд 

невід’ємний коригувальний множник (коефіцієнт) k0i (kji), i=1,2,…,n, 

вимірності 

0
[ ]([ ]) ,

i ji

умовні одиниці
k k

одиниці виміру А
  1,2,..., .i n  

Зауважимо, що вимірності ( )
A j

V V  та ( )
А j

   такі: 

[ ]([ ]) ( )п

A j
V V умовні одиниці , [ ]([ ])

( )
А j п

одиниці виміру А

умовні одиниці
   . 

Тоді у формулі (1) покладемо покладемо bji = kjixji, де xji = aji, у (2) – 

b0i = k0ix0i, де x0i = a0i = Аi. 

     Sj 

 

  Vj 
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Ураховуючи наведені припущення, економічна задача може 

бути зведена до наступної математичної. 

Математична задача. Необхідно розташувати                            

п-паралелепіпеди Pj з об’ємами Vj у п-паралелепіпеді Р0 з об’ємом V0 

таким чином, щоб 

0

1

min.
m

j
j

V V


 

 

Тобто необхідно мінімізувати область 0

1

\
m

j

j

D P P


   за умови, 

що  

0
, 1,2,...,

j
P P j m  , 

,intint  rs PP .,...,1;1,...,2,1 msrms   

Зауважимо, що ця умова еквівалентна наступній: максимізувати 

коефіцієнт заповнення 0

1

/
j

m

j

К V V


 
   
 
  області D.  

Для побудови можливого розв’язку скористаємося поняттям 
«фрактал» [8; 9]. 

Розглянемо двовимірний простір. Кожне ребро прямокутника Р0 

поділимо на k рівних частин, у результаті чого він покривається 

решіткою, яка розбиває його на k2 однакових прямокутників: 

1 1 1

0

1 1 1

...

... .

...
k k

Р Р Р

Р

Р Р Р


   
 

  
    

   (5)
 

Продовжимо процес. Аналогічно розіб'ємо прямокутник 1P  

[елемент з номером (1,1) у (5)] на k2 однакових прямокутників: 
 

2 2 2

1

2 2 2

...

... .

...
k k

Р Р Р

Р

Р Р Р


   
    
    

   (6)
 

 

Розглядаючи прямокутник 2P   [елемент з номером (1,1) у (6)], 

можна продовжити розбиття до нескінченності. Цей набір 
прямокутників і є фракталом. 
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На рис. 3 подано приклади розбиття Р0 при п = 2, k = 2; 3. 

 
 
 

 
 

 

 

 

 

 

…    

  

  

  

 
      а) п = 2, k = 2                        б) п = 2, k = 3 
 

Рис. 3. Приклад розбиття Р0 
 

           Узагальнення в п-вимірному просторі. Кожне ребро 

прямокутника Р0 ділиться на k рівних частин, у результаті чого він 
покривається решіткою, яка розбиває його на k2 однакових                    

п-паралелепіпедів. За аналогією з двовимірним простором процес 

можна продовжити в загальному випадку до нескінченності. 

            Для розв’язання нашої задачі кількість п-паралелепіпедів, має 

бути скінченною. 

Зауважимо, що самоподібні фігури, які повторюються скінченну 

кількість раз, називаються предфракталами. 

Алгоритм 1. Знаходження кількості ітерацій l та кількості         

п-паралелепіпедів т : 

1. Підібрати, ураховуючи додаткові умови, k – кількість частин, 

на які розбивається кожне ребро п-паралелепіпеда. Однією з 

необхідних умов є .nk т  

2. Сформувати нерівність 

( 1) 1 ,nl k т       (7) 

….     
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де n – вимірність простору; l – кількість ітерацій (розбиття                   

п-паралелепіпедів Р0); т – мінімальна кількість п-паралелепіпедів, на 

які розбивається Р0. 

3. Розв’язати нерівність (7) відносно l. Припустимо, що при 

розв’язанні одержали нерівність l z . Якщо ,z Z  то як l обираємо 

цілу частину z і збільшуємо кількість ітерацій на одиницю, тобто 

l=[z]+1; якщо ,z Z  то l = z. 

Тобто 

 

1 1
, якщо ,

1 1

1 1
1, якщо .

1 1

n n

n n

m m
Z

k k
l

m m
Z

k k

 
  

 
        

 

Зауважимо, що k обирається за умови:  

0.т т        (8) 

 

Таким чином, відповідно до алгоритму 1, за l ітерацій                      

п-паралелепіпед Р0 розбивається на т  п-паралелепіпедів, де 

( 1) 1.nт l k    

Приклад знаходження значень l та т .  

Нехай m = 10, n = 2. 

1) припустимо k = 3. Складемо і розв’яжемо нерівність (7): 

2(3 1) 1 10,l     

9
.

8
l   

Оскільки 
9

8
z Z  , то 

9
1 2

8
l

 
   
 

.  

 

Звідси 22(3 1) 1 17,т     1 17 10 7     (рис. 5). 
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Рис. 5. Розбиття Р0 при n = 2, k = 3 

 

2) припустимо k = 2, тоді нерівність (7) має вигляд: 

2(2 1) 1 10,l     

3.l   

Оскільки 3z Z  , то l = 3. Отже, 
23 (2 1) 1 10,т      2 10 10 0     (рис. 6). 

 

 

 

 

 
 

 
 

 

Рис. 6. Розбиття Р0 при n = 2, k = 2 
 

Ураховуючи умову (8) під час порівняння 
1  та 

2 ,  обираємо 

10.т   

Припустимо, що щільність А  задана (або може бути знайдена), 

тоді можна знайти об’єм п-паралелепіпеда P0: A

А

A
V


 . 

Алгоритм 2. Побудова предфрактала (розбиття                            

п-паралелепіпеда Р0 на т  п-паралелепіпедів, де т т ): 
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1. На першій ітерації (p = 1) розбиваємо п-паралелепіпед Р0 

об’єма VA на kn однакових п-паралелепіпедів Pj з об’ємами 
A

j n

V
V

k
 , 

1,2,..., .nj k  

2. На р-й ітерації, {2,3,..., },р l  розбиваємо п-паралелепіпед із 

номером (1,1,...,1)

n

 на kn п-паралелепіпедів Pj з об’ємами 
A

j рn

V
V

k
 , 

( 1)( 1) 1,..., ( 1) 1.n nj p k p k       

Алгоритм 3. Знаходження значення щільності j , j = 1,2,…,m. 

1. Ранжування (упорядкування) процесів у порядку незростання 

вимірної величини 
1

.
n

j ji

i

а a


  Одержання послідовності 

впорядкованих процесів 1 2, ,..., та а а , де 1 2 ... та а а   . 

2. Розбиття п-паралелепіпеда Р0 на т  п-паралелепіпедів Pj 

(використовуючи алгоритм 2) з об’ємами jV  , 1,2,..., .j m   

Якщо т m , приписуємо ( )т m  п-паралелепіпедам нульовий 

об’єм і виключаємо їх sз подальшого розгляду. 

Зауваження: приписуємо нульовий об’єм тим п-паралелепіпедам  

1 2, ,...,т т тР Р Р  , які були отримані на останніх ітераціях (l, l–1, ...), 

тобто мають мінімальний об’єм. Тобто надалі ,j j   .т m  

3. Ранжування (упорядкування) п-паралелепіпедів Pj у порядку 

незростання їх Vj, j = 1,2,…,m. Одержання послідовності 

впорядкованих п-паралелепіпедів 1 2, ,..., тР Р Р  з об’ємами 1 2, ,..., тV V V , 

де 
1 2 ... .тV V V    

4. Поставити у відповідність кожному процесу jа                        

п-паралелепіпед jP  об’єму jV , j = 1,2,…,m.  

5. Використовуючи формулу (4), знайти щільності 
j

j

j

а

V
  , 

j = 1,2,…,m.  

Для числового задання п-паралелепіпедів (знаходження 

коригувальних коефіцієнтів) можна скористатися алгоритмом 

знаходження коефіцієнтів 1,2,..., ; 1,2,..., ,
ji

k ,i = n j = m  описаному в [4]. 
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У статті розглянемо випадок, коли всі коефіцієнти рівні, тобто 

k = kji, j = 1,2,…,m, i = 1,2,…,п. У цьому випадку параметри                        

п-паралелепіпеда jP , j = 1,2,…,m, знаходимо за формулами: 

,ji jib kx де ,ji jix a  
1 2 ...

j
n

j j jn

V
k

a a a
 . 

Аналогічно знайдемо параметри п-паралелепіпеда Р0: 

0 0 ,i ib kx де 0 0 ,i ix a  
0

01 02 0...
n

n

V
k

a a a
 . 

Таким чином, знайденій послідовності розміщення 

паралелепіпедів різної щільності відповідає послідовність виконання 

відповідних процесів jа , j = 1,2,..,m, що є основою шуканого 

оптимального управлінського рішення із забезпечення ефективності 

роботи підприємства.  

Зміна значень k, щільностей дасть можливість знайти 

альтернативний варіант виробництва, проаналізувати результат з 

економічної точки зору. 

Подальший спрямований перебір можливих варіантів, 

використовуючи, наприклад [10; 11], дасть можливість знайти 

оптимальний (у певному сенсі) розв’язок задачі.  

Висновки. Розроблено алгоритм послідовних дій і 

математичних розрахунків для розв’язання управлінської задачі. Для 
знаходження можливого варіанта розв’язку задачі використано 

поняття фракталу. 
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