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ВСТУПЛЕНИЕ 
 

Подготовка специалистов по всем специальностям требует знания 
высшей математики, которая является основой успешного усвоения 
подавляющего большинства специальных дисциплин. Самостоятельно, без 
специальной системы подготовки студенту трудно подготовиться к 
тестированию по высшей математике. Большую помощь в этом оказывают 
учебно-методические разработки кафедры. Учитывая вышесказанное, 
становится понятным, какое большое значение имеют методические разработки 
по математике. 

Тестирование, которое будет проводиться на основании одинаковых 
требований и с одинаковыми процедурами, позволяет получать объективную 
оценку знаний студентов. Экзамен, проведенный в форме тестирования, должен 
иметь одинаковые требования ко всем студентов, то есть быть таким, который 
предоставит достоверную информацию об уровне их подготовки. Программные 
требования тестирования соответствуют рабочим программам дисциплины. 

В предлагаемой методической разработке изложены требования, форму, 
структуру и содержание тестирования. Она содержит решение типичных 
примеров, тесты и ответы на них. Содержание каждого варианта теста 
составляет двадцать пять задач из различных разделов математики, которые 
изучались в данном модуле. Количество правильно решенных задач будет 
определять рубежную оценку, например, восемь - тринадцать − оценка "3", 
четырнадцать - девятнадцать − оценка "4", двадцать - двадцать пять − оценка 
"5". Время на решение заданий теста рубежного контроля знаний ограничено. 

Важнейшая задача методической разработки − помочь студентам 
подготовиться к тестированию по математике, а именно: проверить 
соответствие знаний, умений и навыков программным требованиям, выявить 
уровень знаний; оценить степень подготовки по курсу. 

Предложенные задания, после их тщательной проработки, позволят 
овладеть системой математических знаний, навыков и умений, необходимых 
для изучения специальных дисциплин; систематизировать представления о 
методах математики, ее роли в познании действительности, в формировании 
научного мировоззрения; развить логическое мышление и пространственные 
представления, повысить алгоритмическую, информационную и графическую 
культуру, память, внимание, интуицию. 

Двадцать пять задач по двадцать шесть вариантов тестов составлены по 
темам в последовательности, соответствующей программе по высшей 
математике, и являются эффективным средством для систематического 
повторения и прочного усвоения. 

Методичка содержит необходимый теоретический материал 
(Справочник), к которому можно обращаться как в начале работы с тестами, 
так и в процессе решения задач. Этот же теоретический материал позволит 
систематизировать знания по дисциплине при рубежном контроле знаний. 
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Решение типовых примеров 
Пример 1. Вычислить определитель третьего порядка  

2

5

6

1

3

4

3

2

1

=∆ , 

 
используя свойство определителей о линейной комбинации элементов строк 
(столбцов) и правило разложения. 

 Обнулим все элементы первого столбца, кроме первого. Для этого к 
элементам второй строки прибавим соответствующие элементы первой строки 
предварительно умноженные на ( )2− , а к элементам третьей строки 
соответствующие элементы первой строки, предварительно умноженные на 
( )3− : 

 
( ) ( )
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. 
Разложив определитель по элементам первого столбца, получаем 

 

( ) ( ) +
−−

−⋅+
−
−

−
−

−⋅=
−
−

−
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Пример 2. Решить систему линейных уравнений по правилу Крамера. 

 


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Вычислим определитель системы 
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Система совместна, определена и имеет решение, и притом только одно. 
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;18
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1

1
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1 =
−

−

−
−−

−
=∆ ;18

1

1

1
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1
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1
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1

2 −=
−

−
−
−
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=∆ . 

Отсюда: 

;2
9

181
1 ==

∆
∆=x          ;2

9

182
2

−=−=
∆

∆=x         .1
9
93

3 ==
∆
∆=x  

 
Пример 3. Заданы координаты точек А(4,− 3,1) и В(2,1,0). Найти вектор 

ABa =r
, его длину и направляющие косинусы (направление). Найти также 0a

r
 − 

единичный или нормированный вектор того же направления, что и вектор a
r

; 
10 =a

r
. 

Находим проекции вектора на координатные оси: 
24212 −=−=−= xxax ; ( ) 43112 =−−=−= yyay ; 11012 −=−=−= zzaz . 

 

Следовательно, ( )1,4,2 −−== ABa
r

, или kjia
rrrr −+−= 42 . 

Длину вектора вычислим по формуле  
 

222
zyx aaaa ++=r

; ( ) ( ) 21142 222 =−++−=a
r

. 

 
Направляющие косинусы: 
 

21

2
cos −==

a

ax
rα ;  

21

4
cos ==

a

ay
rβ ; 

21

1
cos −==

a

az
rγ . 

 
Вектор 0a

r
, направление которого совпадает с направлением вектора a

r
, а 

длина равна единице, можно найти как произведение вектора на число 
a
r
1=λ . 

Следовательно, 
 

( ) kjikji
a

a
a

rrrrrr

r

r
r

21

1

21

4

21

2
42

21

1
0 −+−=−+−== , 

или 








 −−=
21

1
,

21

4
,

21

2
0a
r

. 

 
Пример 4. В треугольнике с вершинами А(2;-1;3), В(−2;2;5), С(1;2;5) найти 

косинус кута А.  
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 ( )2;3;4−=AB ;   ( )2;3;1−=AC . 

( )
( ) ( )

763,0
1023

13

31234

223314
cos

22222
≈

⋅
=

+−++−

⋅+⋅+−⋅−=Α . 

 
Пример 5. Найти проекцию вектора ( )1,3,2 −a

r
 на направление вектора 

( )4,0,3b
r

. 

Известно, что проекцию вектора a
r

 на направление вектора b
r

 можно 
найти по формуле 

 

b

ba
ab r

rr
r

r
⋅=пр . 

Следовательно, имеем 
 

( )
5

6

25

6

403

410352
пр

222
==

++

⋅−+⋅+⋅=ab
r

r . 

Пример 6. Составить уравнение прямой MN, проходящей через точку 
М(−1; 1) перпендикулярно прямой 3х – у + 2 = 0 (АВ). 

Уравнение искомой прямой находим в виде: 
( ).MMNM xxkyy −=−  

Поскольку прямые MN и АВ перпендикулярны, то 
AB

MN k
k

1−=  

(условие перпендикулярности). Очевидно, что 3=ABk , тогда 
3

1−=MNk .  

Следовательно, имеем: 

( )  ,1
3

1
1 +−=− xy  или ,133 −−=− xy  

и окончательно 
х + 3у – 2 = 0. 

 
Приклад 7. Найти расстояние между параллельными прямыми 

0634 =+− yx , 
0134 =+− yx . 

Искомое расстояние находим как расстояние от любой точки одной 
прямой до другой. Пусть точка, принадлежащая первой прямой, имеет абсциссу 

0=x , тогда ордината этой точки 2=y . 
Итак, на первой прямой выбрана точка ( )2;0A . Найдем теперь расстояние 

от этой точки до прямой 134 +− yx  таким же образом, как и в предыдущем 
примере, т.е. 
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 1
25

5

916

12304

22

00 ==
+

+⋅−⋅
=

+

++
=

BA

CByAx
d . 

Приклад 8. Составить  уравнение параболы, если ее вершина находится в 
начале координат, расстояние от фокуса до вершины равно 4, а осью 
симметрии является ось Ox. 

Поскольку осью симметрии является ось Ox, а вершиной − начало 
координат, то парабола может быть определена одним из уравнений pxy 22 =  

или pxy 22 −= . Параметр гиперболы р  – это расстояние директрисы до фокуса. 
Расстояние от фокуса до вершины равно половине параметра. Следовательно, 

84
2

=⇒= p
p

. Подставляя эти значения р в каждое из уравнений, получаем 

xy 162 =  та xy 162 −= . 
Приклад 9. Написать уравнение плоскости 2Q , проходящей через т. 

М(2,3,−1) параллельно плоскости .0535:1 =−+− zухQ  
Воспользовавшись уравнением плоскости, проходящей через заданную 

точку ( ) ( ) ( ) ,0000 =−+−+− zzСууВххА  запишем 

( ) ( ) ( ) .0132 =++−+− zСуВхА  
Из параллельности плоскостей 1Q  и 2Q  следует, что нормальный вектор 

( )3;1;5
21

−== nn
rr

, поэтому уравнение плоскости 2Q  имеет вид 

( ) ( ) ( ) 013325 =++−−− zyx  или 0435 =−+− zyx  ( )2Q . 
 
Пример 10. Найти уравнение плоскости, проходящей через точки 

( )3;1;21 −M  и ( )5;0;12M  параллельно оси Oy. 
Уравнение плоскости, параллельной оси Oy, имеет вид 

0=++ DCzAx . 
Если плоскость проходит через точки 1M  и 2M , то их координаты 

удовлетворяют уравнению плоскости. Итак, получим систему 





=
=

+
+

+
+

0

0

5

32

:

:

2

1

D

D

C

C

A

A

M

M
. 

Для определения коэффициентов А, В, С вычтем от первого уравнения 
второе. Получим  

02 =− CA . 
Если А положить равным любому числу, например, 2=A , получим 1=C . 

Тогда 752 −=−−=D . 
Итак, искомое уравнение имеет вид 

072 =−+ zx . 
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Пример 11. Найти предел .
752

143
lim

2

2

+−

++
∞→ xx

xx
x

 

  

Имеем неопределенность типа 
∞
∞

. Для ее раскрытия выносим в 

числителе и знаменателе переменную х в высшем степени и сокращаем ее. 

После этого, учитывая то, что ,0
1

lim
1

lim
2

==
∞→∞→ xx xx

 а также свойства 

арифметических действий над пределами, имеем:  

2

3
75

2

14
3

lim
752

143
lim

2
2

2
2

2

2

=







 +−








 ++
=

∞
∞=

+−
++

∞→∞→

xx
x

xx
x

xx

xx

xx
. 

 
Пример 12. Найти пределы заданных функций (неопределенность типа 

0

0
): а) 

123

32
lim

2

2

1 −−
−+

→ xx

xx
x

; б) 
21

47
lim

2

3 −+
−+

→ x

x

x
. 

 
а) Под знаком предела имеем отношение двух многочленов, причем 

теорему о границе частного применить нельзя, так как предел знаменателя 
равен нулю, как и предел числителя. Итак, непосредственная подстановка 
предельного значения аргумента приводит к неопределенному выражению типа 

0

0
. Чтобы раскрыть неопределенность этого вида, необходимо предварительно 

дробь упростить, разложив на множители числитель и знаменатель и сократив 
дробь на ( )1−x . 

Следует отметить, что квадратный трехчлен ( ) cbxaxxP ++= 2
2 , у 

которого дискриминант 042 ≥−= acbD , можно представить в виде 
( )( )21

2 xxxxacbxax −−=++ , 

где 1x , 2x  − корни квадратного уравнения 02 =++ cbxax . 
Итак, 

( )

( ) 4

5

13

32
lim

3

1
13

2

3
12

lim
123

32
lim

112

2

1
=

+
+=








 +−








 +−
=

−−
−+

→→→ x

x

xx

xx

xx

xx
xxx

. 
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Заметим, что аргумент х стремится к своему предельному значению 1, но 
не совпадает с ним, поэтому множитель ( )2−x  отличен от нуля при 2→x . 

б) Непосредственная подстановка предельного значения аргумента 

приводит к неопределенности типа 
0

0
. Следует отметить, что при вычислении 

пределов функций, содержащих иррациональные выражения, которые 
превращаются в ноль при ax → , в них необходимо выделить множитель 
( )ax − . Это можно сделать, избавившись от иррациональности в числителе или 
знаменателе дроби, путем умножения одновременно числителя и знаменателя 
этой дроби на соответствующий сопряженный множитель. При этом 
используются формулы: 

 

( )( ) 22 bababa −=+− , або ( )( ) bababa −=+− ; 

 

( )( ) 3322 babababa +=+−+ , ( )( ) 3322 babababa −=++− . 
 
Избавимся от иррациональности в числителе и знаменателе данной 

дроби, умножив как числитель, так и знаменатель дроби на произведение 

( )21472 −+⋅





 ++ xx . Затем сократим дробь на множитель ( )3−x , который 

отличен от ноля при 3→x . 
Итак, 

 

( )( )( )
( )( )( ) =

++++−+

++++−+==
−+
−+

→→ 472121

214747
lim

0

0

21

47
lim

2

22

3

2

3 xxx

xxx

x

x
xx

 

( )( )
( )( )

( )( )
( )( ) =

++−

++−=
++−+

++−+=
→→ 473

219
lim

4741

21167
lim

2

2

32

2

3 xx

xx

xx

xx
xx

 

( )( )( )
( )( )

( )( )
3

8

24

47

213
lim

473

2133
lim

2323
==

++

+++=
++−

+++−=
→→ x

xx

xx

xxx
xx

. 

 

Пример 13. Найти асимптоты кривой xy −= 1

1

2 . 

Кривая xy −= 1

1

2  имеет вертикальную асимптоту 1=x , потому что 
 

12lim 1

1

=−
±∞→

x
x

. 

Уравнение наклонной асимптоты: 
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bkxy += , де 
( )
x

xf
k

x ±∞→
= lim ; ( )( )kxxfb

x
−=

±∞→
lim . 

Имеем: 

0
2

lim
1

1

==
−

±∞→ x
k

x

x
; 

12lim 1

1

== −
±∞→

x

x
b . 

 
Итак, 1=y  − горизонтальная асимптота, так как 0=k . 

 

 

 

 
 
 
 
 
 

 
 

 
 
 
 
 

Приклад 14.  Найти предел 
ee

xx
xx −

+−
→

ln1
lim

2

1
, используя правило Лопиталя. 

 .
3

1
2

lim
0

0ln1
lim

1

2

1 ee
x

x

ee

xx
xxxx

=
+

==
−
+−

→→
 

 

 

 

 

 

0 

1 

1 

2 

х 

у 
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 Задание № 1   

Линейная алгебра 

№ Условие Найти 

1 
















+
















=
4

3

1

5

4

2

5

4

2

4

3

1

αA , где 1=α  
A 

2 






+






=
1

0

0

1

1

0

0

1
αA , где 1−=α  A 

3 






+






=
3

1

2

2

1

3

1

3

2

2

3

1
αA , где 1=α  A 

4 






+






=
0

1

1

0

1

0

0

1
αA , где 1=α  A 

5 






=
0

1

0

1
A  TA  

6 














 −

−
−=

















−
−

−

2

2

4

2

4

2

1

1

2

1

2

1

α  α  

7 
















=
















−
−

+
















−
−

0

0

0

0

0

0

1

1

2

1

2

1

1

1

2

1

2

1

α  α  

8 
















−
−

=
















−
−

+
















−
−

2

2

4

2

4

2

1

1

2

1

2

1

1

1

2

1

2

1

α  α  

9 






=






−
1

0

0

1

1

2

2

1
X  X  

10 






=






−
0

1

1

0

2

0

0

2
X  X  

11 






 −
−

=
8

4

2

6
2A  A 

12 








−
−

=
6

12

9

3
3A  A 
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Продолжение  таблицы 

13 






=






−
+

1

0

0

1

1

1

2

1
X  X  

14 








−
−

=








−
−

+
1

1

2

1

1

0

2

1
X  X  

15 
















−
−














 −−
=

1

0

1

1

3

2

1

3

2

0

1

1

αA
, где 1=α  

A 

16 








−
+








−
−

=
1

3

2

2

1

0

1

1
αA , где 2−=α  A 

17 
















−
−

−
=














 −

−
−⋅

4

6

4

2

4

2

2

3

2

1

2

1

α
 

α  

18 
















−
−
−

−=
















−
−+

















−

−
⋅

2

1

1

2

2

3

1

1

0

1

1

1

1

2

1

1

1

2

α
 

α  

19 








−−
=









−−
+

3

1

1

2

1

2

2

5
X  X  

20 
















−−

−
=

4

2

0

1

3

5

A
 

TA  

21 
















−
−

+
















−
−
−−

=
0

1

1

1

3

2

1

3

5

3

2

4

αA , где 2=α  
A 

22 
















−
+
















−=
2

1

5

3

0

0

0

0

2

1

2

3

0

1

2

3

1

4

αA , где 1−=α  
A 

23 
















−
−

−

−
=

1

4

0

1

3

1

3

1

2

2

1
A

 
A 

24 
















−
−+

















−
−
−−

=
4

2

3

6

1

0

3

4

2

5

3

1

αA , где 2−=α  
A 

25 








−
=









−
+

1

2

2

1

1

0

0

1
2X  X  

26 








−
−

=






+
3

4

5

2

0

1

2

1
3X  X  
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Задание № 2 

Линейная алгебра 

№ Условие Найти 

1 3
2

3

1
=

−
x

 х 

2 2
2

1

4
=

x
 х 

3 2
24

3
=

x

x
 х 

4 4
2

2

1
=

− x
 х 

5 2
1

2

2
−=

x
 х 

6 2
1

1

2
=

−x
 х 

7 






 −
=

α
α

α
α

cos

sin

sin

cos
A  Adet  

8 






=
α

α
ctg

tg
A

1

1
 Adet  

9 1
3

1
=

−
−

x

x
 х 

10 8
2

2
=

−
x

x
 х 

11 5
3

2

1
=

−
xx

 х 

12 3
12

=
− xx

 х 

13 0
3

5

1

3
=

−
+

− x

x
 х 
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Продолжение таблицы 

14 








+
−

+
+−

=
ba

a

ca

ba
A  Adet  

15 








−
=

α
α

tg

tg
A

1

1
 Adet  

16 0
2

1

1

2
=

−
−

x

x
 х 

17 






=
α

α
tg

ctg
A

1

1
 Adet  

18 






 −
=

α
α

α
α

sin

cos

cos

sin
A  Adet  

19 






=
α
αα

cos2

2sin

1

sin
A  Adet  

20 4
1

1

3

1
=

+
−

− x

x
 х 

21 5
1

1

1

1
−=

−
−

− x

x
 х 

22 








−
=

1

1 α
α

ctg

ctg
A  Adet  

23 3
1

3

3
=

x

x
 х 

24 8
4

2
2 =

x

x
 х 

25 4
12

1 2

=
−− x

x

x
 х 

26 0
1

2

=
x

xx
 х 
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Задание № 3  

Линейная алгебра 

№ Условие Найти 

1 
















=
3

6

3

2

5

2

1

4

1

A
 

Adet  

2 
















−
−=

1

0

1

1

2

0

0

4

3

A
 

Adet  

3 
















=
0

1

2

1

0

1

2

1

0

A  Adet  

4 
















−=
3

1

7

4

2

3

0

0

1

A
 

Adet  

5 
















−=
9

7

1

2

2

0

2

3

0

A
 

Adet  

6 
















=
1

2

0

2

0

2

0

2

1

A
 

Adet  

7 
















=
4

0

2

9

1

7

1

0

3

A
 

Adet  

8 
















−
−

−=
1

7

7

7

2

2

3

1

1

A
 

Adet  

9 
















=
4

0

5

0

1

0

2

0

3

A
 

Adet  

10 
















=
1

0

0

0

2

4

0

4

3

A
 

Adet  

11 
















−

−
=

1

0

0

0

1

0

0

0

1

A
 

Adet  

12 
















−
=

1

6

3

0

4

2

1

2

1

A
 

Adet  
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Продолжение таблицы 

13 
















−

−
=

1

2

1

3

1

0

0

0

1

A
 

Adet  

14 
















−
−

−
−=

1

6

3

0

4

2

1

2

1

A
 

Adet  

15 














 −−
−=

5

1

1

2

2

2

3

1

1

A
 

Adet  

16 
















−=
0

2

1

0

1

1

2

4

3

A
 

Adet  

17 














 −−
=

0

3

2

3

1

0

1

1

1

A
 

Adet  

18 
















−
−

=
7

3

0

1

0

3

1

1

2

A
 

Adet  

19 
















−

−

−
=

5

1

1

3

0

0

9

4

2

A
 

Adet  

20 














 −

−
=

1

2

0

1

1

1

2

0

6

A
 

Adet  

21 
















−

−
=

0

3

0

6

1

1

6

2

1

A
 

Adet  

22 
















−−

−
=

3

2

6

1

1

2

2

3

4

A
 

Adet  

23 
















=
10

4

5

1

1

0

6

3

0

A
 

Adet  

24 














 −
−=

1

1

1

1

1

1

1

2

1

A
 

Adet  

25 
















−
−

=
4

3

1

2

1

1

0

0

1

A
 

Adet  

26 
















−
−

−
=

2

1

1

0

3

0

4

7

2

A
 

Adet  
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Задание № 4 

Линейная алгебра 

№ Условие Найти 

1 






 −
=

3

2

0

1
A  AAT ⋅  

2 
















−
=

1

2

0

1

1

3

A  TAA⋅  

3 








−
−

=
1

1

5

4
A  1−A  

4 








−−
=

3

5

2

3
A  TAA⋅  

5 







=

0

1

1

0

0

1
A , 

















=
0

1

0

1

0

1

B . 
BAC ⋅=  

6 








−
=

1

3

0

2

1

1
A , 

















−=
2

1

4

0

3

2

B
. 

BAC ⋅=  

7 
















=
0

1

0

1

0

1

A
, 








=
0

1

1

0

0

1
B . 

BAC ⋅=  

8 
( )121=A , 

















=
1

1

0

0

1

1

B
. 

BAC ⋅=  

9 
















=
1

0

0

0

1

0

0

0

1

A
, 















 −

−
−=

1

5

1

2

4

3

3

2

7

B
. 

BAC ⋅=  

10 







=

5

3

0

2
A , 









=

3

0

2

1
B . BAC ⋅=  

11 








−
=

3

0

1

2
A , 









=

2

1

1

0
B . BAC ⋅=  

12 ( )431=A , 
















−
=

2

3

1

1

0

2

B . BAC ⋅=  
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Продолжение таблицы 

13 








−
=

5

3

1

2
A , 









=

3

0

2

1
B . BAC ⋅=  

14 






=
2

1

3

2
A , 








 −
=

1

1

1

1
B . BAC ⋅=  

15 
( )321=A , 

















−=
1

4

2

B
. 

BAC ⋅=  

16 ( )52=A , 







−
=

2

3

1

2
B . BAC ⋅=  

17 








−
=

4

2

1

3
A  1−A  

18 
( )431=A , 

















−
=

2

3

1

1

0

2

B
. 

BAC ⋅=  

19 






=
5

4

0

0

1

2
A , 

















−
=

4

3

2

0

2

1

B
. 

BAC ⋅=  

20 








−
−

=
1

2

3

5
A  1−A  

21 






=
0

1

1

0

0

1
A , 

















=
0

1

0

1

0

1

B
. 

BAC ⋅=  

22 
















=
1

0

0

0

1

0

0

0

1

A
, 















 −

−
=

1

5

2

1

1

3

3

2

1

B
. 

ABC ⋅=  

23 








−
=

5

3

1

2
A , 









=

3

0

2

1
B . BAC ⋅=  

24 






 −
=

5

4

0

3

1

2
A , 

















−
=

4

3

2

0

2

1

B
. 

BAC ⋅=  

25 






=
3

5

1

2
A , 










−
−

=
5

3

3

2
B . ABC ⋅=  

26 






=
2

1

1

2

0

3
A , 

















=
3

2

1

B
. 

BAC ⋅=  
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Задание № 5 

Системы линейных уравнений 

№ Условие Найти 

1 








=−+
=+−

=++

872

1353

42

321

321

321

xxx

xxx

xxx

 ),,( 321 xxx  

2 








=−+
−=−+

=+−

5997

1637

28942

321

321

321

xxx

xxx

xxx

 ),,( 321 xxx  

3 








=−
=+
=+

105

163

52

32

31

21

xx

xx

xx

 ),,( 321 xxx  

4 








=+−
=+−
=++

3651110

15235

15327

321

321

321

xxx

xxx

xxx

 ),,( 321 xxx  

5 








=−+
=−+
=++

343

632

732

321

321

321

xxx

xxx

xxx

 ),,( 321 xxx  

6 








=++
−=+−

=++

7223

22

932

321

321

321

xxx

xxx

xxx

 ),,( 321 xxx  

7 








=++−
=−+
=+−

3

3

1

321

321

321

xxx

xxx

xxx

 ),,( 321 xxx  

8 








=−+
=+−
=++

1

1

3

321

321

321

xxx

xxx

xxx

 ),,( 321 xxx  

9 








=++−
=−+
=+−

4

2

4

321

321

321

xxx

xxx

xxx

 ),,( 321 xxx  

10 








=−+
=+−
=++

3

1

5

321

321

321

xxx

xxx

xxx

 ),,( 321 xxx  

11 








=+
=+
=+

2

0

0

31

32

21

xx

xx

xx

 ),,( 321 xxx  

12 








=+
=+
=+

0

0

2

31

32

21

xx

xx

xx

 ),,( 321 xxx  

13 








=+
=+
=+

0

2

0

31

32

21

xx

xx

xx

 ),,( 321 xxx  
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14 








=+
=+
=+

0

2

12

32

21

31

xx

xx

xx

 ),,( 321 xxx  

15 








=+
=−

−=−

2

0

12

31

32

21

xx

xx

xx

 ),,( 321 xxx  

16 








=+
=+
=+

0

2

0

32

21

31

xx

xx

xx

 ),,( 321 xxx  

17 








=+
=+

=++

0

0

1

32

31

321

xx

xx

xxx

 ),,( 321 xxx  

18 








=−
=−

=++

0

0

1

31

21

321

xx

xx

xxx

 ),,( 321 xxx  

19 








=−
=+

=−

0

2

12

32

21

21

xx

xx

xx

  ),,( 321 xxx  

20 








=−
−=−

=+

0

12

2

32

31

21

xx

xx

xx

 ),,( 321 xxx  

21 








=−+
=+

=−+

022

2

02

321

31

321

xxx

xx

xxx

  ),,( 321 xxx  

22 








=+
=+

=+−

1

1

0

22

32

31

xx

xx

xx

 ),,( 321 xxx  

23 








=++
−=+

=+

0

12

0

321

32

31

xxx

xx

xx

 ),,( 321 xxx  

24 








=+
=+

−=+−−

1

0

1

21

31

321

xx

xx

xxx

  ),,( 321 xxx  

25 








=+
=+
=+

2

0

0

21

32

31

xx

xx

xx

 ),,( 321 xxx  

26 








=−
=−

=++

0

1

2

21

31

321

xx

xx

xxx

 ),,( 321 xxx  
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Задание № 6 

Векторная алгебра 

№ Условие Найти 

1 )2;3;6( −=a
r

 γβα cos,cos,cos  

2 2=a
r

, 060, =






 ∧

OXa
r

, 0120, =







 ∧

OYa
r  zyx aaa ,,  

3 ( )3;2;1A ; ( )6;4;3 −B ;  BAa =  γβα cos,cos,cos  

4 )8;5;3( −=a
r

; )4;1;1( −−=b
r

  ba
rr +  

5 13124 =−== aaa yx

r  za  

6 )1;3;2( −−=AB , ( )2;1;1−B ; ( )zyxA ;;  zyx ,,  

7 ( )4;2;1 −−−A ; ( )0;2;4−−B ; ( )1;2;3−C   







 ∧

BCBA,  

8 
( )4;2;1 −−−A ; ( )0;1;2−B ;  

( )1;2;3 −C  
ABnp

BC
 

9 
( )4;2;1 −−−A ; ( )0;1;2−B ;  

( )1;2;3 −C  
( )BCAB⋅  

10 
kjia −−= 63 ; kjib 54 −+= ; 

kjic 1243 +−=   
( )banp

C

rr +  

11 
kjia −−= 63 ; 

 kjib 54 −+=  
ba
rr −  

12 kjia +−= 32 ; kjib 42 ++= ; ba
rr ⊥  или ba

rr
 

13 ( )4;2;1 −−−A ; ( )0;2;4−−B ; ( )1;2;3−C   






 ∧

ACAB,  
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Продолжение таблицы 

14 
kjia ++= 23 ; 

 kjib 2+−=  
ba
rr −  

15 
kjia 54 ++= λ ; 

 kjib 62 −+= λ , ba ⊥  
λ  

16 
kjia 22 +−= ; kjib −+= 2 ; 

kjic 2410 ++=   
( )cbnp

a

rr
+  

17 
kjia ++= 2 ; kjib 3−−= ; 

kjic +−=   
cnp ba

r

+  

18 ( )52;5;2=a  γβα cos,cos,cos  

19 
kjia 23 +−= α ; 

 kjib α−+= 2 , ba ⊥  
α  

20 
( )1;1;2 −=a ;  ( )zyx bbbb ,,= , 

0=⋅ba , ba ||  
zyx bbb ,,  

21 
( )6;1;5 −−A ; ( )5;4;1 −B ; ( )4;3;2 −C , 

BCABa −=   
a  

22 ( )3;1;5A ; ( )3;4;1B ; ( )6;3;1−C  BCnp
AB

 

23 

kjia 324 +−= ; ( )zyx bbbb ,,= ; 

ba = ; yy ba = , 0=xb  
zyx bbb ,,  

24 

( )zyx aaaa ,,= , 060, =






 ∧

OYa
r

, 

045, =






 ∧

OZa
r , 8=a  

zyx aaa ,,  

25 ( )3;2;1A ; ( )6;4;3 −B ; ABa =  γβα cos,cos,cos  

26 
kjia 43 ++= α ; kjib 74 −+= α ; 

ba ⊥   
α  
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Задание № 7 

Аналитическая геометрия 
 

№ Условие Найти 

1 
т. ( )2;1;11 −M , 

плоскость  0532: =−+− zyxα  

Плоскость, проходящую через т. М  

паралельно плоскости α 

2 т. ( )2;1;4−M   Плоскость, продящую через ось OX  и т. М  

3 
057811: =+−− zyxα  

03827: =−−+ zyxβ  







 ∧
βα  

4 
( )3;0;20 −M  

)5;3;2( −=a
r

 

Прямую, проходящую через т. 0M  и 

параллельную a
r

 

5 
т. ( )5;3;7 −M ,  

плоскость Oxz:α  

Плоскость, проходящую через т. М 

паралельно плоскости α  

6 т. ( )2;1;3 −−M   Плоскость, проходящую через ось Oz и т. М  

7 т. ( )1;1;2M ; ( )3;2;1−=n  
Плоскость, проходящую через т. М  

перпендикулярно  вектору n  

8 

0322: =−+− zyxα  

0543: =+− yxβ  







 ∧
βα  

9 

015263: =−++ zyxα  

013263: =+++ zyxβ  
Расстояние между двумя плоскостями 

10 т. ( )3;2;0 −M   Плоскость, проходящую через т. М  и ось Ox 

11 т. ( )3;4;2 −M   Плоскость, проходящую через т. М  и ось Oz 

12 т. ( )3;2;1−M  і  т. ( )0;0;0O  Плоскость, проходящую через т. М OM⊥  

13 т. ( )3;0;4M   Плоскость, проходящую через ось Oy  и т. М    
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14 

0822: =−+− zyxα  

06: =−+ zxβ  







 ∧
βα  

15 
т. ( )2;2;2 −M   

032: =−− zyxα  

Плоскость, проходящую через т. М  паралельно  

 плоскости α  

16 
т. ( )1;1;5 −M   

0422: =+−− zyxα  
Расстояние от т. М до плоскости α  

17 
т. ( )1;3;2 −M   

010235: =−+− zyxα  

Плоскость, проходящую через т. М  паралельно  

плоскости α  

18 
т. ( )2;3;1 −M   

07236: =−+− zyxα  
Расстояние от т. М до плоскости α  

19 т. ( )5;3;2M ,  kjin 234 ++=  
Плоскость, проходящую через т. М 

перпендикулярно  вектору n  

20 
т. ( )4;3;1M   

0822: =++− zyxα  
Расстояние от т. М до плоскости α  

21 т. ( )3;2;1−M  
Плоскость, проходящую через т. М  

перпендикулярно оси Oz 

22 т. ( )5;2;4 −M   Плоскость, проходящую через ось Oy  и т. М    

23 т. ( )6;7;4 −M  
Плоскость, проходящую через т. М 

перпендикулярно оси Ox  

24 т. ( )5;7;6 −M   Плоскость, проходящую через ось Oz и т. М    

25 
т. ( )7;4;3 −M   

0922: =−+− zyxα  
Расстояние от т. М до плоскости α  

26 т. ( )4;1;2 −−M ;   ( )1;6;3 −=n  
Плоскость, проходящую через т. М 

перпендикулярно вектору n  
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Задание № 8 

Аналитическая геометрия 

№ Условие Найти 

1 
23

1

1

1
:

zyx
l =+=−

, 022: =−− zxα  






 ∧
αl  

2 0

2

1

1

2
:

+=
−
−= zyx

l , 

0722: =−++ zyxα  







 ∧
αl  

3 2

1

0

2

1

2
:

−=−=+ zyx
l , 

0332: =−−− zyxα  







 ∧
αl  

4 
0

5

22

3
:

+==
−
− zyx

l , 42: =++ zyxα  






 ∧
αl  

5 1

2

30

7
:

−
−==+ zyx

l , 

0233: =−++ zyxα  







 ∧
αl  

6 1

2

0

2

3

6
:

−=+=
−
− zyx

l , 

0535: =−++ zyxα  







 ∧
αl  

7 
1

2

1

1

0

1
:

+=−=+ zyx
l , 03: =−+ yxα  







 ∧
αl  

8 
11

4

0

5
:

−
=+=− zyx

l , 05: =+− zxα  






 ∧
αl  

9 
0

1

11

1
:

+==− zyx
l , 073: =−+ zyα  







 ∧
αl  

10 
0

1

1

4

1

4
:

−=−=+ zyx
l , 08: =−+ zxα  







 ∧
αl  

11 
0

1

1

4

1

4
:

−=−=+ zyx
l , 08: =−+ zxα  







 ∧
αl  

12 1

1

2

1

1
:

−=
−
+= zyx

l , 

0235: =−+− zyxα  

                   






 ∧
αl  

13 11
1

0
:

zyx
l =

−
−= , 

0184: =−+− zyxα  

                   






 ∧
αl  
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14 2

1

1

1

2
:

−=+= zyx
l , 

01: =−+ zyα  







 ∧
αl  

15 2
1

2
2

0
1

:
−
−=+=− zyx

l , 

0584: =++− zyxα  







 ∧
αl  

16 
1
1

0
3

1
:

−
−=−= zyx

l , 03: =−+ yxα  






 ∧
αl  

17 
13

1
2

3
:

zyx
l =+=− , 0842: =−+− zyxα  







 ∧
αl  

18 
0
10

1
2

1
1

:
+=−=+ zyx

l , 018: =++ zxα  






 ∧
αl  

19 0
3

1
1

2
2

:
+=

−
−=− zyx

l , 

01022: =−++ zyxα  







 ∧
αl  

20 
1

1
0

5
1

1
:

−=−=+ zyx
l , 08: =−+ zyα  







 ∧
αl  

21 00
1

1
3

:
zyx

l =−=−
, 

03: =++ zxα  







 ∧
αl  

22 40
3

2
4

:
zyx

l =−=−
,  

092: =−−− zyxα  







 ∧
αl  

23 
20

1
1

2
:

zyx
l =+=−

, 082: =+−− zyxα  






 ∧
αl  

24 
0

2
1

1
0

3
:

−=−=+ zyx
l , 03: =−+ zyα  







 ∧
αl  

25 
10

2
1

5
:

zyx
l =−=+

, 07: =−+ yxα  






 ∧
αl  

26 2
1

3
1

1
2

:
−
−=+=+ zyx

l , 

0433: =−++ zyxα  







 ∧
αl  
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Задание № 9 

 
Аналитическая геометрия 

 
№ Условие Найти 

1 
1

2

0

1

2
:1 −

−=−= zyx
l  

23

1

1

1
:2

zyx
l =+=−

 21 ll ⊥ −? 

2 
2

3

2

2

1

3
:1

−=+=+ zyx
l  

0

2

1

1

2

2
:2

+=
−
−=− zyx

l  21 ll ⊥ −? 

3 
13

1

2

5
:1 −

=
−
−=+ zyx

l  
2

1

0

2

1

2
:2

−=−=+ zyx
l  21 ll ⊥ −? 

4 
2

3

11

1
:1

+==+ zyx
l  

0

5

22

3
:2

−==
−
− zyx

l  21 ll ⊥ −? 

5 
3

2

1

4

3

4
:1

−=+=− zyx
l  

1

2

30

7
:2 −

+==+ zyx
l  21 ll ⊥ −? 

6 
3

3

5

5

1

1
:1

−=+=− zyx
l  

1
2

0
2

3
6

:2 −
−=+=− zyx

l  21 ll ⊥ −? 

7 
2

5

1

3

1

6
:1 −

+=−=+ zyx
l  

11

4

0

5
:2 −

=+=− zyx
l  21 ll ⊥ −? 

8 
1

3

1

2

1

4
:1

+=
−
−=− zyx

l  
0

1

11

1
:2

+==− zyx
l  21 ll ⊥ −? 

9 
11

4

0

5
:1 −

=+=− zyx
l  

1

2

1

2

2

3
:2

+=
−
−=+ zyx

l  21 ll ⊥ −? 

10 
1

2

2

2

0

2
:1 −

−=+=− zyx
l  

2

1

1

5

1

1
:2 −

−=+=+ zyx
l  21 ll ⊥ −? 

11 
1

1

2

3

2

3
:1

+=−=− zyx
l  

0

1

1

4

1

4
:2

−=−=+ zyx
l  21 ll ⊥ −? 

12 
0

5

1

2

1

4
:1

+=
−
−=− zyx

l  
10

2

1

2
:2 −

=+=− zyx
l  21 ll ⊥ −? 

13 
0

1
1

5
1

3
:1

+=−=+ zyx
l  

101
1

:2
zyx

l ==−
 21 ll ⊥ −? 
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14 
0

1
1

4
1

4
:1

−=−=+ zyx
l  

0
1

0
3

1
1

:2
−=+=− zyx

l  21 ll ⊥ −? 

15 
2
5

0
1

1
2

:1 −
−=−=+ zyx

l  
1

2

12

2
:2

+==− zyx
l  21 ll ⊥ −? 

16 
1

4
9

2
0

5
:1

−=−=− zyx
l  

9
3

1
1

2
:2 −

+=+= zyx
l  21 ll ⊥ −? 

17 
1

2
4
4

10
7

:1
−=

−
+=− zyx

l  
4

1
10

2
:2

−==+ zyx
l  21 ll ⊥ −? 

18 
11

4
0

5
:1 −

=−=+ zyx
l  

10
3

1
:2

zyx
l =+=  21 ll ⊥ −? 

19 
0

2
1
4

2
6

:1
−=

−
+=+ zyx

l  
2

4

2

1

1

1
:2 −

+=+=− zyx
l  21 ll ⊥ −? 

20 
2

3
0

1
1

2
:1

−=+=− zyx
l  

1

3

1

1

2
:2 −

−=
−
+= zyx

l  21 ll ⊥ −? 

21 
10

2
3

3
:1 −

=−=+ zyx
l  

3
1

5
1

1
1

:2 −
−=−=

−
+ zyx

l  21 ll ⊥ −? 

22 
0

6
2

5
1

:1
−=+=

−
zyx

l  
0

6
2
3

4
1

:2
−=

−
+=

−
− zyx

l  21 ll ⊥ −? 

23 
1

3
0

1
7

1
:1

−=+=− zyx
l  

78
3

1
2

:2 −
=−=+ zyx

l  21 ll ⊥ −? 

24 
0

6
2
2

3
7

:1
+=

−
+=− zyx

l  
76

7
4

1
:2 −

=
−
−=+ zyx

l  21 ll ⊥ −? 

25 
2

3

4

1

2

2
:1

−=+=− zyx
l  

3
5

2
3

1
5

:2
−=

−
−=+ zyx

l  21 ll ⊥ −? 

26 
2
1

8
3

0
1

:1 −
−=+=− zyx

l  
41

5

4

1
:2

zyx
l =−=

−
+

 21 ll ⊥ −? 
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Задание № 10 
 

Аналитическая геометрия 
 

№ Условие Найти 

1 
05262:

013:

2

1

=++−
=−+−

zyx

zyx

π
π

 21 ||ππ  − ? 

2 
01224:

032:

2

1

=−−+
=+−+

zyx

zyx

π
π

 21 ||ππ  − ? 

3 
01324:

052:

2

1

=+−+
=−−+

zyx

zyx

π
π

 21 ||ππ  − ? 

4 
0262:

023:

2

1

=+−−
=−+−

zyx

zyx

π
π

 21 ||ππ  − ? 

5 
052:

01363:

2

1

=+−+
=+−+

zyx

zyx

π
π

 21 ||ππ  − ? 

6 
05242:

072:

2

1

=+−−
=−++−

zyx

zyx

π
π

 21 ||ππ  − ? 

7 
0542:

0122:

2

1

=+−−
=−−−

zyx

zyx

π
π

 21 ||ππ  − ? 

8 
032:

09422:

2

1

=−++
=−++

zyx

zyx

π
π

 21 ||ππ  − ? 

9 
05:

07422:

2

1

=+++
=−++

zyx

zyx

π
π

 21 ||ππ  − ? 

10 
0722:

011663:

2

1

=−+−
=++−+

zyx

zyx

π
π

 21 ||ππ  − ? 

11 
0942:

0532:

2

1

=+−+
=−++

zyx

zyx

π
π

 21 ||ππ  − ? 

12 
052:

07224:

2

1

=−++−
=+−−

zyx

zyx

π
π

 21 ||ππ  − ? 
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13 
09622:

0153:

2

1

=+++
=+++

zyx

zyx

π
π

 21 ||ππ  − ? 

14 
09224:

052:

2

1

=+−+
=−−+

zyx

zyx

π
π

 21 ||ππ  − ? 

15 
072:

01224:

2

1

=−++−
=+−+

zyx

zyx

π
π

 21 ||ππ  − ? 

16 
07224:

092:

2

1

=+−−
=−++

zyx

zyx

π
π

 21 ||ππ  − ? 

17 
010642:

0532:

2

1

=−−+
=−++

zyx

zyx

π
π

 21 ||ππ  − ? 

18 
0722:

011636:

2

1

=+−+
=+−+

zyx

zyx

π
π

 21 ||ππ  − ? 

19 
05993:

0133:

2

1

=+−+
=−+−

zyx

zyx

π
π

 21 ||ππ  − ? 

20 
012:

01336:

2

1

=+++
=−++

zyx

zyx

π
π

 21 ||ππ  − ? 

21 
07424:

0522:

2

1

=+−+
=+−+

zyx

zyx

π
π

 21 ||ππ  − ? 

22 
05693:

0123:

2

1

=−+−
=+−+−

zyx

zyx

π
π

 21 ||ππ  − ? 

23 
042:

08224:

2

1

=−−+
=−+−−

zyx

zyx

π
π

 21 ||ππ  − ? 

24 
06844:

072:

2

1

=+−−
=++−

zyx

zyx

π
π

 21 ||ππ  − ? 

25 
09966:

07322:

2

1

=++−
=+−+−

zyx

zyx

π
π

 21 ||ππ  − ? 

26 
054:

07822:

2

1

=+−+−
=++−

zyx

zyx

π
π

 21 ||ππ  − ? 
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Задание № 11 

 
Аналитическая геометрия 

 
№ Условие Найти 

1 
Найти координаты х, у точки пересечения 

прямых 32 += xy , 4+= xy  х, у 

2 
Составить уравнение прямой, 

проходящей через т. ( )3,2M  и т. ( )4,5N  
0=++ CByAx  

3 
Составить уравнение прямой, 

проходящей через т. ( )1,3−M  паралельно 
прямой 072 =+− yx  

0=++ CByAx  

4 
Составить уравнение прямой, 

проходящей через т. ( )3;1−M  паралельно 
прямой 053 =+− yx  

0=++ CByAx  

5 
Найти расстояние d от т. ( )1;2 −M   

до прямой 0343 =++ yx  D 

6 
Найти угол ϕ между прямой 01=+− yx  

и осью Ox 
ϕ 

7 
Уравнение прямой 1

32
=+ yx

 записать  

в виде bkxy +=  
bkxy +=  

8 
Уравнение прямой 01232 =−− yx  

записать в виде 1=+
b

y

a

x
 

1=+
b

y

a

x
 

9 
Составить уравнение прямой, 
проходящей через т. ( )1;20M  

перпендикулярно прямой 0432 =++ yx  
0=++ CByAx  

10 

Вычислить расстояние d  между 
параллельними 

прямыми  01534:1 =+− yxl  и 
02568:2 =+− yxl  

d  

11 
Знайти кут між двома прямими 

0524:1 =−+ yxl ; 0136:2 =++ yxl   






 ∧

21 ll  

12 
Составить уравнение прямой, 

проходящей через т. ( )1;30 −M  паралельно 
прямой 93 += xy  

0=++ CByAx  

13 
Составить уравнение прямой, 

проходящей через т. ( )3,1−M  и т. ( )2,4 −N  
0=++ CByAx  
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14 
Найти расстояние d от т. ( )3;4M  до 

прямой 01043 =−+ yx  d 

15 
Найти угол между двумя прямыми 

3
5
2

:1 +−= xyl  и 
7
2

7
3

:2 += xyl   






 ∧

21 ll  

16 
Составить уравнение прямой, 

проходящей через т. ( )2;1−M  параллельно 
прямой 0374 =−+ yx  

0=++ CByAx  

17 
Составить уравнение прямой, 
проходящей через т. ( )0;0O  

перпендикулярно к прямой 53 += xy  
0=++ CByAx  

18 
Найти расстояние d между двумя 

параллельными прямыми 
01534:1 =−+ yxl  и 0534:2 =++ yxl  

d 

19 
Составить уравнение прямой, 
проходящей через т. ( )4;5 −M  

перпендикулярно к прямой 0723 =−+ yx  
0=++ CByAx  

20 
Найти расстояние d между двумя 

параллельными прямыми 
0834:1 =−− yxl  и 0734:2 =+− yxl  

d 

21 

Составить уравнение прямой, 
проходящей через начало координат 

перпендикулярно к прямой 3
2

1 +−= xy  
0=++ CByAx  

22 
Задан пучок прямых ( )12 −=+ xky . 

Составить уравнение прямой, 
проходящей через т. ( )3;2M  

0=++ CByAx  

23 
Составить уравнение прямой, 

проходящей через т. ( )2,4−M  и т. ( )1,3 −N  
0=++ CByAx  

24 
Составить уравнение прямой, 

проходящей через т. ( )1,4−M  параллельно 
осям координат 

0=++ CByAx  

25 
Составить уравнение прямой, 
проходящей через т. ( )2,4 −M  и 

отсекающей на оси Ox отрезок 5=a  
1=+

b

y

a

x
 

26 
Найти координати х, у точки пересечения 
прямых 0452 =+− yx  и 01925 =−+ yx  х, у 
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Задание № 12 
 

Аналитическая геометрия 
 

№ Условие Найти 

1 xy 2= , 1
94

22
=+ yx

 точки пересечения  

2 xy 2−= , 1
94

22
=+ yx  точки пересечения  

3 02 =− xy , 1
49

22
=+ yx

 точки пересечения  

4  02 =+ yx , 1
49

22
=+ yx

 точки пересечения  

5 xy 42 =  уравнение директрисы 

6 xy 42 =  координаты фокуса 

7 1=x , xy 42 =  точки пересечения 

8 xy 82 =  уравнение директрисы 

9 xy 82 =  координаты фокуса 

10 1
916

22

=− yx  
координаты вершин 

гиперболы 

11 1
916

22

=− yx  координаты фокусов 

12 1
916

22

=− yx  уравнения асимптот 

13 1
916

22

=− yx  эксцентриситет ε 
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14 1
916

22

=− yx  координаты вершин 

15 ( ) ( ) 421 22 =++− yx  координаты центра и радиус 

16 
822 =+ yx ;        

xy =  
точки пересечения 

17 
822 =+ yx ;        

0=+ yx  
точки пересечения 

18 
822 =+ yx ;        

2=x  

точки пересечения 

19 822 =+ yx ;      2−=x  точки пересечения 

20 822 =+ yx ;       2=y  точки пересечения 

21 822 =+ yx ;       2−=y  точки пересечения 

22 yx 122 −=  уравнение директрисы 

23 1
25169

22

=+ yx
 координаты фокусов 

24 822 =− yx  эксцентриситет ε 

25 xy 42 −=  уравнение директрисы 

26 1
420

22

=+ yx
 эксцентриситет ε 
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Задание № 13 

Введение в математический анализ  

 

№ Условие Найти 

1 ( )
1

2

+
−=
x

x
xf  ( )yD − область определения 

функции 

2 ( )
4

21
arccos

x
xf

−=  
( )yD − область определения 

функции 

3 ( ) ( )x
xf

−
=

1ln

1  ( )yD − область определения 

функции 

4 ( )
2

1
arcsin

−= x
xf  

( )yD − область определения 

функции 

5 ( ) ( )xxxf −= 2ln  
( )yD − область определения 

функции 

6 ( )
4

1
2 +

=
x

xf  
( )yD − область определения 

функции 

7 ( )
xx

xf
4

1
2 −

=  ( )yD − область определения 

функции 

8 ( )
4

arccos
x

xf =  
( )yD − область определения 

функции 

9 ( ) 211 xxf −−=  
( )yD − область определения 

функции 

10 ( ) 4 32 += xxf  
( )yD − область определения 

функции 

11 ( )
23

2
2 +−

=
xx

x
xf  

( )yD − область определения 

функции 

12 ( ) 342 +−= xxxf  
( )yD − область определения 

функции 

13 ( ) ( ) 2
1ln

1 ++
−

= x
x

xf  ( )yD − область определения 

функции 
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14 ( )
41

4
2 −+

=
x

xf  ( )yD − область определения 

функции  

15 ( ) xxxf −−+= 31  ( )yD − область определения 

функции 

16 ( )
5

23
arcsin3

x
xxf

−+−=  ( )yD − область определения 

функции 

17 ( )
x

xyf
−

++=
3

1
4  

( )yD − область определения 

функции 

18 ( )
3

12
arcsin

−= x
yf  

( )yD − область определения 

функции 

19 ( ) ( )24log xyf −=  ( )yD − область определения 

функции 

20 ( ) 32 3216 ++−= xxyf  ( )yD − область определения 

функции 

21 ( )
29

1

x
yf

−
=  

( )yD − область определения 

функции 

22 ( ) xyf 2sin=  ( )yD − область определения 

функции 

23 ( ) ( )32lg
2

1
3 −−

−
= x

x
yf  

( )yD − область определения 

функции 

24 ( ) 56 2 −−= xxyf  ( )yD − область определения 

функции 

25 ( )
432 −−

=
xx

x
yf  

( )yD − область определения 

функции 

26 ( )
42 −

=
x

x
yf  

( )yD − область определения 

функции 
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Задание № 14 

Введение в математический анализ  

 

№ Условие Найти 

1 
5

13
lim

7 −
+=

→ x

x
A

x
 А 

2 
5

13
lim

5 −
+=

→ x

x
A

x
 А 

3 
8

73
lim

8 −
−=

→ x

x
A

x
 А 

4 
x

x
A

x −
+=

→ 10

8
lim

8
 А 

5 
1

lim
21 −

=
→ x

x
A

x
 А 

6 
1

2
lim

21 +
=

→ x

x
A

x
 А 

7 
3

13
lim

3 −
−=

→ x

x
A

x
 А 

8 
3

193
lim

2 +
+=

→ x

x
A

x
 А 

9 
5

52
lim

5 −
+=

→ x

x
A

x
 А 

10 
x

x
A

x −
+=

→ 8

52
lim

5
 А 

11 
1

93
lim

3 +
−=

→ x

x
A

x
 А 

12 
7

7
lim

7 +
−=

→ x

x
A

x
 А 

13 
5

5
lim

5 −
+=

−→ x

x
A

x
 А 
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14 
2

42
lim

2 +
−=

→ x

x
A

x
 А 

15 
3

26
lim

3 +
−=

→ x

x
A

x
 А 

16 
10

10
lim

0 +
=

→ x

x
A

x
 А 

17 
x

x
A

x −
+=

→ 3
25

lim
3

 А 

18 

x

x
A

x 32
1

lim
2

1 +
−=

−→
 А 

19 
3
92

lim
3 +

+=
−→ x

x
A

x
 А 

20 

x

x
A

x +
−=

−→ 2
3

lim
2

2
 А 

21 

5
25

lim
2

5 −
−=

→ x

x
A

x
 А 

22 
2

82
lim

38 −
−=

→ x

x
A

x
 А 

23 
x

x
A

x +
−=

−→ 7

7
lim

7
 А 

24 
2

2

3 39

3
lim

x

x
A

x −
+=

→
 А 

25 
2

2

1 31
lim

x

x
A

x +
=

→
 А 

26 
42

103
lim

6 +
+=

−→ x

x
A

x
 А 
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Задание № 15 

 Введение в математический анализ 

№ Условие Найти 

1 
72

523
lim

2

4

++

−+=
∞→ xx

xx
A

x
 А 

2 
522

73
lim

4

2

++

−−=
∞→ xx

xx
A

x
 А 

3 
72

123
lim

2

2

−+

++=
∞→ xx

xx
A

x
 А 

4 
127

532
lim

23

2

+−

−+=
∞→ xx

xx
A

x

 А 

5 
123

437
lim

2

4

+−
+−=

∞→ xx

xx
A

x
 А 

6 
93

252
lim

24

2

−+

+−=
∞→ xx

xx
A

x
 А 

7 
33

34
lim

3

3

++

−=
∞→ xx

x
A

x
 А 

8 
4

4

1

553
lim

x

xx
A

x −

++=
∞→

 А 

9 
57

132
lim

3

+
+−=

∞→ x

xx
A

x
 А 

10 
152

53
lim

3 −+

−=
∞→ xx

x
A

x
 А 

11 
2

24

321

35
lim

xx

xx
A

x ++

−=
∞→

 А 

12 
xx

xx
A

x 53

234
lim

4

2

+

−−=
∞→

 А 

13 
123

710
lim

34 ++

−=
∞→ xx

x
A

x
 А 
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14 
532

67
lim

24

4

++

−=
∞→ xx

x
A

x
 А 

15 
52

134
lim

3

3

−+

+−=
∞→ xx

xx
A

x
 А 

16 
524

245
lim

3

2

−+

+−=
∞→ xx

xx
A

x
 А 

17 
12

39
lim

5

5

+
+−=

∞→ x

xx
A

x
 А 

18 ( )
132

13
lim

2

2

++
+−=

∞→ xx

x
A

x
 А 

19 
10

12
lim

2

2

+
+−=

∞→ x

xx
A

x
 А 

20 
1

432
lim

4

2

+
−−=

∞→ x

xx
A

x
 А 

21 
xx

x
A

x 601,0

510
lim 2 −

+=
∞→

 А 

22 
32

31
lim

3

3

+
+−=

∞→ x

xx
A

x
 А 

23 
( )2

2

12

15
lim

−
+−=

∞→ x

xx
A

x
 А 

24 
1

21
lim

3

3

−+
−+=

∞→ xx

xx
A

x
 А 

25 
58

32
lim

3

4

+−
+−=

∞→ xx

xx
A

x
 А 

26 
173

32
lim

3

2

−+
+−=

∞→ xx

xx
A

x
 А 
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Задание № 16 

Введение в математический анализ 

 

№ Условие Найти 

1 
22

2
1

1lim
x

x x
A 








+=

∞→
 А 

2 
2

2

2
1lim

x

x x
A 








−=

∞→
 А 

3 ( ) x
xA

x

sin

3

sin1lim
0

−

+=
→

 А 

4 ( ) x

xA
x

2sin

2

2

0
sin1lim −=

→
 А 

5 ( ) ctgx
tgxA

x
+=

→
1lim

0
 А 

6 
x

x
A

x

2
1

1lim 






 +=
∞→

 А 

7 ( ) 1

1

11lim
01

−
−+=

+→

x
xA

x

 А 

8 ( ) x
xA

x

−
−+=

−→

2

1

21lim
02

 А 

9 ( )
2
1

1lim
0

x
xA

x
+=

→
 А 

10 ( )x

xA
x

1

2

0
1lim +=

→
 А 

11 
2

1
1lim

x

x x
A 







 +=
∞→

 А 

12 
x

x x
A 








+=

→∞ 2

1
1lim  А 

13 
x

x x
A 







 −=
→∞

2
1lim  А 
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Продолжение таблицы 

14 ( ) x
xA

x

3

1lim
0

−=
→

 
А 

15 ( ) x
xA

x

1

1lim
0

−

−=
→

 А 

16 
x

x x
A

−

→∞







 −= 1
1lim  

А 

17 ( ) x
xA

x

3

51lim
0

+=
→

 А 

18 x

x x
A

2
3

1lim 






 −=
∞→

 
А 

19 ( ) x

x

xA
x

−

−=
→

1

41lim
0

 А 

20 x

x x
A 







 −=
∞→ 3

1
1lim  А 

21 3
4

1lim
+

−∞→







 +=
x

x x
A  А 

22 
( ) 2

1

2

0
21lim

x

xA
x

+=
→

 
А 

23 ( ) xctg

xtgA
x

2

3

0
31lim +=

→
 А 

24 ( ) x

xA
x

sin

5

sin1lim
0

+=
→

 А 

25 ( ) xctg

xtgA
x

3

321lim
0

+=
→

 А 

26 x

x x
A

−

∞→







 −= 2
1lim  

А 
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Задание  № 17 

 Введение в математический анализ 

№ Условие Найти 

1 
6

6

0sin

sin
lim

x

x
A

x→
=  А 

2 
4

5

0sin

sin
lim

x

x
A

x→
=  А 

3 
3

2

0 sin

sin
lim

x

x
A

x→
=  А 

4 ( )6

6

0 1ln

sin
lim

x

x
A

x +
=

→
 А 

5 
1

6sin
lim

30 −
=

→ xx e

x
A  А 

6 ( )x

e
A

x

x −
−=

→ 1ln

1
lim

2

0
 А 

7 
( )

xtg

x
A

x 4

4

0

21ln
lim

−=
→

 
А 

8 
1

2arcsin
lim

0 −
=

→ xx e

x
A  А 

9 ( )x

xarctg
A

x 21ln

4
lim

0 +
=

→
 А 

10 








+

=
∞→

2

2

1
1ln

3
sin

lim

x

xA
x

 
А 

11 
( )

x

x
A

x sin

31ln
lim

0

−=
→

 А 

12 

x

e
A

x

x 2
arcsin

1
lim

2

−=
∞→

 
А 

13 
( )

1

1sin
lim

11 −

−=
−→ xx e

x
A  А 
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Продолжение таблицы 

14 2
1

sin
lim

2

0 xx e

x
A

−
=

→
 А 

15 
arctgx

e
A

x

x

1
lim

2

0

−=
−

→
 А 

16 
1

sin
lim

2

0 −
=

−→ xx e

x
A  А 

17 ( )
x

x
A

x 5

3

0 sin

sin
lim

→
=  А 

18 
1
4lim

20 −
= −→ xx e

x
arctg

A  А 

19 
x

e
A

x

x 3sin

1
lim

5

0

−

→

−=  А 

20 
x

ee
A

xx

x 2sin
lim

0

−

→

−=  А 

21 
( )
( )x

x

x
A

21ln

31ln
lim

+
+=

−∞→
 А 

22 
x

A
xx

x 5sin

33
lim

0

−

→

−=  А 

23 
x

x

A
x 4

2

3
1ln

lim
0








 +
=

→
 А 

24 
xx e
xA

31

6
arcsin

lim −∞→ −
=  А 

25 

1

5
1ln

lim
2

−








 −
=

−∞→
x

x

e

x
A  А 

26 
3

2sin
lim

2

2

0 x
tg

x
A

x→
=  

А 
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Задание № 18 

Введение в математический анализ 

№ Условие Найти 

1 ( )22

1

−
=

x
y  0x −  точку разрыва функции и 

указать ее характер 

2 
2

42

+
−=

x

x
y  

0x −  точку разрыва функции и 

указать ее характер 

3 
x

y
1

24

2

+

=  0x −  точку разрыва функции и 

указать ее характер 

4 xey −= 1

1

 
0x −  точку разрыва функции и 

указать ее характер 

5 xy

1

21−=  
0x −  точку разрыва функции и 

указать ее характер 

6 
x

y
1

35

1

+

=  0x −  точку разрыва функции и 

указать ее характер 

7 




≥
<=

0,

0,

xеслиx

xеслиe
y

x

 0x −  точку разрыва функции и 

указать ее характер 

8 18 3

1

+= −xy  
0x −  точку разрыва функции и 

указать ее характер 

9 xe
y −−

=
11

1
 0x −  точку разрыва функции и 

указать ее характер 

10 
4

4

−
−=

x

x
y  0x −  точку разрыва функции и 

указать ее характер 

11 
3

1

−
=

x
arctgy  0x −  точку разрыва функции и 

указать ее характер 

12 
3

92

−
−=

x

x
y  

0x −  точку разрыва функции и 

указать ее характер 

13 121

3
−−

=
x

y  0x −  точку разрыва функции и 

указать ее характер 
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Продолжение таблицы 

14 
x

arctgy
1=  0x −  точку разрыва функции и 

указать ее характер 

15 
x

y

−+

=

1

1

21

1  0x −  точку разрыва функции и 

указать ее характер 

16 
4

162

−
−=

x

x
y  

0x −  точку разрыва функции и 

указать ее характер 

17 
1

5

−
+=

x

x
y  0x −  точку разрыва функции и 

указать ее характер 

18 ( )22

10

−
=

x
y  0x − точку разрыва функции и указать 

ее характер 

19 
1

12

+
−=

x

x
y  

0x − точку разрыва функции и указать 

ее характер 

20 
2+

=
x

x
y  0x − точку разрыва функции и указать 

ее характер 

21 
1

1

−
−

=
x

x
y  0x − точку разрыва функции и указать 

ее характер 

22 
3

2

−
=

x

x
y  

0x − точку разрыва функции и указать 

ее характер 

23 
2

2

+
+=

x

x
y  0x − точку разрыва функции и указать 

ее характер 

24 
2

42

+
−=

x

x
y  

0x − точку разрыва функции и указать 

ее характер 

25 
2

442

+
++=

x

xx
y  0x − точку разрыва функции и указать 

ее характер 

26 
2

442

−
+−=

x

xx
y  0x − точку разрыва функции и указать 

ее характер 



 47 

Задание № 19 

Введение в математический анализ 

№ Условие Найти 

1 
x

x
y

1+=  
Асимптоты графика функции  

ax = , by =  

2 
x

x
y

−= 1
 

Асимптоты графика функции  

ax = , by =  

3 
2

2 23

x

x
y

+=  
Асимптоты графика функции  

ax = , by =  

4 
2

22

x

x
y

−=  
Асимптоты графика функции  

ax = , by =  

5 21

4

x
y

+
=  

Асимптоты графика функции  

ax = , by =  

6 
x

x
y

+
=

1

2
 

Асимптоты графика функции  

ax = , by =  

7 
x

x
y

−
=

1

3
 

Асимптоты графика функции  

ax = , by =  

8 
2

4

−
=

x

x
y  

Асимптоты графика функции  

ax = , by =  

9 ( )21

12

+

+=
x

x
y  

Асимптоты графика функции  

ax = , by =  

10 ( )22

3

−
=

x

x
y  

Асимптоты графика функции  

ax = , by =  

11 24 x

x
y

−
=  

Асимптоты графика функции  

ax = , by =  

12 24 x

x
y

+
=  

Асимптоты графика функции  

ax = , by =  

13 
9

5
2 −

=
x

y  
Асимптоты графика функции  

ax = , by =  
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Продолжение таблицы 

14 
4

3
2

2

−
=

x

x
y  

Асимптоты графика функции  

ax = , by =  

15 
( )2

2

2

2

+
=

x

x
y  

Асимптоты графика функции  

ax = , by =  

16 
9

3
2

2

−
=

x

x
y  

Асимптоты графика функции  

ax = , by =  

17 21

4

x

x
y

−
=  

Асимптоты графика функции  

ax = , by =  

18 xexy −⋅= 2  
Асимптоты графика функции  

ax = , by =  

19 xey

1

=  

Асимптоты графика функции  

ax = , by =  

20 
x

x
arctgy

−
=

1
 

Асимптоты графика функции  

ax = , by =  

21 
42

4

+
−=

x

x
y  

Асимптоты графика функции  

ax = , by =  

22 
4

53

−
+=

x

x
y  

Асимптоты графика функции  

ax = , by =  

23 
2

2

3 x

x
y

−
=  

Асимптоты графика функции  

ax = , by =  

24 
2

2 1

x

x
y

+=  
Асимптоты графика функции  

ax = , by =  

25 
4

5
2 −

=
x

y  
Асимптоты графика функции  

ax = , by =  

26 ( )23

8

−

+=
x

x
y  

Асимптоты графика функции  

ax = , by =  
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Задание № 20 

Дифференциальное исчисление функции одной переменной  
и его применение 

 
№ Условие Найти 

1 ( )31

5

−
=

x
y  y′  

2 ( )32 5−= xy  y′  

3 ( )32 15

1

−
=

x
y  y′  

4 ( )53 10+= xy  y′  

5 ( )24 100

1

−
=

x
y  y′  

6 ( )3510 xy −=  y′  

7 ( )377 xy +=  y′  

8 ( )277 xy −=  y′  

9 ( )358 xy −=  y′  

10 ( )55

100

−
=

x
y  y′  

11 ( )77

8

+
=

x
y  y′  

12 ( )32 xxy +=  y′  

13 ( )42xxy −=  y′  
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Продолжение таблицы 

14 ( )22 13 += xy  y′  

15 ( )5115 −= xy  y′  

16 ( )316 −= xy  y′  

17 132 ++= xxy  y′  

18 
1

1
2 +

=
x

y  y′  

19 
210

10

x
y

−
=  y′  

20 xxy 33 −=  y′  

21 3 2 5+= xy  y′  

22 3 2 53 −= xy  y′  

23 4 34 += xy  y′  

24 5 35 += xy  y′  

25 7 73 xy −=  y′  

26 3 331 xy −=  y′  
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Задание № 21 
 

Дифференциальное исчисление функции одной переменной  
и его применение 

 
№ Условие Найти 

1 22cos3 xxy +=  y′  

2 xy x sin22 −=  y′  

3 ( )22++= xtgxy  y′  

4 ( ) ctgxxy 31 2 −−=  y′  

5 33ln2 xxy +=  y′  

6 55arcsin2 xxy −=  y′  

7 xxy arccos34 4 +=  y′  

8 arctgxxy 56 6 −=  y′  

9 225 xarcctgxy −=  y′  

10 ( )213 ++= xy x  y′  

11 xxy 2sinln3 −=  y′  

12 xxy 3
3 log23 +=  y′  

13 xxy 45 4 −=  y′  
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Продолжение таблицы 

14 xxy 2log2cos +=  y′  

15 ctgxxy 2sin +=  y′  

16 tgxxy 2cos +=  y′  

17 
a

x
ay 2cos=  y′  

18 ( )211 xctgy −=  y′  

19 
22

1 x
arctgy =  y′  

20 xy 2cosln=  y′  

21 xxy 22
7 +=  y′  

22 
2

x
arctgy =  y′  

23 3arcsin xy =  y′  

24 ( )xtgy −= 12 2  y′  

25 
3

sin
3

2 x
y =  y′  

26 
x

y
1

arccos=  y′  
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Задание № 22 
 

 Дифференциальное исчисление функции одной переменной 
и его применение 

 
№ Условие Найти 

1 ( )21ln xy +=  dy 

2 ( )12sin += xy  dy 

3 ( )53cos += xy  dy 

4 ( )35ln −= xy  dy 

5 13 += xey  dy 

6 ( )13 −= xtgy  dy 

7 xctgy 2=  dy 

8 52 +−= xey  dy 

9 xy 2arcsin=  dy 

10 xarctgy 3=  dy 

11 ( )xy 43cos −=  dy 

12 ( )21sin xy −=  dy 

13 2arcsinxy =  dy 
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Продолжение таблицы 

14 3arctgxy =  dy 

15 12 += xey  dy 

16 ( )31ln xy −=  dy 

17 xxy 2ln2cos3 +=  dy 

18 
2

2 x
tgey x += −  dy 

19 ( )1
2

1

2
arcsin 2 −−= x

x
y  dy 

20 
23ln xexy −=  dy 

21 
3

3
2x

xtgy −=  dy 

22 
x

xarctgy
2

1
2 +=  dy 

23 ( )222arccos xxy −=  dy 

24 
2

3

3
sin 







+=
x

x
y  dy 

25 2

2

2 x

x
ctgy −=  dy 

26 
2

2 







+= x

ey x  dy 
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Задание № 23 
Дифференциальное исчисление функции одной переменной  

и его применение 
 

№ Условие Найти 

1 
x

ee
A

xx

x 2
lim

0

−

→

−=  А − по правилу Лопиталя  

2 
x

x
A

x

ln
lim

+∞→
=  А − по правилу Лопиталя 

3 
x

x
A

x ln
lim

2

+∞→
=  А − по правилу Лопиталя 

4 
20

lim
x

ee
A

xx

x

−

→

−=  А − по правилу Лопиталя 

5 ( )1sin

1
lim

2

1 −
−=

→ x

x
A

x
 А − по правилу Лопиталя 

6 
xx e

x
A

3
lim

+∞→
=  А − по правилу Лопиталя 

7 
x

x
A

x 1
ln

lim
0+→

=  
А − по правилу Лопиталя 

8 xxx ee

x
A

−→ −
= 4

lim
0

 А − по правилу Лопиталя 

9 2
ln

lim
x

x
A

x +∞→
=  А − по правилу Лопиталя 

10 
( )2

1

1 1

1
lim

2

−

−=
−

→ x

e
A

x

x
 А − по правилу Лопиталя 

11 
x
xA

x ln

1
lim

0+→
=  А − по правилу Лопиталя 

12 
2

lim
x

e
A

x

x +∞→
=  А − по правилу Лопиталя 

13 
1

5sin
lim

0 −
=

→ xx e

x
A  А − по правилу Лопиталя 
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Продолжение таблицы 

14 ( )1sin

1
lim

2

1 −
−=

→ x

x
A

x
 А − по правилу Лопиталя 

15 
x

e
A

x

x 3sin

1
lim

3

0

−=
→

 А − по правилу Лопиталя 

16 
1

1
lim

2

1

1 −

−=
−

→ x

e
A

x

x
 А − по правилу Лопиталя 

17 
x

e
A

x

x 2sin

1
lim

2

0

−=
→

 
 

А − по правилу Лопиталя 

18 xtg

tgx
A

x
3

lim

2

π→
=  

 

А − по правилу Лопиталя 

19 xxA
x

lnlim
0→

=  А − по правилу Лопиталя 

20 
ctgx

x
A

x −
=

→ 1

ln
lim

0
 

 

А − по правилу Лопиталя 

21 30

sin
lim

x

xx
A

x

−=
→

 
 

А − по правилу Лопиталя 

22 311

ln
lim

x

x
A

x −
=

→
 

 

А − по правилу Лопиталя 

23 30
lim

x

arctgxx
A

x

−=
→

 
 

А − по правилу Лопиталя 

24 x

x
A

x
3cos

sin21
lim

6

−=
→π

 
 

А − по правилу Лопиталя 

25 xx xe

x
A

−
=

+∞→ 1
lim  

 

А − по правилу Лопиталя 

26 
x

x
exA −

+∞→
= 3lim  

 

А − по правилу Лопиталя 

 



 57 

Задание № 24 
 

Дифференциальное исчисление функции одной  переменной 
и его применение 

 
№ Условие Найти 

1 xxy 42 +=  
0x − точку экстремума функции и   

интервалы ее возрастания ( )↑  и убывания ( )↓  

2 xxy 62 +=  
0x − точку экстремума функции и   

интервалы ее возрастания ( )↑  и убывания ( )↓  

3 xxy 82 +=  
0x − точку экстремума функции и   

интервалы ее возрастания ( )↑  и убывания ( )↓  

4 xxy 42 −=  
0x − точку экстремума функции и   

интервалы ее возрастания ( )↑  и убывания ( )↓  

5 xxy 62 −=  
0x − точку экстремума функции и   

интервалы ее возрастания ( )↑  и убывания ( )↓  

6 xxy 82 −=  
0x − точку экстремума функции и   

интервалы ее возрастания ( )↑  и убывания ( )↓  

7 xxy 22 +=  
0x − точку экстремума функции и   

интервалы ее возрастания ( )↑  и убывания ( )↓  

8 xxy 22 −=  
0x − точку экстремума функции и   

интервалы ее возрастания ( )↑  и убывания ( )↓  

9 xxy 102 +=  
0x − точку экстремума функции и   

интервалы ее возрастания ( )↑  и убывания ( )↓  

10 xxy 102 −=  
0x − точку экстремума функции и   

интервалы ее возрастания ( )↑  и убывания ( )↓  

11 24 xxy −=  
0x − точку экстремума функции и   

интервалы ее возрастания ( )↑  и убывания ( )↓  

12 26 xxy −=  
0x − точку экстремума функции и   

интервалы ее возрастания ( )↑  и убывания ( )↓  

13 22 xxy −=  
0x − точку экстремума функции и   

интервалы ее возрастания ( )↑  и убывания ( )↓  
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Продолжение таблицы 

14 28 xxy −=  
0x − точку экстремума функции и   

интервалы ее возрастания ( )↑  и убывания ( )↓  

15 210 xxy −=  
0x − точку экстремума функции и   

интервалы ее возрастания ( )↑  и убывания ( )↓  

16 212 xxy −=  
0x − точку экстремума функции и   

интервалы ее возрастания ( )↑  и убывания ( )↓  

17 












−= 2

4

2
3 x

x
y

 

0x − точку экстремума функции и   

интервалы ее возрастания ( )↑  и убывания ( )↓  

18 35

3

5
xxy −=  0x − точку экстремума функции и   

интервалы ее возрастания ( )↑  и убывания ( )↓  

19 
3

4
3x

xy −=  0x − точку экстремума функции и   

интервалы ее возрастания ( )↑  и убывания ( )↓  

20 3123 +−= xxy

 
0x − точку экстремума функции и   

интервалы ее возрастания ( )↑  и убывания ( )↓  

21 3 23 +−= xxy
 

0x − точку экстремума функции и   

интервалы ее возрастания ( )↑  и убывания ( )↓  

22 4
21

4
2 x

xy −+=

 

0x − точку экстремума функции и   

интервалы ее возрастания ( )↑  и убывания ( )↓  

23 
x

x
y

2

2
+=  0x − точку экстремума функции и   

интервалы ее возрастания ( )↑  и убывания ( )↓  

24 21

1

x
y

+
=  0x − точку экстремума функции и   

интервалы ее возрастания ( )↑  и убывания ( )↓  

25 
x

x
y

1

2

2
+=  0x − точку экстремума функции и   

интервалы ее возрастания ( )↑  и убывания ( )↓  

26 2
4

2
4

x
x

y −=  0x − точку экстремума функции и   

интервалы ее возрастания ( )↑  и убывания ( )↓  
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Задание № 25 
Дифференциальное исчисление функции одной переменной 

и его применение 
№ Условие Найти 

1 23 3xxy −=  
0x  − абсциссу точки пересечения графика функции и его 

интервали выпуклости ( )∩  и вогнутости ( )∪  

2 23 3xxy +=  
0x  − абсциссу точки пересечения графика функции и его 

интервали выпуклости ( )∩  и вогнутости ( )∪  

3 23 62 xxy +=  
0x  − абсциссу точки пересечения графика функции и его 

интервали выпуклости ( )∩  и вогнутости ( )∪  

4 23 62 xxy −=  
0x  − абсциссу точки пересечения графика функции и его 

интервали выпуклости ( )∩  и вогнутости ( )∪  

5 ( )32+= xy  
0x  − абсциссу точки пересечения графика функции и его 

интервали выпуклости ( )∩  и вогнутости ( )∪  

6 ( )32−= xy  
0x  − абсциссу точки пересечения графика функции и его 

интервали выпуклости ( )∩  и вогнутости ( )∪  

7 ( )31 xy −=  
0x  − абсциссу точки пересечения графика функции и его 

интервали выпуклости ( )∩  и вогнутости ( )∪  

8 ( )32 xy −=  
0x  − абсциссу точки пересечения графика функции и его 

интервали выпуклости ( )∩  и вогнутости ( )∪  

9 23 124 xxy +=  
0x  − абсциссу точки пересечения графика функции и его 

интервали выпуклости ( )∩  и вогнутости ( )∪  

10 ( )33−= xy  
0x  − абсциссу точки пересечения графика функции и его 

интервали выпуклости ( )∩  и вогнутости ( )∪  

11 ( )33 xy −=  
0x  − абсциссу точки пересечения графика функции и его 

интервали выпуклости ( )∩  и вогнутости ( )∪  

12 ( )33+= xy  
0x  − абсциссу точки пересечения графика функции и его 

интервали выпуклости ( )∩  и вогнутости ( )∪  

13 23 155 xxy −=  
0x  − абсциссу точки пересечения графика функции и его 

интервали выпуклости ( )∩  и вогнутости ( )∪  
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14 32 412 xxy −=  
0x  − абсциссу точки пересечения графика функции 

и его интервали выпуклости ( )∩  и вогнутости ( )∪  

15 32 515 xxy +=  
0x  − абсциссу точки пересечения графика функции 

и его интервали выпуклости ( )∩  и вогнутости ( )∪  

16 323 xxy −=  
0x  − абсциссу точки пересечения графика функции 

и его интервали выпуклости ( )∩  и вогнутости ( )∪  

17 






 −= 53

10

3

3

1
xxy  0x  − абсциссу точки пересечения графика функции 

и его интервали выпуклости ( )∩  и вогнутости ( )∪  

18 
3

4
3x

xy −=  
0x  − абсциссу точки пересечения графика функции 

и его интервали выпуклости ( )∩  и вогнутости ( )∪  

19 
42

3 4
2 x

xy −=  
0x  − абсциссу точки пересечения графика функции 

и его интервали выпуклости ( )∩  и вогнутости ( )∪  

20 2
3

6
x

x
y −=  

0x  − абсциссу точки пересечения графика функции 

и его интервали выпуклости ( )∩  и вогнутости ( )∪  

21 












−= 3

4

22

1
x

x
y  0x  − абсциссу точки пересечения графика функции 

и его интервали выпуклости ( )∩  и вогнутости ( )∪  

22 13 23 +−= xxy  
0x  − абсциссу точки пересечения графика функции 

и его интервали выпуклости ( )∩  и вогнутости ( )∪  

23 2
3

3
x

x
y −=  

0x  − абсциссу точки пересечения графика функции 

и его интервали выпуклости ( )∩  и вогнутости ( )∪  

24 12
3

3
+−= x

x
y  

0x  − абсциссу точки пересечения графика функции 

и его интервали выпуклости ( )∩  и вогнутости ( )∪  

25 34 2xxy −=  
0x  − абсциссу точки пересечения графика функции 

и его интервали выпуклости ( )∩  и вогнутости ( )∪  

26 3
4

4
x

x
y −=  

0x  − абсциссу точки пересечения графика функции 

и его интервали выпуклости ( )∩  и вогнутости ( )∪  
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ОТВЕТЫ 

Задание № 1  

 1. 
















9

7

3

9

7

3

; 2. 








0

0

0

0
; 3. 









4

4

4

4

4

4
; 4. 









1

1

1

1
; 5. 









0

0

1

1
; 6. −2; 7. −1; 8. 1;        

9. 








2

2

2

2
; 10. 









2

1

1

2
; 11. 







 −
− 4

2

1

3
; 12. 









−
−

2

4

3

1
; 13. 







 −
− 0

1

2

2
; 14. 









−
−

2

1

4

2
;         

15. 














 −
−
−

0

3

3

1

2

3

; 16. 








−
−−

3

6

5

5
; 17. 2− ; 18. 1− ; 19. 









−
−−

2

1

1

3
; 20. 









−
−−

4

1

2

3

0

5
;    

21. 
















−
−
−

1

5

3

1

8

0

; 22. 
















−
−
−

1

3

2

3

1

2

3

1

2

; 23. 
















−
−

−

− 2

8

0

2

6

2

6

2

4

; 24. 
















−
−

−

−

5

8

8

7

5

1

; 25. 








− 0

1

1

1
;       

26. 








−
−

1

1

1

1
. 

Задание № 2 

 1. -9; 2. 3; 3. 1; 4. 0; 5. 0; 6. 0; 7. 1; 8. 0; 9. 2± ; 10. 2± ; 11. 1; 12. 1;        
13. 2±=x ; 14. ( )acb +2 ; 15. α2sec ; 16. 11 =x ; 32 =x ; 17. 0; 18. 1; 19. 0; 20. 0;    

21. ( )3;1− ; 22. α2cosec− ; 23. 1± ; 24. 1− ; 25. 3± ; 26. ( )1;0 . 
 

Задание № 3 

 1. 0; 2. 10; 3. 4; 4. 10; 5. 10; 6. –8; 7. 10; 8. 0; 9. 2; 10. −10; 11. 1; 12. 0;       
13. –7; 14. 0; 15. 0; 16. 6; 17. 5; 18. –6; 19. –6; 20.– 2; 21. 0; 22. 0; 23. –15; 24. 6; 
25. –10; 26. 0. 

Задание №4 

1. 






 −
− 13

2

2

1
; 2. 















 −

− 2

1

3

1

5

3

3

3

9
; 3. 









−
−

4

1

5

1
; 4. 







 −
− 13

21

21

34
;  5. 







=
1

0

0

2
C ;  

6.  








−−
−

=
2

12

2

4
C ; 7. 

















=
1

0

1

0

1

0

1

0

1

C ; 8. ( )33=C ; 9. 














 −

−
−=

1

5

1

2

4

3

3

2

7

C ;              

10. 








15

9

10

8
; 11. 









5

2

3

0
; 12. ( )18;2− ; 13. 







=
15

9

9

8
C ; 14. 









−
−

=
1

1

5

3
C ;                  
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15. ( )3−=C ; 16. ( )161=C ; 17. 






 −
⋅=−

3

2

1

4

14
11A ; 18. ( )18;2−=C ;                

19. 








−
−

=
18

12

1

2
C ; 20. 









−
−

=
5

2

3

1
C ; 21. 







=
1

0

0

2
C ; 22. 















 −

−
=

1

5

2

1

1

3

3

2

1

C ;            

23. 






=
15

9

9

2
C ; 24. 









−
−−

=
18

21

1

4
C ; 25. 







 −−
=

0

1

1

1
C ; 26. 







=
8

10
C . 

Задание № 5 

 1. ( )1,1,1 ; 2. ( )4,3,2 ; 3. ( )5,3,1 ; 4. ( )1,1,2 − ; 5. ( )1,1,2 ; 6. ( )3,2,1− ; 7. ( )2,3,2 ;       
8. ( )1,1,1 ; 9. ( )4,3,3 ; 10. ( )1,2,2 ; 11. ( )1,1,1− ; 12. ( )1,1,1 − ; 13. ( )1,1,1− ; 14. ( )1,1,1 − ;     
15. ( )1,1,1 ; 16. ( )1,1,1 − ; 17. ( )1,1,1 − ; 18. ( )1,1,1 ; 19. ( )1,1,1 ; 20. ( )1,1,1 ; 21. ( )1,0,1 ;         
22. ( )1,0,1 ; 23. ( )1,0,1 − ; 24. ( )0,1,0 ; 25. ( )1,1,1 − ; 26. ( )0,1,1 . 

 
Задание № 6 

1. 
7
6

cos =α ; 
7
3

cos =β ; 
7
2

cos −=γ ; 2. 1=xa ;
2

1−=ya ; 
2
11−=za ;             

3. 
7
2

cos −=α ; 
7
6

cos =β ; 
7

3
cos −=γ ; 4. 6; 5. 3; 6. ( )3,2,1− ; 7. 

225

17
cos =ϕ ;         

8. 
11

2
; 9. 2; 10. -4; 11. 53 ; 12. ba

rr ⊥ ; 13. 
225

17
cos

−=ϕ ; 14. 14 ; 15. 5=λ ;    

16. 
3
4

; 17. 
3
1− ; 18. 

7
2

, 
7
5

, 
7

52
; 19. –6; 20. 







 −
2
1

,
2
1

,1 ; 21. 41; 22. 1;               

23. ( )5,2,0 ±− ; 24. ( )24,4,4± ; 25. 
7

2
cos =α , 

7

6
cos −=β , 

7

3
cos =γ ; 26. 4. 

 
Задание № 7 

1. 0732 =−+− zyx ; 2. 02 =+ zy ; 3. 045 ; 4. 
5

3
32

2 +=
−

=− zyx
;                 

5. 03 =+y ; 6. 03 =+ yx ; 7. 0332 =−+− zyx ; 8. 
15
11

cos =ϕ ; 9. 4;                        

10. 023 =+ zy ; 11. 02 =+ yx ; 12. 01432 =+−− zyx ; 13. 043 =− zx ; 14. 045 ; 

15. 0432 =−−− zyx ; 16. 3; 17. 01235 =++− zyx ; 18. 2;                                    

19. 027234 =−++ zyx ; 20. 5; 21. 03 =−z ; 22. 045 =+ zx ; 23. 04 =−x ;         

24. 067 =+ yx ; 25. 7; 26. 0863 =−+− zyx . 
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Задание № 8 

1. 00 ; 2. 00 ; 3. 00 ; 4. 00 ; 5. 00 ; 6. 00 ; 7. 030 ; 8. 030 ; 9. 030 ; 10. 030 ;      

11. 030 ; 12. 00 ; 13. 
4

π
; 14. 

4

π
, 045 ; 15. 045 ; 16. 030 ; 17. 00 ; 18. 030 ; 19. 00 ;    

20. 030 ; 21. 045 ; 22. 00 ; 23. 00 ; 24. 045 ; 25. 030 ; 26. 00 . 

 
Задание № 9 

1. да; 2. да; 3. да; 4. да; 5. да; 6. да; 7. нет; 8. да; 9. нет; 10. нет; 11. нет;    
12. нет; 13. нет; 14. нет; 15. да; 16. да; 17. да; 18. нет; 19. да; 20. да; 21. да; 22. да; 
23. да; 24. нет; 25. нет; 26. да. 

 
Задание № 10 

 1. да; 2. да; 3. нет; 4. нет; 5. да; 6. да; 7. нет; 8. да; 9. нет; 10. да; 11. нет;  
12. да; 13. да; 14. да; 15. нет; 16. нет; 17. нет; 18. да; 19. нет; 20. да; 21. да;        
22. нет; 23. да; 24. нет; 25. да; 26. да. 
 

Задание № 11  

 1. ( )5,1 ; 2. 073 =+− yx ; 3. 072 =−− yx ; 4. 063 =+− yx ; 5. 1=d ; 6. 045 ; 

7. 3
2

3 +−= xy ; 8. 1
46

=
−

+ yx
; 9. 0423 =−− yx ; 10. 0,5; 11. 0; 12. 0103 =−− yx ; 

13. 02 =−+ yx ; 14. 
5

14
; 15. 045 ; 16. 01074 =++ yx ; 17. xy

3
1−= ; 18. 4; 19. 

02232 =−− yx ; 20. 3; 21. xy 2= ; 22. 075 =−− yx ;     23. 
7
2

7
3 +−= xy ; 24. 

4−=x , 1=y ; 25. 1
105

=
−

+ yx
; 26. ( )2,3 . 

 
Задание № 12 

1. ( )4,2;2,11M , ( )4,2;2,12 −−M ; 2. ( )4,2;2,11 −M , ( )4,2;2,12 −M ; 3. ( )2,1;4,21M , 

( )2,1;4,22 −−M ; 4. ( )2,1;4,21 −M , ( )2,1;4,22 −M  5. 1−=x ; 6. ( )0;1F ; 7. ( )2;1M , 

( )2;1−N ; 8. 2−=x ; 9. ( )0;2F ; 10. ( )0;41 −A , ( )0;42A ; 11. ( )0;51 −F , ( )0;52F ;         

12. xy
4

3= , xy
4

3−= ; 13. 
4

5=ε ; 14. ( )0;41 −A , ( )0;42A , ( )3;01 −B , ( )3;02B ;         

15. ( )2;1−O , 2=R ; 16. ( )2;21 −M , ( )2;22 −M ; 17. ( )2;21M , ( )2;22 −M ;                
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18. ( )2;21 −M , ( )2;22 −−M ; 19. ( )2;21 −M , ( )2;22 −−M ; 20. ( )2;21 −−M , 

( )2;22 −M ; 21. ( )2;21 −M , ( )2;22 −−M ; 22. 03 =−y ; 23. ( )0;121 −F ; ( )0;122F ;        

24. 28=ε ;    25. 1=x ; 26. 
5

2=ε . 

 
Задание № 13 

 1. ( )∞− ;1 ; 2. 




−
2

5
;

2

3
; 3. ( ) ( )1;00; ∪∞− ; 4. [ ]3;1− ; 5. ( ) ( )∞∪∞− ;10; ;                  

6. ( )∞∞− ; ; 7. ( ) ( )∞∪∞− ;40; ; 8. [ ]4;4− ; 9. [ ]1;1− ; 10. 





 ∞− ;
2

3
;                 

11. ( ) ( ) ( )∞∪∪∞− ;22;11; ; 12. ( ] [ )∞∪∞− ;31; ; 13. [ ) ( )1;00;2 ∪− ; 14. ( ] [ )∞∪−∞ ;22; ; 

15. [ ]3;1− ; 16. [ ]3;1− ; 17. [ )3;4− ; 18. [ ]2;1− ; 19. [ ]2;2− ; 20. [ ]4;4− ; 21. ( )3;3− ;       

22. ( )∞∞− ; ; 23. ( )∞






 ;2;2;
2
3

; 24. [ ]5;1 ; 25. ( ) ( ) ( )∞∪−∪−∞− ;44;11; ;                         

26. ( ) ( ) ( )∞∪−∪−∞− ;22;22; . 

 
Задание № 14 

 1. 11; 2. ∞; 3. ∞; 4. 8; 5.∞; 6. 1; 7. ∞; 8. 5; 9.∞; 10. 3; 11. 0; 12. 0; 13. 0; 14. 0; 

15. 0; 16. 0; 17. ∞; 18. 0; 19. ∞; 20. ∞; 21. 10; 22. ∞; 23. -∞; 24. ∞; 25. 
4
1

;  26. 1. 

 
Задание № 15 

 1. ∞; 2. 0; 3. 3; 4. 0; 5.∞; 6. 0; 7. -3; 8. -3; 9.∞; 10. 0; 11. ∞; 12. 0; 13. 0;           

14. -3; 15. 2; 16. 0; 17. 
2
3

; 18. 
2
9

; 19. 2; 20. 0; 21. 0; 22. 
2
1

; 23. 
4
1

; 24. -2; 25. ∞;    

26. 0. 
 

Задание № 16 

 1. 2e ; 2. 2−e ; 3. 3−e ; 4. 2−e ; 5. e; 6. 2e ; 7. e; 8. e; 9. ∞; 10. 1; 11. ∞;            

12. 1; 13. 2−e ; 14. 3−e ; 15. e; 16. e; 17. 15e ; 18. 6−e ; 19. 4−e ; 20. 3

1−
e ; 21. 4e ;      

22. 2e ; 23. 3e ; 24. 5e ; 25. 2e ;    26. 2e . 
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Задание № 17 

 1. 1; 2. 0; 3. ∞; 4. 1; 5. 2; 6. -2; 7. -2; 8. 2; 9. 2; 10. 3; 11. -3; 12. 1; 13. 1;            

14. -1; 15. -2; 16. 0; 17. ∞; 18. 
8
1− ; 19. 

3
5

; 20. 1; 21. 0; 22. 
5

3ln2
; 23. 

8
3

; 24. 0;      

25. 
2

5− ;    26. 6. 

 
Задание № 18 

 1. 2=x  - т.р. ІІ рода; 2. 20 −=x  - т.устран. р.; 3. 00 =x  - т.р. І рода;          
4. 10 =x  - т.р. ІІ рода; 5. 00 =x  - т.р. ІІ рода; 6. 00 =x  - т.р. І рода; 7. 00 =x  -
т.р. І рода;       8. 30 =x  - т.р. ІІ рода; 9. 10 =x  - т.р. ІІ рода; 10. 40 =x  - т.р. І 
рода; 11. 30 =x  - т.р. І рода; 12. 30 =x  - т. устран. р. ; 13. 10 =x  - т.р. ІІ рода; 
14. 00 =x  - т.р. І рода;   15. 10 =x  - т.р. І рода; 16. 40 =x  - т. устран. р.;          
17. 10 =x  - т.р. ІІ рода; 18. 20 =x  - т.р. ІІ рода; 19. 10 −=x  - т. устран. р.;        
20. 20 −=x - т.р. ІІ рода; 21. 10 =x  - т. устран. р.;  22. 30 =x  - т.р. ІІ рода;        
23. 20 −=x  - т.устран. р.; 24. 20 −=x  - т.р. ІІ рода;  25. 20 −=x  - т.устран. р.; 
26. 20 =x  - т.устран. р. 
 

Задание № 19 

 1. 0=x , 1=y ; 2. 0=x , 1−=y ; 3. 0=x , 3=y ; 4. 0=x , 1−=y ; 5. ∈x ∅, 
0=y ; 6. 1−=x , 2=y ; 7. 1=x , 3−=y ; 8. 2=x , 4=y ; 9. 1−=x , 0=y ;              

10. 2=x , 0=y ; 11. 2=x , 2−=x , 0=y ; 12. ∈x ∅, 0=y ; 13. 3=x , 3−=x , 
0=y ; 14. 2=x , 2−=x , 3=y ; 15. 2−=x , 2=y ; 16. 3±=x , 3=y ; 17. 1±=x , 

0=y ; 18. 0=y  при +∞→x ; 19. 0=x , 1=y ; 20. 
4

π−=y ; 21. 2−=x , 
2

1=y ; 

22. 4=x , 3=y ; 23. 3±=x , 1−=y ; 24. 0=x , 1=y ; 25. 2±=x , 0=y ;                 
26. 3=x , 0=y . 
 

Задание № 20 

 1. 
( )41

15

−
−

x
; 2. ( )xx 56 2 − ; 3. 

( )42 15

6

−
−

x

x
; 4. ( )432 1015 +xx ;                            

5. 
( )34

3

100

8

−
−

x

x
; 6. ( )254 1015 xx −− ; 7. ( )276 721 xx + ; 8. ( )76 714 xx −− ;                    

9. ( )254 815 xx −− ; 10. 
( )65

500

−
−

x
; 11. 

( )87

56

+
−

x
; 12. ( ) ( )123

22 ++ xxx ;                    
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13. ( ) ( )xxx 214
32 −− ; 14. ( )1312 2 +xx ; 15. ( )411525 −x ; 16. ( )21618 −x ;               

17. 
132

32
2 ++

+

xx

x
; 18. 

( )32 1+
−

x

x
; 19. 

( )3210

10

x−
; 20. 

( )
xx

x

32

13
3

2

−

−
;                       

21. 

( )3 22 53

2

+x

x
; 22. 

( )3 22 53

2

−x

x
; 23. 

( )4 334

1

+x
; 24. 

( )5 435

1

+x
;                          

25. 
( )7 673

1

x−
− ;    26. 

( )3 23

2

31

3

x

x

−
− . 

 
 

Задание № 21 

 1. xx 4sin3 +− ; 2. xx cos22ln2 − ; 3. ( )22
cos

1
2

++ x
x

; 4. ( )
x

x
2sin

3
12 +− ; 

5. 26
2

x
x

+ ; 6. 4
2

25
1

2
x

x
−

−
; 7. 

2
3

1

3
16

x
x

−
− ; 8. 

2
5

1

5
36

x
x

+
− ;                            

9. x
x

4
1

5
2

−
+

− ; 10. ( )123ln3 ++ xx ; 11. x
x

2cos2
3 − ; 12. 

3ln

2
9 2

x
x + ;                      

13. 4ln420 3 xx − ; 14. 
2ln

1
2sin2

x
x +− ; 15. 

x
x

2sin

2
cos − ;   16. 

x
x

2cos

2
sin +− ; 

17. 






−
a

x
2sin ; 18. ( )22 1sin xx − ; 19. 

24

1

x+
; 20. xtg22− ;                                              

21. 
xx

xxx

2

1
7ln7

2

22

+

+⋅+ ; 22. ( ) xx ⋅+4

1
; 23. 

3

2
3 2 13

1

xx −⋅

;                             

24. ( )
( )x

xtg
−

−−
1cos

1
14

2
; 25. 














⋅

3

2
sin

3
2 x

x ; 26. 
12

1

−xx
. 

 

Задание № 22 

 1. 
21

2

x

xdx

+
; 2. ( )dxx 12cos2 + ; 3. ( )dxx 53sin3 +− ; 4. 

35

5

−x

dx
; 5. dxe x 133 + ;            

6. 
( )13cos

3
2 −x

dx
; 7. 

x

dx

2sin

2
2

− ; 8. dxe x 522 +−− ; 9. 
241

2

x

dx

−
; 10. 

291

3

x

dx

+
;                        
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11. ( )dxx43sin4 − ; 12. ( )dxxx 21cos2 −− ; 13. 
41

2

x

xdx

−
; 14. 

6

2

1

3

x

dxx

+
;                         

15. dxxex 12
2 + ; 16. 

3

2

1

3

x

dxx

−
− ;  17. 

x
x

1
2sin6 +− ; 18. 

2
cos2

1
2

2

2

x
e x +− − ;                      

19. x
x

−
− 24

2
; 20. 

2

2
3 xex
x

⋅− ; 21. 
3

2

3cos

3
2

x

x
− ; 22. 

22 2

1

41

2

xx
−

+
;                       

23. x
x

8
41

2
2

−
−

− ;  24. 
2

3

3
cos

3

1

x

x − ; 25. 
3

2

4

2
sin2

1

xx
+− ; 26. 

4

1

2
+

x

e x

. 

 
 

Задание № 23 

 1. 1; 2. 0; 3. ∞; 4. ∞; 5. 2; 6. 0; 7. 0; 8. 2; 9. 0; 10. ∞; 11. ∞; 12. ∞; 13. 5; 14. 2; 

15. 1; 16. 
2

1− ; 17. 1; 18. 3; 19. 0; 20. 0; 21. 
6
1 ; 22. 

3

1− ; 23. 
3

1
; 24. 

3

1
; 25. 0; 26. 0. 

 
Задание № 24 

 1. -2, (-∞, -2)−↓ , (-2, +∞)−↑ ; 2. -3, (-∞, -3)−↓ , (-3, +∞)−↑ ;  3. -4,                
(-∞, -4)−↓ , (-4, +∞)−↑ ;  4. 2, (-∞, 2)−↓ , (2, +∞)−↑ ; 5. 3, (-∞, 3)−↓ , (3, +∞)−↑ ;         
6. 4, (-∞, 4)−↓ , (4, +∞)−↑ ; 7. -1, (-∞, -1)−↓ , (-1, +∞)−↑ ; 8. 1, (-∞, 1)−↓ ,             
(1, +∞)−↑ ; 9. -5, (-∞, -5)−↓ , (-5, +∞)−↑ ; 10. 5, (-∞, 5)−↓ , (5, +∞)−↑ ;  11. 2,             
(-∞, 2)− ↑ , (2, +∞)−↓ ; 12. 3, (-∞, 3)− ↑ , (3, +∞)−↓ ; 13. 1, (-∞, 1)− ↑ , (1, +∞)−↓ ; 
14. 4, (-∞, 4)− ↑ , (4, +∞)−↓ ; 15. 5, (-∞, 5)− ↑ , (5, +∞)−↓ ;  16. 6, (-∞, 6)− ↑ ,             

(6, +∞)−↓ .;  17. ( )
2

3
1min −=±y , ( ) 00max =y , ( ) ( ) ↓−∪−∞− 1;01; , 

( ) ( ) ↑−∞∪− ;10;1̀ ; 18. ( )
3

2
1max =−y , ( )

3

2
1min −=y , ( ) ( ) ↑−∞∪−∞− ;11; , 

( ) ( ) ↓−∪− 1;00;1̀ ; 19. ( )
3

16
2min −=−y , ( )

3

16
2max =y , ( ) ( ) ↓−∞∪−∞− ;22; , 

( ) ↑−− 2;2̀ ; 20. ( ) 192max =−y , ( ) 132min −=y , ( ) ↓−− 2;2̀ , ( ) ( ) ↑−∞∪−∞− ;22; ;    

21. ( ) 20max =y , ( ) 22min −=y , ( ) ↓−2;0 , ( ) ( ) ↑−∞∪∞− ;20; ; 22. ( ) 52max =±y , 

( ) 10min =y , ( ) ( ) ↑−∞∪−∞− ;22; , ( ) ( ) ↓−∞∪− ;20;2̀ ; 23. ( ) 22max −=−y , 

( ) 22min =y , ( ) ( ) ↑−∞∪−∞− ;22; , ( ) ( ) ↓−∪− 2;00;2̀ ; 24. ( ) 10max =y , ( ) ↑−∞− 0; , 

( ) ↓−∞;0 ; 25. ( )
2

3
1min =y , ( ) ( ) ↓−∪∞− 1;00; , ( ) ↑−∞;1 ; 26. ( ) 42min −=±y , 

( ) 00max =y , ( ) ( ) ↓−∪−∞− 2;02; , ( ) ( ) ↑−∞∪− ;20;2̀ . 
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Задание № 25 

 1. 1, (-∞, 1)−∩ , (1, +∞)−∪ ; 2. -1, (-∞, -1)−∩ , (-1, +∞)−∪ ; 3. -1, (-∞, -1)−∩ , 
(-1, +∞)−∪ ; 4. 1, (-∞, 1)−∩ , (1, +∞)−∪ ; 5. -2, (-∞, -2)−∩ , (-2, +∞)−∪ ; 6. 2,             
(-∞, 2)−∩ , (2, +∞)−∪ ; 7. 1, (-∞, 1)− ∪ , (1, +∞)−∩ ; 8. 2, (-∞, 2)− ∪ , (2, +∞)−∩ ; 
9. -1, (-∞, -1)−∩ , (-1, +∞)−∪ ; 10. 3, (-∞, 3)−∩ , (3, +∞)−∪ ; 11. 3, (-∞, 3)− ∪ ,           
(3, +∞)−∩ ;  12. -3, (-∞, -3)−∩ , (-3, +∞)−∪ ; 13. 1, (-∞, 1)−∩ , (1, +∞)−∪ ; 14. 1,         
(-∞, 1)− ∪ , (1, +∞)−∩ ; 15. -1, (-∞, -1)−∩ , (-1, +∞)−∪ ; 16. 1, (-∞, 1)− ∪ ,             
(1, +∞)−∩ ; 17. 1± , ( )1;−∞− ∪ ( )1;0  − ∪ , ( )0;1− ∪ ( )∞;1  − ∩ ; 18. 0, ( )0;∞−  − ∪ , 
( )∞;0  − ∩ ; 19. 1± , ( )1;−∞− ∪ ( )∞;1  − ∩ , ( )1;1−  − ∪ ; 20. 2, ( )2;∞−  − ∩ , ( )∞;2  − 
∪ ; 21. 0;1, ( )0;∞− ∪ ( )∞;1  − ∪ , ( )1;0  − ∩ ; 22. 1, ( )1;∞−  − ∩ , ( )∞;1  − ∪ ; 23. 1, 
( )1;∞−  − ∩ , ( )∞;1  − ∪ ; 24. 0, ( )0;∞− − ∩ , ( )∞;0 − ∪ ; 25. 0;1, ( )0;∞− ∪ ( )∞;1  − 

∪ , ( )1;0  − ∩ ; 26. 0;2, ( )0;∞− ∪ ( )∞;2  − ∪ , ( )2;0  − ∩ . 
 

 

 

ПРИЛОЖЕНИЕ 
 

ЭЛЕМЕНТЫ ЛИНЕЙНОЙ АЛГЕБРЫ 
МАТРИЦЫ И ОПРЕДЕЛИТЕЛИ 

 

Произвольная совокупность чисел, 11a ,…, mna , записаная в виде 
прямоугольной таблицы, содержащей m строк и n столбцов, называется 
матрицей (или матрицей размером m×n) и обозначается 

















=

mnmm

n

n

aaa

aaa
aaa

A

...
............

...

...

21

2

1

2221

1211

. 

 Число kpa  называют элементом матрицы, который расположен на 

пересечении k-ой строки и p-го столбца. 
Две матрицы А и В называют равными, если .n,...,p,m,...,k,ba kpkp 1 1 ===  

Если число строк и столбцов матрицы равны, то матрицу называют квадратной, 
а число m=n называют ее порядком. Множество элементов квадратной 
матрицы, для которых k=p, называется главной диагональю матрицы А, т.е. это 

nnaaa ,...,, 2211 .      
Матрица В называется транспонированной по отношению к матрице А, 

если  . ; ; ,1,1 mknpab pkkp ===  При этом транспонированную матрицу 
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обозначают символом TA , а операцию перехода от матрицы А к матрице TA  
называют транспонированием. 

Рассмотрим две матрицы: А и В. Для всех матриц размером m×n 
определим две операции: сложение и умножение матрицы на число. 

Суммой матриц А и В называется матрица С=А+В, элементы которой 
.ijijij bac +=  

Матрица С называется произведением матрицы А и матрицы В, если ее 
элементы определяются формулой 

),1 ,,1(   ,
1

npmkbac
S

j
jpkjkp ===∑

=
. 

Обозначение: С=АВ. 
Отметим, что произведение АВ является определенным для тех матриц, у 

которых количество столбцов матрицы А равно числу строк матрицы В. 
 Матрица Е называется единичной, если для любой матрицы А имеет 
место равенство 

АЕ=ЕА=А. 
Данному определению соответствует только одна матрица 

.

1

.

0

0

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

0

.

0

0

.

0

.

1

0

.

0

.

0

1



















=E  

Квадратная матрица В называется обратной по отношению к матрице А, 
если 

АВ = ВА = Е 
Обратная матрица к матрице А обозначается символом А-1. 
С квадратной матрицей связано такое понятие, как определитель 

(детерминант). Каждой квадратной матрице ставится в соответствие 
вычисленное определенным способом число, которое называется 
определителем этой матрицы и обозначается  

( )

nnanana

naaa
naaa

AA

...

............
2...
1...

21

2221

1211

det == . 

 Определителем второго порядка является число, равное 

.21122211
2221

1211 aaaa
aa
aa

A ⋅−⋅==  

Определитель третьего порядка – это число, получаемое как результат 
суммы шести слагаемых, т.е. 
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.aaaaaa

aaaaaaaaaaaa

aaa

aaa

aaa

A

331221322311

312213312312133221332211

333231

232221

131211

                                                    −−

−−++==

 

  
Существуют правила, облегчающие запоминание формулы вычисления 

определителей 3-го порядка. Одно из них – правило Саррюса – такое: снизу 
приписываются первые две строки матрицы. 

 

  

•••
•••
•••
•••
•••

;

•••
•••
•••
•••
•••

. 

«+»                       «–»         
  

Элементы, стоящие на выделенных линиях перемнажаються, первые три 
произведения складываются, последние три – вычитаются. 

Например: 
 

24)411(                                  

)330()222()312()2(3)1()420(

321
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321

210

=⋅⋅−−

−⋅⋅−⋅⋅−−⋅⋅+−⋅⋅−+⋅⋅=

−
−

−
−

=B  

 Вычисление определителей 4-го порядка и выше можно свести к 
вычислению определителей 3-го порядка. 

 Если в матрице А вычеркнуть k-ю строку и p-й столбец, получим матрицу 
(n–1)-го порядка; определитель этой матрицы называется минором элемента 

kp
a  определителя матрицы А и обозначается kpM . 

Алгебраическим дополнением элемента kp
a  определителя матрицы А 

называется произведение (−1)
k+p

 на минор (n–1)-го порядка  kpM : 

)n,p,k(,M)(A
kp

pk
kp 1     1 =−= +

. 
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 Сформулируем свойства определителя n-го порядка. 
1. Определитель не меняется при транспонировании, т.е. det(A)=det(AT). 
2. При перестановке двух столбцов определитель меняет знак на 
противоположный. 
3. Определитель с двумя пропорциональными столбцами равен нулю. 
4. Если все элементы p-го столбца определителя D =det(A) имеют вид: 

µλµλ , где  ,,1    , nk
k

c
k

b
kp

a =+=  – произвольные числа, то верна 

формула: 
)()( kcpDkbpDD µλ += , 

где  )( kcpD  – определитель, получаемый из определителя D заменой к-

элементов р-го столбца элементами Ск. 
5. Общий множитель всех элементов некоторого столбца определителя можно 
вынести за знак определителя. 
6. Если некоторый столбец состоит из элементов, равных нулю, определитель 
также равен нулю. 
7. Определитель не изменится, если к элементам одного из его столбцов 
прибавить соответствующие элементы любого другого столбца, умноженные 
на некоторое число. 
8. Определитель равен сумме произведений элементов любого столбца на их 
алгебраические дополнения, т.е. 

.,1   ,
1

npAaA
n

k
kpkp =∑=

=
 

9. Сумма произведений элементов любого столбца определителя на 
алгебраические дополнения соответствующих элементов другого столбца равна 
нулю, т.е. 

).(  0
1

piAa
n

k
kikp

≠=∑

=
 

Свойства 2-9 справедливы также для строк определителя. 

Отметим, что свойство 8 дает возможность вычислять определитель для 
матрицы любого порядка путем постепенного снижения этого порядка до 
третьего. 

Теорема 1. Если А и В – любые матрицы n-го порядка, то 

 
det (AB) = det(A) det(B). 

Квадратная матрица А называется невырожденной, если 
det (A) ≠ 0. У вырожденной матрицы определитель равен нулю (det (A) = 0).  

Теорема 2. Для того, чтобы для матрицы существовала обратная, 
необходимо и достаточно, чтобы она была невырожденной. 
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Пусть имеется невырожденная матрица А. Тогда элементы обратной 
матрицы В=А-1 вычисляются по формуле: 

),,1,(    ,
)det(

npk
A

A
b kp
kp ==  

где kpA  – алгебраическое дополнение элемента akp матрицы АТ. 

Рангом r(A) матрицы А называется наибольший порядок минора матрицы, 
отличный от нуля. 

Пример. Из матрицы  

















=
5134

2113

3021

А  

можно составить четыре миноры третьего порядка 

.0

513

211

302

,0

514

213

301

,0

534

213

321

,0

134

113

021

4321 ======== ММММ  

Нетрудно заметить, что один из миноров второго порядка 

               05
13

12
1 ≠−==N , т.е. r(A) = 2. 

Элементарными преобразованиями над матрицами называют простые 
преобразования, которые выполняют над строками (или столбцами) матрицы 
без изменения ее ранга. Это позволяет упростить нахождение определителя 
ранга матрицы без составления всех миноров.  

Элементарными преобразованиями над строками матрицы являются: 
1) перестановка двух строк; 
2) произведение строки на произвольное число λ≠0; 
3) добавление к любой строке соответствующих элементов другой, 
умноженных на любое число λ; 
4) вычеркивание нулевой строки. 

Приведенные элементарные преобразования над строками касаются 
также столбцов. 
 
 
 

СИСТЕМЫ ЛИНЕЙНЫХ УРАВНЕНИЙ 
 Рассмотрим систему m линейных уравнений с n неизвестными 

Ах = В, 
где А – матрица размером m×n с коэффициентами при неизвестных, которые 
обозначаются буквой аij с двумя индексами (первый индекс означает 
порядковый номер уравнения системы, а второй совпадает с индексом 
неизвестного) х – матрица-строка – неизвестные; В – матрица-столбец –
свободные члены. 
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В общем виде систему m линейных уравнений с n неизвестными удобно 
записывать так: 






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

=+++
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=+++

....

..........................................
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bxaxaxa

bxaxaxa
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Система уравнений с отличными от нуля свободными членами 
называется неоднородной. Система, в которой свободные члены равны нулю, 
называется однородной. 

Неоднородная система линейных уравнений называется совместной, если 
она имеет хотя бы одно решение. Матрицы 
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называются соответственно, матрицей системы и расширенной матрицей 
системы. 

Теорема 3 (теорема Кронекера-Капелли). Неоднородная система 

линейных уравнений совместна тогда, когда )()( ArAr = . 
Заметим, что однородная система уравнений всегда совместна. Если 

 
.
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≠=∆
 

 то .n
nx,.....,x,x

∆

∆
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∆
=

∆

∆
= 2

2
1

1       

Полученные равенства представляют собой, с одной стороны, выходную 
систему, найденную линейными преобразованиями заданной системы. С 
другой стороны, эти равенства сразу указывают на числовые значения каждого 
из неизвестных, т.е. на решение системы. Полученные формулы для 
неизвестных называются формулами Крамера. 

Пусть задана система n линейных уравнений с n неизвестными: 
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С помощью линейных преобразований этой системы можно всегда 
построить эквивалентную ей систему линейных уравнений с треугольной 
матрицей: 
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Легко понять, что последняя система эквивалентна заданной. Это следует 
хотя бы из того, что не только последняя система является выведенной из 
заданной, но и, наоборот, заданную систему можно рассматривать как 
выведенную для последней. 

Далее, из последних n–1 уравнений с n–1 неизвестным последней 
системы, аналогично предыдущему, исключаем неизвестную х2. Тогда таким же 
способом исключаем последовательно и неизвестные х3, х4,…, xn-1, xn. В 
результате получим систему линейных уравнений с треугольной матрицей, где 
коэффициенты ckk =1, k=1,2, ...,n. 

 
ВЕКТОРЫ И ДЕЙСТВИЯ НАД НИМИ 

Основные определения 
  
Вектором называется направленный отрезок. Вектор обозначается так: 

ABa = , точка А – начало вектора, точка В – его конец. Для обозначения конца 
вектора используется стрелка (рис. 1). 
  

 
                                    

 
 

рис. 1 
Два вектора CDAB  и  называются коллинеарными, если они лежат на 

одной или параллельных прямых. 

Модулем (длиной) вектора AB , называется длина отрезка АВ, то есть 
расстояние между его началом А и концом В. Для модуля вектора используется 

a
ш

А 

В 
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обозначение aAB  и . Вектор, длина которого равна единице, называется 

единичным вектором, или ортом. 
Два вектора называются равными, если они коллинеарны, имеют 

одинаковые направления и равные модули. Для каждого вектора ABa =  
существует противоположный вектор ABa −=− , который имеет такую же 
длину, но противоположное направление (рис. 2). 

 
• 

                                                
рис. 2 

 
Векторы можно складывать, вычитать и умножать на число. 

Суммой векторов BCAB  и  является вектор AC , соединяющий начало 

вектора AB  с концом вектора BC  при условии, что вектор BC  отложен от 

конца вектора AB , т.е. ACBCAB =+ . 

Произведением вектора a  на число λ называется вектор λ a= a λ, 

который: а) является коллинеарным вектору a ; б) имеет модуль λa , равный 

произведению λa  модулей вектора a  и числа λ; в) имеет направление, 

совпадающее с направлением вектора a , если λ> 0, или противоположное ему, 
если λ <0. 

Проекцией вектора BA  на ось l называется число, обозначаемое 

ABпрl
 и равное                               

,cosϕABABпрl =
 

где ϕ – угол между вектором AB и віссю l ( π≤ϕ≤0 ). 

  
 

 
 
                                                                         
       

 
                                                        
 
                Рис. 3                                                                    Рис.4 
Геометрически проекцию вектора AB  на заданную ось в пространстве 
представлено на рис. 3 и рис.4, точки А1, В1 – проекции на ось l соответственно 

начала и конца вектора AB. 
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 Рис. 3 соответствует случаю, когда )0(cos
2

>< ϕπϕ , а рис. 4 - случаю, 

когда )0(cos
2

<> ϕπϕ . Таким образом, проекция вектора на ось может быть 

положительным или отрицательным числом. 
Рассматривая вектор ABa =  на координатной плоскости хОу, можем 

записать его проекции на оси Ох и Оу соответственно yx a,a ( рис.5). 

 
 
    
 
  
 

Рис.5 
 
Эти проекции будем называть координатами вектора a  и обозначать 

( )yx aaa ,=  или jaiaa yx +=  ( j,i  − орты (единичные векторы) соответственно 

осей OyOx, ). Напомним, что модуль вектора a  через координаты xa  и ya  

находится по формуле 22
yx aaa += . 

 
Скалярное произведение двух векторов 

Скалярным произведением двух векторов a  и b  называется 
произведение их модулей на косинус угла между ними. 

Обозначим скалярное произведение векторов a  и b  через ba ⋅ или 

( )ba, , а угол между ними  – 












 ∧
b,a . Тогда 

( ) .b,acosbab,a 












⋅=

∧

 

 Скалярное произведение подчиняется следующим законам: 

а) ( ) ( )abba  , , =  – коммутативный закон; 

б) ( ) ( ) ( )λλλ bab,aba  , , ==  – ассоциативный закон относительно скалярного 
множителя; 

в) ( ) ( ) ( )c,bc,ac,ba +=+  – дистрибутивный закон. 
В координатной форме скалярное произведение записывается так 

yyxx bababa +=⋅ . Угол между двумя векторами находится по формуле 

a  
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ba

ba
cos

⋅
⋅=ϕ . Условием ортогональности двух векторов является 

0=+ yyxx baba , а условием коллинеарности 
y

y

x

x

b

a

b

a
= . 

 
АНАЛИТИЧЕСКАЯ ГЕОМЕТРИЯ 

 
ПРЯМАЯ НА ПЛОСКОСТИ  

Соотношение 0),(ф =yx  (или ( )xy ϕ= ) называется уравнением, если оно 
имеет место только для точек, принадлежащих вполне определенной линии на 
плоскости хОу. Уравнение прямой с угловым коэффициентом имеет вид                             

  y = kx + b, 
где k – угловой коэффициент, определяемый через тангенс угла наклона прямой 
к оси ОХ; b - координата точки пересечения прямой с осью ординат (рис. 6). 
 
 
 
 
 
 
  
 
 
 
    Рис. 6 

Уравнение прямой с данным угловым коэффициентом, проходящей через 
данную точку М0 имеет вид  у – у0 = k (х – х0), 
где k – угловой коэффициент; (х0, у0) – координаты точки, через которую 
проходит прямая (рис. 7). 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
  
    

Рис. 7 
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Уравнение прямой, проходящей через две данные точки 21, MM  

,
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1
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−

−
 

где (х1, у1), (х2, у2) – координаты точек, через которые проходит прямая (рис. 8). 
 
 
 
 
 
 
 

 
 
 
 
    
   Рис. 8 
 
Уравнение прямой в отрезках на осях 

1=+
b

y

a

x
, 

где а – координата точки пересечения прямой с осью абсцисс; b – координата 
точки пересечения прямой с осью ординат (рис. 9). 
 
 
 
 
 
 

 
 
 
 
   Рис. 9 
 
Общее уравнение прямой линии 

Ах + Ву + С = 0. 
Если А = 0, то прямая параллельна оси абсцисс. 
Если В = 0, то прямая параллельна оси ординат. 
Если С = 0, то прямая происходит через начало координат. 
 
Нормальное уравнение прямой 

x cosα + y sinα − p = 0, 

),( 222 yxM  

),( 111 yxM
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где α - угол между нормальным вектором прямой (перпендикуляром к прямой) 
и осью абсцисс; p - кратчайшее расстояние от начала координат до прямой (рис. 
10). 
 
 
 
 
 
 
  
 
 
 
 
    Рис. 10 
 

Чтобы получить нормальное уравнение из общего, нужно умножить его 
левую часть на коэффициент 

,
BA 22

1

+
±=µ  

причем знак "+" берется, если С <0, "−" – если С> 0. 
Расстояние от точки до прямой ищется по формуле 

,
BA

CByAx
d

22

00

+
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где Ах + Ву + С=0  – общее уравнение прямой, (х0, у0) – координаты точки. 
Угол между двумя прямыми 

,
1 21
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kk
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tg

+

−
=α  

где α – угол между прямыми;  k1, k2 – угловые коэффициенты прямых (рис. 11). 
 
 
 
 
  
 
 
 
 
 
 
 
    Рис. 11  
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Две прямые параллельны, если k1 = k2 и перпендикулярны, если .
k

k
2

1

1
−=  

ПЛОСКОСТЬ И ПРЯМАЯ В ПРОСТРАНСТВЕ 
 

Равенство 0),,(ф =zyx  (или ( )yxz ,ϕ= ) называется уравнением, если она 
имеет место лишь для точек, принадлежащих вполне определенной 
поверхности пространства xOyz. 

Общее уравнение плоскости 
Ax + By + Cz +D = 0. 

Если А = 0, то плоскость параллельна оси абсцисс. 
Если В = 0, то плоскость параллельна оси ординат. 
Если С = 0, то плоскость параллельна оси аппликат. 
Если D = 0, то плоскость проходит через начало координат. 
Уравнение плоскости, проходящей через данную точку и имеещей 

данный нормальный вектор 
A(x – x0) + B(y – y0) + C(z – z0) = 0 

где (А,В,С) – координаты нормального вектора n , (x0, y0, z0) – координаты 
точки 0M , через которую проходит плоскость. 

Уравнение плоскости, проходящей через три точки 
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zzyyxx
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111

=
−−−
−−−

−−−
 

где (x1, y1, z1), (x2, y2, z2), (x3, y3, z3) – координаты точек, через которые проходит 
плоскость. 
 Нормальное уравнение плоскости 

x cosα + y cos β + z cos γ –p = 0, 
где α, β, γ – углы между нормальным вектором и осями координат Ox, Oy, Oz 
соответственно; p – расстояние от начала координат до плоскости. 

Чтобы получить нормальное уравнение из общего, нужно умножить его 
левую часть на коэффициент 

222

1

CBA ++
±=µ , 

причем "+" берется, если D<0, и "−" – если D>0. 
Расстояние от точки до плоскости 

,
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DCzByAx
d
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000

++
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где Ax + By + Cz + D=0 –  общее уравнение плоскости; (x0, y0, z0)  – координаты 
данной точки. 
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Угол между двумя плоскостями 

,
CBACBA

CCBBAA
cos

2
2

2
2

2
2

2
1

2
1

2
1

212121

++⋅++

++
=ϕ  

где ϕ - угол между двумя плоскостями; (А1, В1, С1) и (А2, В2, С2) – координаты 
нормальных векторов плоскостей. 
 Если плоскости параллельны, то их нормальные векторы коллинеарны, 
т.е. 

2

1

2

1

2

1

C

C

B

B

A

A
==  . 

 Если плоскости перпендикулярны, то скалярное произведение их 
нормальных векторов равно нулю, т.е. А1А2 + В1В2 + С1С2 = 0. 
 Канонические уравнения прямой в пространстве 

,
p

zz

n

yy

m

xx 000 −
=

−
=

−
 

где (x0, y0, z0)  – координаты точки, через которую проходит прямая, (m, n, p)  –
координаты направляющего вектора прямой. 
 Параметрические уравнения прямой в пространстве 

    







+=
+=
+=

,

,

,

0

0

0

ptzz

ntyy

mtxx

  

где (x0, y0, z0) – где координаты точки, через которую проходит прямая, (m, n, p) 
– координаты направляющего вектора прямой, t – параметр. 
 Уравнение прямой как пересечение двух плоскостей 





=+++
=+++

.0

,0

2222

1111

DzCyBxA

DzCyBxA
 

 Угол между двумя прямыми 

,
pnmpnm

ppnnmm
cos

2
2

2
2

2
2

2
1

2
1

2
1

212121

++⋅++

++
=ϕ  

где ϕ - угол между прямыми; (m1, n1, p1) и (m2, n2, p2) – координаты 
направляющих векторов прямых. 
 Если прямые параллельны, то их направляющие векторы коллинеарны, 
т.е.  

.
p

p

n

n

m

m

2

1

2

1

2

1 ==  

 Если прямые перпендикулярны, то скалярное произведение их 
направляющих векторов равно нулю, т.е. 

m1m2 + n1n2 + p1p2 = 0. 



 82 

 Угол между прямой и плоскостью 

,
pnmCBA

CpBnAm
sin

222222 ++⋅++

++
=ϕ  

где ϕ – угол между прямой и плоскостью; (А, В, С) – координаты нормального 
вектора плоскости; (m, n, p) – координаты направляющего вектора прямой. 

Если прямая параллельна плоскости, то 
Am + Bn + Cp = 0. 

Если прямая перпендикулярна плоскости, то 

,
p

C

n

B

m

A
==  

где (А,В,С) – координаты нормального вектора плоскости; (m,n,p) – координаты 
направляющего вектора прямой. 

 
Кривые второго порядка 

 
Окружность 

 Окружностью называют множество точек плоскости, расстояния которых 
от заданной точки (центра окружности) равны постоянному числу (радиусу). 
 Чтобы составить уравнение окружности, центр которой находится в точке 
O(a, b), а радиус равен R (рис. 12), возьмем на окружности текущую точку    
M(x, y). 
 

 
 

 
 
 
 

Рис. 2 
 

  
     Рис. 12 

 
Где бы не находилась точка M на окружности, всегда ROM = , то есть 

( ) ( ) RbyaxOM =−+−= 22  или 

 ( ) ( ) 222 Rbyax =−+− .      (1) 
 

Это каноническое уравнение окружности. 
Если в уравнении (1) раскрыть скобки и привести подобные члены, 

получим общее уравнение окружности: 
022 =++++ CByAxyx , 

у 

O (a, b) 

M (x, y) 
x 
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где A, B, C – известные коэффициенты. Следует заметить, что левая часть этого 
уравнения не содержит слагаемого xy. 
 

Эллипс 
Эллипсом называют множество точек плоскости, сумма расстояний 

которых от двух фиксированных точек плоскости, называемых фокусами, есть 
величина постоянная (рис. 13). 
  
  
 
 
 
 
 
 
 
 
 
                                                         Рис.13 
 

Пусть F1 и F2  – фокусы эллипса, а M – его произвольная точка, 
координаты которой обозначим через x и y. Отрезки F1M и F2M называют 
фокальными радиусами точки M эллипса, сумму их обозначают через 2а, а 
расстояние F1F2 между фокусами – через 2c. В соответствии с этими 
обозначениями фокусы эллипса относительно выбранной системы координат 
имеют координаты F1(c,0) и F2(–c,0). По формулам расстояния между двумя 
точками вычислим 

( ) 22
1 ycxMF +−=  , ( ) 22

2 ycxMF ++= . 

По определению эллипса ( ) ( ) aycxycx 22222 =++++− . Это и есть 
уравнение эллипса. Упрощая его, постепенно избавляясь от корней, получим 

( ) ( )
2

22
2

22 2 




 +−−=





 ++ ycxaycx <=> ( ) cxaycxa −=+− 222  , 

или 
( ) ( )22222222 caayacax −=+− . 

Пусть 222 cab −= . Тогда 222222 bayaxb =+ . Разделив обе части этого 

равенства на 22ba , получим 

                                            1
2

2

2

2

=+
b

y

a

x
.        (2) 

 
Уравнения (2) называют каноническим уравнением эллипса. 
Отрезки aAA 221 =  и bBB 221 =  называются длинами осей эллипса, 2a –

длина большой оси, 2b – длина малой оси (рис. 14). 
 

M (x, y) 

x 

y 

F1(0,c) F2(0,-c) 
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Рис. 14 

Эксцентриситетом эллипса называют отношение расстояния между его 
фокусами к длине его большой оси: 

a

c

a

c ==ε
2

2
. 

Так как  ac < , то ≤0 ε<1. 
Директрисами эллипса называют две прямые, перпендикулярные к 

фокальной оси эллипса и расположенные симметрично относительно центра 

эллипса на расстоянии 
ε
a

 от него (рис. 15). 

 
 

 
 
 
 
 
 

 

 

 

Рис. 15 
 

Гипербола 
Гиперболой будем называть множество точек плоскости xOy (рис.16), 

модуль разности расстояний которых от двух заданных точек этой плоскости, 
называемых фокусами, есть величина постоянная.  

Если обозначить через F1 и F2 – фокальные точки гиперболы, а 
расстояние между ними – через 2с, тогда соответствующий модуль разности 

21 MFMF −  запишем по формуле 

х 

у 

M (x, y) 

х 

ε
a

x −=  ε
a

x =  

F1 F2 

у 

A2 

B2 

A1 

B1 
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( ) ( ) aycxycx 22222 =+−−++ . 

Выполняя в этой формуле те же преобразования, что и при выводе 
уравнения эллипса и используя обозначения 222 acb −= , получим каноническое 
уравнение гиперболы в виде 

                                              .1
2

2

2

2

=−
b

y

a

x
    (3) 

 
 
 
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
Рис. 16 

 
Непосредственный анализ формулы показывает, что гипербола 

симметрична относительно осей Ox и Oy. 
Анализируя рисунок, можно отметить следующее: 

1. Гипербола не пересекает ось Oy; 
2. На бесконечности переменная точка M(x,y) приближается к прямой, которая 
называется асимптотой гиперболы. Вследствие симметрии гипербола имеет две 

асимптоты, уравнения которых x
a

b
y ±= ; 

3. Гипербола имеет две вершины – точки пересечения гиперболы с осью Ox. 
Эксцентриситетом гиперболы называют отношение расстояния между его 

фокусами к ее действительной оси: 

a

c

a

c ==ε
2

2
. 

Так как ac > , то ε >1. 

 

F1(-c,0) F2(c,0) 

b 

-b 

a -a 

Y 

X 

M(x,y) 
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Парабола 
 Парабола – множество точек плоскости xOy, каждая из которых 
равноудалена от заданной точки, которая называется фокусом, и заданной 
прямой, которая называется директрисой (рис. 17). 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
       

Рис. 17 
 

На рисунке обозначены координаты фокуса через 






 0,
2

p
F , а уравнение 

директрисы записано в виде 
2

p
x −= . Указанное равенство расстояний AВ=BF 

выразим формулой 

22
2

2
p

xy
p

x +=+






 − . 

После упрощений, аналогичных тем, которые проводились выше при 
рассмотрении эллипса, получим каноническое уравнение параболы 

                                                             pxy 22 = .       (4) 
Как видим, парабола симметрична относительно оси Oу и проходит через 

начало координат О(0,0). Эта точка называется вершиной параболы. 
Относительно параметра p заметим следующее: с ростом р растет 

крутизна веток параболы. 
 

 Введение в математического анализа 

К основным элементарным функциям относятся: степенная 
( Rxy ∈= αα , ), показательной ( 1,0, ≠≠= aaay x ), тригонометрические 
( ctgxytgxyxyxy ==== ,,cos,sin ) и обратные к ним функции 
( arcctgxyarctgxyxyxyxy ===== ,,arccos,arcsin,ln ). 

0 

A B(x,y) 

2

p
x −=  

y 

x 







 0;
2

p
F  
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Функции, которые созданы из основных элементарных функций с 
помощью конечного числа алгебраических действий и суперпозиций, 
называются элементарными. 

Например, функция xx
xx

y
x

arccoslg
3

cos 2

2

3

2 ++=  является 

элементарной. 
Элементарные функции делятся на алгебраические, к которым относятся: 

– целая рациональная функция (многочлен или полином): 

nn
nn axaxaxay ++++= −

−
1

1
10 ... ; 

– дробно-рациональная функция – отношение двух многочленов; 
– иррациональная функция – среди операций над многочленами есть 
извлечение корней и неалгебраические, которые называются 
трансцендентными. 

Постоянная величина а называется пределом переменной x, если при 
ее изменении абсолютная величина разности ax −  после некоторого момента 
становится меньше, чем любое положительное число δ , каким бы малым оно 
ни было. Это записывают ax →  ( x  стремиться к a ) или ax =lim , если 

0, ><− δδax . 

Если при изменении величины x  абсолютная величина ее после 
некоторого момента становится больше, чем любое положительное число N , 
каким бы большим оно не было, то записывают ∞→x  ( x  стремится к 
бесконечности) или ∞=xlim , если 0, >> NNx . При этом возможны случаи 

+∞=xlim , если Nx >  и −∞=xlim , если 0, >−< NNx . 
Пусть функция )(xf  определена в некоторой окрестности точки ax = , 

кроме, возможно, самой точки a . Число А называется пределом функции 
y=f(x)  при ax → , если для любого положительного числа ε  найдется такое 
положительное число )(εδ , что для всех x , удовлетворяющих неравенству 

δ<−< ax0  выполняется неравенство ε<− Axf )( . Обозначают этот предел 

функции так: Axf
ax

=
→

)(lim . 

Если ax <  и ax → , то условно записывают 0−→ ax : если ax >  и ax → , 
то условно записывают 0+→ ax .  

Числа )(lim)0(
0

xfaf
ax −→

=−  и )(lim)0(
0

xfaf
ax +→

=+  называють, 

соответственно, пределом функции f(x) слева в точке а и пределом функции 
f(x) справа в точке а, или односторонними пределами функции f(x) в точке а. 
Для существования предела функции при ax →  необходимо и достаточно, 
чтобы )0()0( +=− afaf . 

Одновременно с изучением поведения функции в конечной точке 
изучается поведение функции на бесконечности, т.е. при +∞→x  или при 

−∞→x  ( ∞→x ).  
Число А называется пределом функции y = f(x) при ∞→x , если для 

любого положительного числа ε  найдется такое положительное число 
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)(εNN = , что для всех x , удовлетворяющих неравенству Nx > , выполняется 

неравенство ε<− Axf )( . 

Обозначается Axf
x

=
∞→

)(lim . 

Функция )(xα  называется бесконечно малой, если 0)(lim =
→

x
ax
α , а 

функция )(xβ  – бесконечно большой, если ∞=
→

)(lim x
ax

β  (а – конечное число 

или бесконечность). 
Для бесконечно малых функций справедливы следующие свойства: 

– алгебраическая сумма конечного числа бесконечно малых функций есть 
бесконечно малая функция; 
– произведение конечного числа бесконечно малых функций есть бесконечно 
малая функция; 
– произведение бесконечно малой функции на ограниченную есть бесконечно 
малая функция; 

– если 0)(lim =
→

x
ax
α , то ∞=

→ )(

1
lim

xax α
; 

– если ∞=
→

)(lim x
ax

β , то 0
)(

1
lim =

→ xax β
; 

– если, Axf
ax

=
→

)(lim , то )()( xAxf α+= , где 0)(lim =
→

x
ax
α . 

 
Отсюда при 0>c  )( constc =  имеет место символика: 

0,0,0,0,
0

,
0

,
0

=
∞

+=
∞−

−=
∞+

+=
∞+

∞=−∞=
−

+∞=
+

ccccccc
. 

 Если известно, что функции )(xu  и )(xv  имеют пределы при ax →  и они 
конечны, то   
1. vuvu limlim)lim( ±=± ;   2. vuvu limlim)lim( ⋅=⋅ ; 

3. constcuccu == ,lim)lim( ;  4. 
v

u

v

u

lim

lim
lim =  при 0lim ≠v  

Предел постоянной функции cxu =)(  равен самой постоянной c , то есть 

cc =lim . 

При нахождении пределов часто используют первый и второй 
замечательный пределы. 

Первый замечательный предел: 

1
sin

lim
0

=
→ x

x
x

 или 1
sin

lim
0

=
→ x

x
x

. 
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Следствия первого замечательного предела: 
 

1lim
0

=
→ x

tgx
x

; 1
arcsin

lim
0

=
→ x

x
x

; 1lim
0

=
→ x

arctgx
x

. 

Второй замечательный предел: 

e
x

x

x
=







 +
∞→

1
1lim  или ( ) ex x

x
=+

→

1

0
1lim  где 71828,2≈e . 

Функция xey =  называется экспонентой. Логарифм числа a  по 
основанию e называется натуральным логарифмом и обозначается aae lnlog = . 

Следствия второго замечательного предела: 

a
x

xa

x
ln

)1(log
lim

0
=+

→
; 1

)1ln(
lim

0
=+

→ x

x
x

; a
x

ax

x
ln

1
lim

0
=−

→
; 1

1
lim

0
=−

→ x

ex

x
. 

Пусть 0)(lim =
→

x
ax
α  и 0)(lim =

→
x

ax
β . Тогда 

– если 0(
)(

)(
lim ≠=

→
k

x

x
ax β

α
 и )∞≠ , то )(xα  и )(xβ  называют бесконечно малыми 

одного порядка; 

– если 1
)(

)(
lim =

→ x

x
ax β
α

, то )(xα  и )(xβ  называют эквивалентными бесконечно 

малыми и обозначают axx →)(α  ~ )(xβ ; 

– если 0
)(

)(
lim =

→ x

x
ax β
α

, то )(xα  называют бесконечно малой высшего порядка, 

чем )(xβ . 

Аналогично можно провести сравнение и бесконечно больших функций. 
Значительно упрощают нахождение пределов следующие свойства: 

– если )(xu ~ )(xu′ , )(xv ~ )(xv′  при ax → , то 
)(

)(
lim

)(

)(
lim

xv

xu

xv

xu
axax ′

′
=

→→
 (справедливо 

как для бесконечно малых, так и для бесконечно больших функций); 

– если в сумме )()( xvxu +  отбросить бесконечно малую высшего порядка, при 
условии, что )(xu  и )(xv  – бесконечно малые, или бесконечно большую 
низшего порядка, при условии, что )(xu  и )(xv  – бесконечно большие, то часть, 
которая останется, будет эквивалентна всей сумме и называется ее главной 
частью.  
 Эквивалентными являются следующие функции: 

x~ xsin ~ xarcsin ~tgx ~arctgx ~ 1−xe  ~ )1ln( x+  при 0→x . 
Вместо x  можно рассматривать любую бесконечно малую )(xα  при 

ax → . 
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При вычислении пределов необходимо прежде всего аргумент функции 
заменить его предельным значением и выяснить, имеет ли место 
неопределенность. К неопределенным выражениям относятся: 

∞∞∞−∞⋅∞
∞
∞

1,0,,,0,,
0

0 00 . Если в результате подстановки предельного 

значения аргумента, получаем неопределенное выражение, то надо выполнить 
тождественные преобразования, в результате которых устраняется 
неопределенность, а затем вычислить предел. 

Функция )(xf  называется непрерывной при ax = , если она определена в 
точке ax =  и в некоторой ее окрестности, а также )()(lim afxf

ax
=

→
. 

Если функция непрерывна в каждой точке некоторого промежутка, то она 
называется непрерывной на этом промежутке. 

Основные элементарные функции, а также суммы, произведения, частные 
этих функций непрерывные при всех x , при которых они существуют. 

Точки, в которых нарушается непрерывность, называются точками 
разрыва функции. Они классифицируются следующим образом: 
 а) Axf

ax
=

→
)(lim , но в точке ax =  функция не определена, ax =  –

устранимая точка разрыва.  

Например, функция 
x

x
y

sin=  при 0=x  неопределена, а 1
sin

lim
0

=
→ x

x
x

, 

следовательно, 0=x  – устранимая точка разрыва (рис. 18а); 
б) )0()(lim),0()(lim

00
+=−=

+→−→
afxfafxf

axax
, но )0()0( +≠− afaf ; 0=x  

– точка разрыва первого рода.  

Например, 




≥+
<−

=
;0,1

;0,1

xx

xx
y  1)1(limlim

00
−=−=

−→−→
xy

xx
, 

1)1(limlim
00

=+=
+→+→

xy
xx

.Односторонние пределы существуют, но не равнымежду 

собой, следовательно, 0=x  – точка разрыва первого рода (рис. 18б); 
 

y

x0

 

а) 

y

x0
-1

1

 

б) 

y

x0

 

в) 

Рис.18 

в) если хотя бы один из односторонних пределов не существует или 

бесконечен, то ax =  – точка разрыва второго рода.  
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Например, функция 
x

y
1=  не существует в точке 0=x  и 

+∞=−∞=
+→−→ xx xx

1
lim,

1
lim

00
, следовательно, 0=x  – точка разрыва второго рода 

(рис.18в). 

Асимптотой функции )(xfy =  называется прямая, расстояние от 

которой до графика этой функции стремится к 0, при удалении точки графика 

на бесконечность (рис. 19). 

Прямая ax =  является вертикальной асимптотой функции )(xf , если 

∞=
→

)(lim xf
ax

 (рис.19а). Непрерывные функции не имеют вертикальных 

асимптот в области их определения. 

Прямая bkxy +=  является наклонной асимптотой функции )(xf , если 

существуют конечные пределы bkxxfk
x

xf
xx

=−=
±∞→±∞→

))((lim,
)(

lim  (рис. 19б). 

Прямая by =  является горизонтальной асимптотой функции )(xf , если 

bxf
x

=
±∞→

)(lim . Горизонтальная асимптота является частным случаем наклонной 

асимптоты bkxy += . 

y

x0

M(x, y)

a

 

а) 

y

x0

M(x, y)

y=kx+b

 

б) 

y

x0
b

M(x, y)

 
 

в) 

Рис.19 
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ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНОЕ ИСЧИСЛЕНИЕ ФУНКЦИЙ ОДНОЙ 

ПЕРЕМЕННОЙ И ЕГО ПРИМЕНЕНИЕ 

Приращением функции )(xfy =  в точке 0xx =  называется разность  

)()( 00 xfxxfy −∆+=∆  

где x∆  – приращение аргумента (разница между новым и предыдущим его 

значениями). 

Производной функции )(xfy =  в точке 0xx =  называется предел 

отношения приращения функции в этой точке к приращению аргумента, когда 

приращение аргумента стремится к нулю, т.е. 

x

y
xy

x ∆
∆=′

→∆ 0
0 lim)(  или 

x

xfxxf
xf

x ∆
−∆+=′

→∆

)()(
lim)( 00

0
0 . 

Если указанный предел существует, то функция )(xf  называется 

дифференцируемой в точке 0xx = , а операцию нахождения производной – 

дифференцированием. 
y

x0

α

M0

My +0 ∆y

y0

x0 x +0 ∆x

φ
∆x

∆y

dy

 

Рис.20 

Геометрическая интерпретация показана на рис.20. MM 0  – секущая, 

проходящая через две точки ),( 000 yxM  и ),( 00 yyxxM ∆+∆+  кривой )(xfy = , 

x

y
tg

∆
∆=α . При 0→∆x  0MM → , а секущие переходят в касательную l , 

проходящую через точку 0M , к кривой, при этом ϕα tgtg → , где ϕ  – угол 

между положительным направлением оси OX  и касательной, который 

отсчитывается против часовой стрелки. Используя уравнение прямой вида 

)( 00 xxkyy −=− , запишем уравнение касательной к кривой )(xfy = , 

проходящей через точку ))(,( 00 xfx : 

ϕtgxfxxxfxfy =′−′=− )();)(()( 0000  
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Так как 
x

y
xy

x ∆
∆=′

→∆ 0
lim)( , то )()( xxf

x

y ∆+′=
∆
∆ α , где 0)( →∆xα  при 0→∆x , 

.0,)()( →∆∆∆+∆′=∆ xxxxxfy α  Тут xxf ∆′ )(  – главная часть y∆  при 0→∆x , так как 

).()( xOxx ∆=∆∆α  

 Дифференциалом функции )(xf  в точке 0xx =  называется главная часть 

приращения функции, линейная относительно 0, →∆∆ xx . Обозначается 

xxfdy ∆′= )( 0  или dxxfdy )( 0′= . Тогда 
dx

dy
xfxy =′=′ )()( , где dy – 

дифференциал функции, dx – дифференциал независимой переменной. 

Сравнение y∆  с  dy показывает, что dyy ≈∆ .  

Отсюда xxfxfxxf ∆′≈−∆+ )()()( 000 , xxfxfxxf ∆′+≈∆+ )()()( 000 . 

Эта формула применяется для приближенного вычисления значений 

функции при малых приращениях аргумента .x  

 

Таблица производных и дифференциалов 

 основных элементарных функций 

 )(xfy =  
dx

dy
y =′  dxydy ′=  

1. xy =  1=′y  dxdy =  

2. nxy =  1−=′ nnxy  dxnxdy n 1−=  

3. 
x

y
1=  2

1
x

y −=′  2x

dx
dy −=  

4. xy =  
x

y
2

1=′  
x

dx
dy

2
−=  

5. xay =  aay x ln=′  adxady x ln=  

6. xey =  xey =′  dxedy x=  

7. xy ln=  
x

y
1=′  

x

dx
dy =  

8. xy alog=  
ax

y
ln
1=′  

ax

dx
dy

ln
=  

9. xy sin=  xy cos=′  xdxdy cos=  
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10. xy cos=  xy sin−=′  xdxdy sin−=  

11. tgxy =  
x

y 2cos
1=′  

x

dx
dy 2cos

=  

12. ctgxy =  
x

y 2sin
1−=′  

x

dx
dy 2sin

−=  

13. xy arcsin=  
21

1

x
y

−
=′  

21 x

dx
dy

−
=  

14. xy arccos=  
21

1

x
y

−
−=′  

21 x

dx
dy

−
−=  

15. arctgxy =  
21

1
x

y
+

=′  21 x

dx
dy

+
=  

16. xarcctgy =  
21

1
x

y
+

−=′  21 x

dx
dy

+
−=  

  

Правило Лопиталя раскрытия неопределенностей типа 








0
0  и 









∞
∞ . 

Если 0)(lim)(lim ==
→→

xxf
axax

ϕ  или ∞==
→→

)(lim)(lim xxf
axax

ϕ , то 

)(

)(
lim

)(

)(
lim

x

xf

x

xf

axax ϕϕ ′
′

=
→→

, если последний предел существует (a  – конечное число 

или бесконечность). 

Неопределенности типа 00,1,,0 ∞∞⋅∞∞⋅  сводятся к неопределенностям 
0
0

 

и 
∞
∞

 путем алгебраических преобразований. 

Признаки возрастания и убывания функции: 

если 0)( >′ xf  на ),( ba , то функция )(xf  возрастает на этом интервале; 

если 0)( <′ xf  на ),( ba , то )(xf  убывает на этом интервале. 

Интервалы возрастания и убывания функции называются интервалами 

монотонности. 

Функция )(xfy =  достигает в точке 0xx =  локального максимума 

(max) (локального минимума (min)), если существует такая −ε окрестность 

точки 0x  ),( 0 εxU , что для любого ),( 0 εxUx∈  выполняется неравенство 
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))()()(()( 00 xfxfxfxf ≥≤ . Точки максимума и минимума функции )(xf  

называются точками локального экстремума. 

Необходимое условие экстремума. В точках экстремума первая производная 
равна 0 или ∞ , или не существует. Значения х, для которых 

)(,)(,0)( xfxfxf ′∞=′=′  не существуют, называются критическими точками 

первого рода; корни уравнения 0)( =′ xf  называются также стационарными 
точками. 

 
Схема полного исследования функции и построения ее графика. 

− определить область существования функции; 
− исследовать функцию на четность, нечетность, периодичность; 
− найти точки пересечения графика функции с осями координат; 
− исследовать точки разрыва функции, если они существуют, найти 
вертикальные асимптоты; 
− найти наклонные асимптоты, а в случае их отсутствия исследовать поведение 
функции при ±∞→x ; 
− определить интервалы возрастания и убывания функции и ее экстремумы; 
− определить интервалы выпуклости и вогнутости графика функции и ее точки 
перегиба. 
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