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Перелік умовних позначень 

a  – випадкове значення коефіцієнта в рівнянні твірної, м; 

B  – випадкове значення ширини обапола, м; 

d  – випадкове значення діаметра колоди у верхньому торці, м; 

maxd  – верхня межа діапазону діаметрів колоди у верхньому торці, м; 

mind  – нижня межа діапазону діаметрів колоди у верхньому торці, м; 

df  – щільність імовірності діаметра колоди у верхньому торці, 1/м; 

1
1


nF  – функція, зворотна до функції розподілу Стьюдента з )1( n  

ступенем свободи; 

sf  – щільність імовірності збігу колоди, м/м; 

h  –  відстань від осі колоди до зовнішньої пласті обапола, м; 

0h  – відстань від осі колоди до внутрішньої пласті обапола, м; 

k  – коефіцієнт; 

K  – випадкове значення коефіцієнту використання об’єму 

параболічної зони колоди, використаної для виготовлення обаполів; 

l  – випадкове значення довжини обапола: 

L  – довжина колоди, м; 

sm  – математичне сподівання збігу колод, м/м; 

n – кількість елементів вибірки; 
r  – випадкове значення радіусу колоди у верхньому торці, м; 

R  – випадкове значення радіусу колоди в нижньому торці, м; 

S  – випадкове значення площі зовнішньої пласті обапола, м2; 

BV  – випадкове значення об’єму обапола, м3; 

avBV  – вибіркове середнє арифметичне значення об’єму обаполів, м3; 

highBV  – верхня межа довірчого інтервалу оцінки об’єму обаполів, м3;  

lowBV  – нижня межа довірчого інтервалу оцінки об’єму обаполів, м3; 

CV  – об'єм чотирикантового серцевинного брусу, м3; 

LV  – об'єм колоди, м3; 

SV  – випадкове значення об’єму параболічної зони колоди, 
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використаної для виготовлення обаполів, м3; 

x  – відстань від верхнього торця колоди, м; 

0x  – випадкове значення зміщення верхівки твірної відносно 

верхнього торця колоди, м;  

y – відстань від осі колоди, м;  

  – довірчий рівень; 

l  – відстань від верхнього торця колоди до верхівки зовнішньої 

пласті обапола, м; 

n  – вибіркове середньоквадратичне відхилення об’єму обаполів, м3; 

s  – середньоквадратичне відхилення збігу колод, м/м; 

s  – коефіцієнт варіації збігу колод. 

 

ВСТУП 

 

Потреба в невиснажливому використанні лісових ресурсів та 

тенденція до зростання вартості круглих лісоматеріалів спонукають до 

якомога ефективнішого їх використання.  

Звернемо увагу на те, що розміри колод, навіть сортованих за 

товщиною, мінливі. Це стосується як товщини колоди у верхньому торці, 

так і збігу колоди (який суттєво впливає на вихід пиломатеріалів). Більш 

повне використання зони збігу може досягатися шляхом переробки дощок із 

зовнішньою пластю параболічної форми (обаполів) у рейкові клеєні вироби. 

Вплив розмірно-якісних параметрів колод на вихід пиломатеріалів вивчають 

за допомогою імітаційних і регресійних моделей. 

Тож вплив мінливості товщини колоди у верхньому та нижньому 

торцях на вихід пиломатеріалів доцільно визначати шляхом імовірнісного 

моделювання розпилювання колод, представлених правильними 

геометричними тілами мінливих розмірів. 

Розглядатимемо брусувальне розпилювання колоди з вирізанням 

чотирикантового бруса з перетином у формі квадрата, діагональ якого 

дорівнює мінімальній товщині верхнього торця колоди. При цьому 

вважатимемо, що паралельно кожній пласті бруса випилюються по одному 

бічному обаполу певної товщини, які є заготованками для різноманітних 

рейкових виробів.  

Отже, варійованим параметром при розробці поставу є товщина 

обапола, а критерієм оптимізації - об'єм частини обапола, придатної для 

використання при виготовлення рейкових виробів (тобто, об’єм прямого 

параболічного циліндра, основою якого є зовнішня пласть обапола). 

Оптимізацію товщини обаполів (вибирається із заданого переліку 

можливих значень, відповідних рейковим виробам) доцільно здійснювати 

пошуковим методом, оцінюючи зазначену складову об’єму обаполів. 
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Зважаючи на імовірнісний характер моделювання, у якості цільових 

функцій оптимізації можуть використовуватись точкова оцінка 

математичного сподівання зазначеної складової об’єму обаполів або нижня 

границя його довірчого інтервалу (при заданому довірчому рівні). 

Отже, для кожного з можливих значень товщини обапола 

пропонується здійснювати моделювання їх випилювання із застосуванням 

методу Монте-Карло для врахування розсіювання геометричних параметрів 

колод. Моделювання виконується в наступній послідовності: 

-  генерується випадкове значення діаметра колоди у верхньому торці; 

- генерується випадкове значення збігу колоди; 

- обчислюється діаметр колоди в нижньому торці; 

- порівнюється відстань від осі колоди до зовнішньої пласті обапола із 

діаметром колоди в нижньому торці та перевіряється можливість вирізання 

обапола з двома пропиляними поверхнями; 

-  обчислюється довжина та ширина обапола по зовнішній пласті (яка 

має параболічну форму); 

-  обчислюється об’єм відповідного прямого параболічного циліндра; 

Усереднюючи одержані значення об’ємів зазначених частин обаполів 

по множині реалізацій, можна обчислити його математичне сподівання. 

Визначення також моментів розподілу цього об’єму дає змогу обчислити 

також і нижню границю відповідного довірчого інтервалу. Для цього 

задаються певним довірчим рівнем та використовують методику визначення 

довірчого інтервалу для довільного розподілу генеральної сукупності 

випадкової величини (з обмеженим четвертим моментом) при невідомій  

дисперсії. 
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1  ТЕОРЕТИЧНІ ВІДОМОСТІ 

 

Для зручності розрахунків будемо використовувати представлення 

всіх лінійних розмірів колод і дощок у метрах. 

Зважаючи на те, що градація колод у товщині здійснюється з кроком 

значно меншим, ніж типові діапазони товщини пиловочних колод, будемо 

розглядати діаметр колоди у верхньому торці як розподілений відповідно до 

рівномірного закону: 

 

 maxmin ,ddd    ,                                              (1.1) 

minmax

1
)(

dd
dfd


  ,                                              (1.2) 

 

де d  – випадкове значення діаметра колоди у верхньому торці, м; 

maxd  – верхня межа діапазону діаметрів колоди у верхньому торці, м; 

mind  – нижня межа діапазону діаметрів колоди у верхньому торці, м; 

df  – щільність імовірності діаметра колоди у верхньому торці, 1/м. 

Збіг колод будемо розглядати як розподілений за нормальним 

законом, ураховуючи його залежність від багатьох факторів – 

лісорослинних умов, місця колоди в стовбурі тощо: 

 













 


2

2

2

)(
exp

2

1
)(

s

s

s
s

ms
sf


  ,                                   (1.3) 

 

де sf  – щільність імовірності збігу колоди, м/м; 

s  – середньоквадратичне відхилення збігу колод, м/м; 

sm  – математичне сподівання збігу колод, м/м. 

Середньоквадратичне відхилення збігу колод визначатимемо через 

його математичне сподівання та коефіцієнт варіації: 

 

sss m    ,                                                      (1.4) 

 

де s  – коефіцієнт варіації збігу колод. 

Обчислимо випадкове значення діаметра колоди в нижньому торці 

(див. рис. 1.1): 

 

LsdD   ,                                                       (1.5) 

 

де L  – довжина колоди, м. 
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Рисунок 1.1 – Схема вирізання обаполів 

 

Далі обчислимо випадкові значення радіусів колоди в нижньому та 

верхньому торці: 

 

2

d
r   ,                                                             (1.6) 

2

D
R   ,                                                            (1.7) 

 

де r  – випадкове значення радіусу колоди у верхньому торці, м; 

R  – випадкове значення радіусу колоди в нижньому торці, м; 

Розглядаючи колоду як усічений параболоїд обертання, обчислимо її 

об'єм за формулою: 

 

 LDdVL
22

8



 ,                                                (1.8) 

 

де LV  – об'єм колоди, м3. 

Рівняння твірної параболоїда обертання шукатимемо у вигляді: 

 

  0xxaxy    ,                                                  (1.8) 

 

де y – відстань від осі колоди, м;  

x  – відстань від верхнього торця колоди, м; 

a  – випадкове значення коефіцієнта в рівнянні твірної, м; 

0x  – випадкове значення зміщення верхівки твірної відносно верхнього 

торця колоди, м. 
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Для знаходження випадкових значень параметрів, які входять в 

рівняння твірної (1.8), складемо систему рівнянь: 

 

 

 







RLy

ry 0
  ,                                                      (1.9) 

 

Перетворимо систему рівнянь (1.9) з урахуванням (1.8): 

 

 

 









LxaLy

xay

0

00
 ,                                               (1.10) 

 









LxaR

xar

0
22

0
22

  .                                               (1.11) 

 

Розв'яжемо систему рівнянь (1.11): 

 

LaxaR 2
0

22  ,                                               (1.12) 

LarR 222  ,                                                  (1.13) 
222 rRLa  ,                                                  (1.14) 

L

rR
a

22
2 
 ,                                                   (1.15) 

L

rR
a

22 
 .                                                    (1.16) 

 

Випадкове значення зміщення верхівки твірної відносно верхнього 

торця колоди визначимо, перетворюючи (1.10) з урахуванням (1.16): 

 

0

22
2 x

L

rR
r


  ,                                              (1.17) 

22

2

0
rR

Lr
x


  .                                                 (1.18) 

 

Відстань від верхнього торця колоди до верхівки зовнішньої пласті 

обапола визначимо з рівняння: 

 

  hly   ,                                                     (1.19) 
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де h  –  відстань від осі колоди до зовнішньої пласті обапола, м; 

l  – відстань від верхнього торця колоди до верхівки зовнішньої пласті 

обапола, м. 

Перетворюючи (1.19) з урахуванням (1.8), отримаємо: 

 

hxla  0 ,                                             (1.20) 

  2
0

2 hxla  ,                                           (1.21) 

2
0

22 hxala  ,                                          (1.22) 

0
222 xahla  ,                                          (1.23) 

2
0

22

a

xah
l


 ,                                            (1.24) 

02

2

x
a

h
l  ,                                             (1.25) 

22

2

22

2

rR

Lr

L

rR

h
l





 ,                                     (1.26) 
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2
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2

rR

Lr

rR

Lh
l





 ,                                     (1.27) 

22

22

rR

LrLh
l




 ,                                           (1.28) 

 
22

22

rR

Lrh
l




  .                                         (1.29) 

 

Це дає змогу обчислити випадкове значення довжини обапола, 

виміряної по зовнішній пласті: 

 

lLl  ,                                               (1.30) 

 

де l  – випадкове значення довжини обапола: 

Тепер обчислюємо ширину обапола: 

 

222 hRB  ,                                         (1.31) 

 

де B  – випадкове значення ширини обапола, м. 

Далі обчислюємо випадкове значення площі зовнішньої пласті 

обапола: 
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BlS
3

2
 ,                                                      (1.32) 

 

де S  – випадкове значення площі зовнішньої пласті обапола, м2. 

Обчислюємо випадкове значення об’єму обапола (його корисної 

частини, придатної для виготовлення рейкових заготованок): 

 

 0hhSVB   ,                                                  (1.33) 

 

де BV  – випадкове значення об’єму обапола, м3; 

0h  – відстань від осі колоди до внутрішньої пласті обапола, м. 

Тепер обчислюємо об'єм чотирикантового серцевинного брусу 

(однаковий для всіх колод): 

 

LhVC
2
0  ,                                                        (1.34) 

 

де CV  – об'єм чотирикантового серцевинного брусу, м3. 

За результатами багатократного повторення наведених вище 

розрахунків обчислюють середнє арифметичне значення об’єму обаполів 

(без урахування відходів в об зольні рейки) як точкову оцінку 

математичного сподівання зазначеного об’єму та точкову оцінку 

середньоквадратичного відхилення зазначеного об’єму, а також середнє 

арифметичне значення об’єму параболічної зони колоди, використаної для 

виготовлення обаполів  

Далі задаються певним довірчим рівнем та обчислюють інтервальну 

оцінку об’єму обаполів, використовуючи методику такого оцінювання для 

довільного розподілу генеральної сукупності випадкової величини (з 

обмеженим четвертим моментом) і невідомій  дисперсії за формулою: 

 








 
 


2

11
1


nFk  ,                                             (1.35) 

1


n
kVV n

avBlowB


 ,                                        (1.36) 

1


n
kVV n

avBhighB


 ,                                       (1.37) 

 

де k  – коефіцієнт; 
1
1


nF  – функція, зворотна до функції розподілу Стьюдента з )1( n  
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ступенем свободи. 

  – довірчий рівень; 

lowBV  – нижня межа довірчого інтервалу оцінки об’єму обаполів, м3; 

avBV  – вибіркове середнє арифметичне значення об’єму обаполів, м3; 

n – кількість елементів вибірки; 

n  – вибіркове середньоквадратичне відхилення об’єму обаполів, м3; 

highBV  – верхня межа довірчого інтервалу оцінки об’єму обаполів, м3. 

 

 

2 ВИХІДНІ ДАНІ 

 

Вихідними даними для виконання роботи є: 

– нижня межа діапазону діаметрів колоди у верхньому торці; 

– верхня межа діапазону діаметрів колоди у верхньому торці; 

– відстань від осі колоди до внутрішньої пласті обапола; 

– відстань від осі колоди до зовнішньої пласті обапола; 

– довжина колоди; 

– математичне сподівання збігу колод; 

– коефіцієнт варіації збігу колод; 

– кількість колод, розпилювання яких моделюється 

– довірчий рівень. 

 

 

3 ПОСЛІДОВНІСТЬ І ПРИКЛАД ВИКОНАННЯ РОБОТИ  

 

Моделювання здійснено в електронній таблиці Libre Calc з пакету 

програм Libre Office. Кількість колод, розпилювання яких моделювалось 

методом Монте-Карло, становить 1000. Приклад вихідних даних і 

результатів моделювання наведено на рис. 3.1.  

Моделювання здійснено в наступній послідовності. 

Для кожного випадку розпилювання колоди відведено окремий рядок 

електронної таблиці, у якій введена відповідні формули.  

Випадкове значення діаметру колоди у верхньому торці генерується за 

допомогою вбудованої функції RAND, яка повертає випадкове число 

діапазоні від нуля до одиниці, тож результат виклику цієї функції 

зміщується та масштабується (див. рис. 3.2). 

Для генерації випадкового збігу колоди, розподіленого за нормальним 

законом, використовується метод зворотної функції (у даному випадку 

використовується функція, зворотна інтегральної функції нормального 
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розподілу NORMINV, аргументом якої є рівномірно розподілене випадкове 

числом на інтервалі )1,0( (див. рис. 3.3). 

Далі в рядку вводяться формули для обчислення: 

- діаметра колоди в нижнього торці,  

- радіусів колоди у верхньому та нижньому торці,  

- коефіцієнта пропорційності в рівнянні твірної параболоїда обертання 

(див. рис. 3.4); 

- відстані від верхнього торця колоди до верхівки зовнішньої пласті 

обапола (за допомогою умовного оператора перед обчисленням 

перевіряється виконання умови Rh  ) - див. рисунок 3.5; 

- довжини обапола (по зовнішній пласті),  

- ширини обапола (див. рис. 3.6);  

- площі зовнішньої пласті обапола, 

- об'єму обапола, 

- об'єму колоди (див. рис. 3.7);  

- загальної кількості колод, параметри яких обчислюються в одному 

експерименті (див. рис. 3.8); 

- коефіцієнту k (див. рис. 3.9); 

- середнього арифметичного значення об’єму обаполів (див. рис. 3.10); 

- середньоквадратичного відхилення об’єму обаполів (див. рис. 3.11); 

- нижньої та верхньої меж довірчого інтервалу оцінки об’єму обаполів 

(див. рис. 3.12, 3.13). 
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Рисунок 3.1 – Приклад вихідних даних і результатів моделювання 
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Рисунок 3.2 – Генерування випадкового значення діаметру колоди у 

верхньому торці 
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Рисунок 3.3 – Генерування випадкового значення збігу колоди 
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Рисунок 3.4 – Обчислення коефіцієнта пропорційності в рівнянні твірної 

параболоїда обертання
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Рисунок 3.5– Обчислення відстані від верхнього торця колоди до верхівки 

зовнішньої пласті обапола
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Рисунок 3.6 – Обчислення ширини обапола 
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Рисунок 3.7 – Обчислення об'єму колоди
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Рисунок 3.8 – Визначення загальної кількість колод
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Рисунок 3.9 – Обчислення коефіцієнту k  
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Рисунок 3.10 – Обчислення середнього об’єму обаполів 
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Рисунок 3.11 – Обчислення середньоквадратичного відхилення об’єму 

обаполів 
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Рисунок 3.12 – Обчислення нижньої межі довірчого інтервалу оцінки об’єму 

обаполів
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Рисунок 3.13 – Обчислення верхньої межі довірчого інтервалу оцінки 

об’єму обаполів
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Контрольні питання 

1. Які дані є вихідними для виконання роботи? 

2. Які параметри обапола обчислюються при моделюванні 

розпилювання колоди?  

3. Який закон розподілу використовується для апроксимації розподілу 

товщини колоди у верхньому торці? 

4. Який закон розподілу використовується для апроксимації розподілу 

збігу колоди? 

5. У якій послідовності виконується робота? 

6. Які імовірнісні параметри, що узагальнено характеризують 

ефективність розпилювання колод, визначаються при виконанні роботи? 
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