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Рассмотрены проблем ы определения физических свойств 

многоком понентной см еси в  процессе производства пищевых продуктов . 
Предложен алгоритм  физико-математического м оделирования процесса 
см ешивания и теоретического нахождения свойств см еси по известным 
физическим  свойствам исходных компонентов  продукта. Показана 
принципиальная возм ожность определения свойств см еси без проведения 
эксперимента. 

Ключевые слова: см ешивание, физико-математическое 
моделирование, физические свойства см еси. 

 
ВИЗНАЧЕННЯ ФІЗИЧНИХ ВЛАСТИВОСТЕЙ СУМІШІ 

В ТЕХНОЛОГІЧНИХ ПРОЦЕСАХ 
 

М.І. Погожих , Д.О. Торяник 
 

Розглянуто проблеми визначення фізичних властивостей 
багатокомпонентної суміші в  процесі виробництва харчових продуктів . 
Запропоновано алгоритм  фізико-математичного моделювання процесу 
зм ішування і теоретичного знаходження властивостей сум іші за в ідомими 
фізичними властивостями початкових компонентів  продукту. Показана 
принципова м ожлив ість визначення властивостей сум іші без проведення 
експерименту. 

Ключові слова: змішування, фізико-математичне моделювання, 
фізичні властивості сум іші. 
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DETERMINATION OF PHYSICAL PROPETIES  
OF THE MIXTURE IN TECHNOLOGICAL PROCESSES  

 
M. Pogozhikh, D. Torianik 

 
Most of technological processes used in the food industry are based on 

mixing processes that are main in food products’ manufacture. The result of mixing 
is a product with unknown physicochemical properties, determined by the 
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components, which are to be mixed, and the interaction between them. Experimental 
definition of these properties is related with both time and material costs. If the 
initial properties of the components are known, it is advisable to use them to 
determine the properties of the product obtained without carrying out the 
experiment, i.e. by theoretical physico-mathematical modeling using computer 
technology. From the mathematical point of view, this means restoration of the form 
of some unknown function that determines physical properties of the final or 
intermediate product, according to the known functions of the properties of the 
components. 

The aim of the study is to develop an algorithm and theoretical methods for 
determining physical properties of a mixture in technological processes used in the 
food industry, based on the known properties of the mixing components. 

The studies allow to assume that the offered method of physical and 
mathematical modelling is a powerful tool for researching both ready-made 
mixtures and their properties during their preparation. The principal possibility of 
determining physical properties of a mixture based on known properties of blended 
components is shown, an algorithm for this determination has been developed and 
its effectiveness in determining the density and temperature of the mixture has been 
verified. 

Keywords: mixing, physical and mathematical modelling, physical 
properties of the mixture. 
 

Постановка проблемы в общем виде. В основе большинства 
технологических процессов, которые используются в пищевой 
промышленности, лежат процессы смешивания, нагревания и т.п. 
Процесс смешивания является базовым в пищевой промышленности, и 
приготовление любого пищевого продукта чаще всего сопровождается 
операцией смешивания различных компонентов, имеющих 
определенны е свойства, которые в большинстве случаев известны. Это 
могут быть жидкости, газы, сы пучие материалы, тверды е тела и 
различные их сочетания. Смешивание может сопровождаться 
процессами растворения, образования эмульсий, суспензий и т.д. В 
смесях могут протекать разнообразные химические реакции, 
кардинально меняющие свойства продукта. Но в любом случае 
результатом смешивания является продукт, физико-химические 
свойства которого новые и часто неизвестные, но определяются 
смешиваемыми компонентами и взаимодействием между ними. 
Экспериментальное определение этих свойств связано как с 
временными, так и с материальными затратами. Если исходные 
свойства компонентов известны, то целесообразно использовать их 
для определения свойств полученного продукта без проведения 
эксперимента, то есть путем теоретического физико-математического 
моделирования с использованием компьютерной техники. С 
математической точки зрения это означает восстановление вида 
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некоторой неизвестной функции, определяющ ей физические свойства 
конечного или промежуточного продукта по известным функциям 
свойств компонентов. 

Анализ последних исследований и публикаций. 
Отечественная и зарубежная литература изобилует публикациями, 
которые посвящены исследов анию процесса смешив ания, как части 
производственного процесса изготовления пищевых продуктов, так и 
самостоятельного процесса. Однако абсолютное большинство статей 
рассматривают проблемы, связанные либо с экспериментальным 
определением параметров готовой смеси [1–3], качества полученной 
смеси [4] либо с аппаратным обеспечением конкретного процесса 
смешивания [5; 6]. Моделированию смешивания посвящено 
значительно меньше статей, причем моделируется процесс 
смешивания каких-либо конкретных компонентов на каком-либо 
конкретном оборудовании [7; 8]. 

Целью статьи является разработка алгоритма и теоретических 
методов определения физических свойств смеси в технологических 
процессах, использующихся в пищевой промышленности, по 
известным свойств ам смешивающихся компонентов. 

Изложение основного материала исследования. 
Предположим, что вид процесса смешивания и физические свойства, 
которые необходимо определить, установлены. Рассмотрим две 
изолированные произвольные области пространств а, имеющие объемы  

1V  и 2V , в которых заданы функции  qf1  и  qf2  одних и тех же 
обобщенных координат q , определяющие некоторый один и тот же 
физический параметр областей. Объединим эти области в одну с 
объемом V . Исходя из того, что все физические величины либо 
аддитивны (масса, энергия, заряд и др.), либо могут быть выражены  
через аддитивные величины, предположим, что существуют такие 
операторы, для которых справедливо равенство: 

 
     qfBqfAqf 21

ˆˆ  ,   (1) 
 

где  qf  – неизвестная функция, определяющ ая один и тот же 

параметр объединенной области; Â  и B̂  некоторые операторы, 
осуществляющие преобразов ание функций  qf1  и  qf2 . 

Схема данного алгоритма теоретического определения  
неизвестных физических свойств смеси приведена на рис. 1. 
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Рис. 1. Схема алгоритма теоретического определения 
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Рассмотрим некоторые применения равенства (1),  
подтверждающие справедливость алгоритма, приведенного выше. 

Пусть необходимо смешать два вещества, имеющие разные 
известные плотности и сосредоточенные в объемах 1V  и 2V . В 
результате получим смесь, занимающую объем V , с неизвестной 
плотностью. При этом всегда выполняется равенство:  
 

VVVV  21 , 
 

где V  учитывает изменение объема смеси. 
Плотность не является аддитивной величиной, и плотность  

целого не равна сумме плотностей частей. Выразим плотность через  
аддитивную величину – массу. Согласно закону сохранения массы  
имеем 
 

21 mmm  , 
 

где m  – масса вещества в объеме V ; 1m  и 2m  массы веществ, 
сосредоточенных в объемах 1V  и 2V  соответств енно. 

Если во всех объемах вещество распределено равномерно, то 
плотности постоянны. Обозначив их через  , 1  и 2 , получаем 
 

2211 VVV   , 
 

отсюда 
 

2
2

1
1 

V
V

V
V  . 

 

Обозначив A
V
V ˆ1   и B

V
V ˆ2  , получаем равенство (1). Оно легко 

обобщается  на случай произвольного числа компонентов 
 


i

iiA  ˆ . 
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Данное равенство будет справ едливо при смешивании газов или 
жидкостей, растворении твердого тела в жидкости или смеси 
жидкостей без существенных химических превращений. При 
смешивании сы пучих компонентов и определении насыпной 
плотности необходимо учитывать дисперсность систем, что приведет к 
появлению поправочных коэффициентов и не нарушит общности. 

Если распределение плотности в объеме неоднородно, то 
плотность является функцией координат и масса в ещества, 
ограниченного замкнутой областью пространств а, выражается 
тройным интегралом по объему этой области 

 

V

dVzyxm ),,( .                                        (2) 

 
Для нашего случая имеем 
 

 
21

),,(),,(),,( 21
VVV

dVzyxdVzyxdVzyx  , 

 
где ),,( zyx , ),,(1 zyx  и ),,(2 zyx  – объемные плотности 
распределения массы в объемах V , 1V  и 2V  соответств енно. 

Обозначив операторы интегриров ания по объемам  V , 1V  и 2V  

соответственно через Î , 1̂I  и 2Î , получим 
 

     zyxIzyxIzyxI ,,ˆ,,ˆ,,ˆ
2211   . 

 
Разделив обе части уравнения на Î , получим выражение для 

плотности вещества заключенного в объеме V  в символьном виде 
 

     zyx
I

Izyx
I
Izyx ,,ˆ

ˆ
,,ˆ

ˆ
,, 2

2
1

1   ,     (3) 

 
что также согласуется с (1). Здесь под делением на оператор Î  
понимается нахождение решения интегрального уравнения. Равенство 
(3) также будет справедливо при смешивании любого количества 
компонентов: 

   
i

i
i zyx
I
Izyx ,,ˆ
ˆ

,,  . 
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Если смешивание компонентов сопровождается химическими 
реакциями либо продолжается определенное время, в течении 
которого необходимо контролировать параметры смеси, то плотность 
кроме зависимости от координат еще и меняется со временем. При 
объединении нескольких объемов с разными плотностями в один 
возникает поток массы через поверхность раздела областей S  
 

 
S

dSJ nF , 

 
где F  – векторное поле, создав аемое градиентом плотности в 
диффузионных процессах либо полем скоростей частиц в  
конвективных процессах; n  – вектор нормали к внешней стороне 
поверхности S . Этот поток  численно равен массе в ещества, 
проходящего через поверхность S  в единицу времени. Если 
поверхность S  замкнута, то в силу теоремы Остроградского-Гаусса 
имеем 
 

 
S V

divFdVdSnF , 

 
что дает возможность связать изменение массы со временем в объеме с 
дивергенцией векторного поля 
 


V

dVdiv
dt
dm F . 

 
Используя формулу (2), получаем 

 

 
VV

dVdivdV
dt
d F  

 
и приходим к известному уравнению Фика 
 

Fdiv
dt
d  . 
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При смешивании двух компонентов имеем 
 

    consttmtmm  21  
и 

021 
dt

dm
dt

dm , 

 
тогда 
 

0),,(),,(),,(
21

21  
VVV

dVzyx
dt
ddVzyx

dt
ddVzyx

dt
d  , 

 
что свидетельствует о наличии двух взаимно проникающих потоков 
массы 
 

 
21

),,(),,( 21
VV

dVzyx
dt
ddVzyx

dt
d  . 

 
Нередко процесс смешив ания сопровождается нагреванием 

либо смешиваемые компоненты имеют разные температуры. Тогда 
наряду с потоком массы возникает поток тепла, направленный от 
более нагретой компоненты к менее нагретой. В простейшем случае 
постоянных температур смешиваемых компонент 1T  и 2T  имеем 
 

 1111 TTmcQ  , 
 2222 TTmcQ  , 

 
где T  – температура смеси. 

Поскольку в условиях теплового баланса 
 

021  QQ , 
 

то температура смеси 
 

21
ˆˆ TBTAT  , 
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где операторы 
2211

11ˆ
mcmc

mcA


 ,  
2211

22ˆ
mcmc

mcB


 , и полностью 

соответствует формуле (1). Очевидно, что суть формулы не изменится 
при смешив ании не двух, а большего количества компонентов. 

Выводы. Проведенные исследования позволяют предположить, 
что предложенный метод физико-математического моделирования 
является мощным средством исследования как готовых смесей, так и 
их свойств во время приготовления. Показана принципиальная 
возможность определения физических свойств смеси по известным 
свойствам смешиваемых компонентов, разработан алгоритм такого 
определения и проверена его эффективность при определении 
плотности и температуры смеси. 

Дальнейшее развитие направления исследования связано с 
экспериментальной проверкой результатов теоретического 
моделирования на конкретных процессах смешивания, более 
детальным исследованием изменения свойств смеси и смешиваемых 
компонентов непосредств енно во время смеш ивания и численное 
(компьютерное) моделирование процесса смеш ивания. 
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