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ПРИ БОЛЬШИХ ПРОГИБАХ 
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Институт проблем машиностроения им. А.Н. Подгорного НАН Украины 

Разработана двухуровневая процедура минимизации массы 
слоистых композитных пластин при импульсном нагружении. 
Деформирование пластин рассматривается в геометрически нелинейной 
постановке. Задача оптимизации решается гибридным поисковым 
методом с адаптивным управлением вычислительным процессом. 

Создание современных конструкций требует учитывать повышенные 
требования к их прочности и надежности. При этом необходима оценка 
степени оптимальности разработки на всех этапах проектирования. По-
этому разработка методов оптимального проектирования конструкций 
является актуальной задачей, решение которой позволит оценить на-
сколько близка реальная конструкция к оптимальной. 

В области оптимального проектирования композитных элементов 
конструкций основное внимание уделяется задачам оптимизации конст-
рукций при статическом деформировании и свободных колебаниях [1–3]. 
Менее исследованы вопросы оптимального проектирования слоистых 
композитных конструкций при нестационарном деформировании в усло-
виях реального нагружения [4, 5]. Так как задачи оптимального проекти-
рования таких конструкций являются многокритериальными, чаще всего 
их решают посредством минимизации функционала, в который входят 
все критерии оптимальности, умноженные на весовые множители [5, 6]. 
Это требует знания информации о задаче, которая может быть заранее 
неизвестна. Иной путь решения многокритериальных задач состоит в 
применении многоуровневых процедур оптимизации [7]. Следует отме-
тить, что деформирование конструкций в этих работах рассматривается в 
линейных постановках, без учета больших прогибов, которые могут воз-
никать в процессе решения задачи оптимизации.  

В настоящей работе разработан двухуровневый подход к минимиза-
ции массы слоистых композитных пластин при импульсном нагружении. 
На первом уровне предлагаемой двухуровневой процедуры варьируются 
толщины слоев, и минимизируется масса пластины. На втором уровне 
толщины слоев, полученные в результате минимизации массы, фиксиру-
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ются, и минимизируется максимальное значение критерия прочности 
слоев путем изменения углов армирования слоев. Оптимальный проект 
является результатом итеративного процесса, который продолжается до 
достижения заданных значений критериев точности. В отличие от работы 
[7] нестационарные колебания пластины рассматриваются в геометриче-
ски нелинейной постановке. 

Рассмотрим прямоугольную слоистую пластину постоянной толщи-
ны H, собранную из произвольного числа анизотропных слоев I  посто-
янной толщины ih   Ii ,1 , в декартовой системе координат. На пласти-
ну действует поперечная импульсная нагрузка  tyxp ,, . Оси материала 
каждого слоя произвольно ориентированы по отношению к срединной 
плоскости пластины.  

Перемещения точек пластины согласно кинематическим гипотезам 
теории типа Тимошенко представляются в виде 
     tyxztyxutzyxu x ,,,,,,, 01  ,      tyxztyxvtzyxu y ,,,,,,, 02  , 

      tyxztyxwtzyxu z ,,,,,,, 03  , 
где      tyxwtyxvtyxu ,,,,,,,, 000  – перемещения точек срединной плос-

кости в направлении координатных осей;    tyxtyx yx ,,,,,   – 
углы поворота нормального элемента,  tyxz ,,  – обжатие норма-
льного элемента; t – время.  

Соотношения Коши для деформаций ije  приняты нелинейными 
(квадратичными). Компоненты тензора деформаций представляем через 
компоненты вектора перемещений в соответствии с работой [8]. Компо-
ненты тензора напряжений ij  определяются законом Гука для анизо-
тропного тела [9] 

 6,1,,  jieC jijij , 

где ijC  – независимые упругие постоянные. 

Решение задачи о нестационарном деформировании пластины полу-
чено методом конечных элементов с использованием сетки прямоуголь-
ных восьмиузловых конечных элементов [10]. 

Задача оптимизации математически сводится к задаче нелинейного 
программирования. В общем случае задача нелинейного программирова-
ния заключается в отыскании экстремальной точки 

 )(extrarg XX
X

F
G
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функции цели  XF  при заданных ограничениях в виде равенств  
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   ,0XiG       11,= mi  

и (или) неравенств 

   ,0XG j       21,= mj , 

где   NiX i ,1= ,X   вектор пространства варьируемых параметров; 
G - допустимая область изменения варьируемых параметров. 

Функции  XF ,  XiG ,  XjG   вещественны, непрерывны и огра-
ничены;  XF  определена на множестве  XGG  , а  XiG  и  XjG  – на 

некотором его расширении GG  . 
Ранее было установлено, что задачи оптимизации слоистых компо-

зитных конструкций при нестационарном нагружении относятся к классу 
многоэкстремальных задач, так как допустимая область имеет невыпук-
лые границы, которые к тому же являются подвижными, меняющимися 
от шага к шагу [7, 11]. Алгоритмическая реализация ограничений также 
увеличивает время процесса поиска экстремума. Поэтому в качестве ме-
тода решения используется эффективный гибридный поисковый метод 
оптимизации с адаптивным управлением вычислительным процессом 
[11]. 

Рассмотрим подробно двухуровневую итерационную процедуру ми-
нимизации массы слоистой пластины.  

На первом уровне минимизируется масса пластины, а варьируемыми 
параметрами задачи являются толщины слоев  ihX , Ii ,1 . Необхо-

димо отыскать значения независимых параметров    ihX , при которых 
масса пластины  XMF  принимает наименьшее значение, то есть 

  XMM FF min ,   



I

i
iiM hSF

1
 , (1) 

где BAS   – площадь срединной плоскости пластины; A  и B  – дли-
ны сторон пластины; i  – плотность материала слоя. 

Ограничиваются минимальные и максимальные значения толщин 
слоев  

 Iihhh i ,1,maxmin  , 
а также максимальное значение прогиба пластины 

 ,1max
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1
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Для оценки прочности слоев используется критерий Цая-Ву [9] 

 1maxmax
,],0[
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k
c FFF   ,   6,1, ji ,   Ik ,1 , 

CT XXF 111  , CT YYF 112  , CT ZZF 113  ,  CT XXF 111  , 
 CTYYF 122  ,  CT ZZF 133  , 

2
44 1 RF  , 

2
6655 1 SFF  , 

CTCT YYXXF 5,012  , CTCT ZZXXF 5,013  , 

CTCT ZZYYF 5,023  , 
TTT ZYX ,,  – пределы прочности материала при растяжении,  

CCC ZYX ,,  – при сжатии, SR,  – при сдвиге;  
k
i  – компоненты напряжений в главных осях материала;  

 – область, занимаемая срединной плоскостью пластины. 
Напряжения, входящие в критерий прочности (3), оцениваются на 

отрезке времени ],0[ T , который выбирается так, чтобы на его протяже-
нии проявились все основные факторы, характеризующие процесс неста-
ционарного деформирования в допустимой области изменения варьируе-
мых параметров.  

На втором уровне минимизируется максимальное значение критерия 
прочности: 

  Xcc FF min ,   k
cIyxTc FF

],1[,],0[
maxmaxmax


 .  (4) 

Варьируемыми параметрами задачи являются углы армирования 
слоев  iX , Ii ,1 , которые ограничиваются минимальными и мак-
симальными значениями, 

 maxmin   i ,   Ii ,1 . 

Поиск оптимальной точки на каждом уровне продолжается до тех 
пор, пока относительное изменение функции цели (1) или (4) не превысит 
некоторую заданную величину: 
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где n – номер итерации, cM  ,  – положительные константы, определя-
ющие точность поиска экстремума. Сходимость решения на каж-
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дой итерации процедуры, объединяющей оба уровня, оценивается 
аналогично. 

В качестве иллюстрации разработанного подхода рассматривается 
минимизация массы шарнирно опертой восьмислойной пластины сим-
метричного строения ( 1

8721 hhhhh  , 2
6543 hhhhh  , 

 s21 /   ) со следующими характеристиками слоев: 5,1321 E  ГПа, 
8,1032  EE  ГПа, 7,51312  GG  ГПа, 4,323 G  ГПа, 24,01  , 

1500  кг/м3; 1515TX  МПа, 8,43 TT ZY  МПа, 1697CX  МПа, 
8,43 CC ZY  МПа, 6,67R  МПа, 9,86S  МПа. Варьируемые пара-

метры ограничиваются такими допустимыми значениями: 5,0min h  мм, 

5max h  мм, o
min 0 , o

max 90 . На пластину действует поперечная 
равномерно распределенная импульсная нагрузка  tHPp 0 , где  tH  – 
функция Хевисайда, 1,00 P  МПа. Длительность характерного отрезка 
времени составила 0,15 с. Во всех рассмотренных случаях число итера-
ций не превысило десяти. 

В таблице 1 приведены результаты решения задачи минимизации 
массы для пластин с разными соотношениями длин сторон AB / , 

5,0A  м. Здесь  ABFH M    – толщина пластины при оптимальных 
значениях варьируемых параметров. 

Таблица 1. Влияние соотношения длин сторон AB /   
на оптимальный проект 

AB /  21 / hh , мм H , мм 21 /    
cF  

1,0 0,8681/0,8929 7,0439 oo ,460/45,4   0,034 

1,5 0,8922/0,8749 7,0717 oo ,090/46,0   0,061 

2,0 0,8929/0,8830 7,1040 oo ,090/,460   0,063 

Во всех проектах толщины слоев приблизительно одинаковы, но не 
равны граничным значениям, так как иначе нарушается условие (2). Для 
квадратной пластины оптимальные значения углов армирования 1  
близки к o45 , углов 2  – к o0 . Для прямоугольных пластин значения 
углов наружных слоев 1  близки к o0 , а углов 2  – к o90 .  

Сравнение результатов решения задачи в линейной [7] и нелинейной 
постановках показало, что учет геометрической нелинейности позволил 
снизить массу пластины на 70 %. Значение критерия прочности также 
существенно уменьшилось.  
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Полученные оптимальные значения углов армирования хорошо со-
гласуются со схемами армирования, разработанными экспериментально и 
применяемыми на практике [12].  

Таким образом, разработан двухуровневый итерационный подход к 
минимизации массы слоистых композитных пластин при импульсном 
нагружении. Его преимущество в сравнении с одноуровневыми подхода-
ми заключается в том, что он позволяет получать проекты пластин мини-
мальной массы при минимально возможных значениях напряжений, вхо-
дящих в критерий прочности.  

Предложенный подход позволяет, не прибегая к дорогостоящим 
экспериментальным исследованиям, численно проанализировать различ-
ные конструктивные решения и осуществить рациональный выбор слои-
стых композитных конструкций при высокоскоростных интенсивных 
нагружениях с учетом повышенных требований к их прочности и надеж-
ности.  
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Анотація 

ДВОРІВНЕВИЙ ПІДХІД ДО МІНІМІЗАЦІЇ МАСИ 
ШАРУВАТИХ КОМПОЗИТНИХ ПЛАСТИН ПРИ 

ВЕЛИКИХ ПРОГИНАХ 

Кантор Б.Я., Сметанкина Н.В. 

Розроблено дворівневу процедуру мінімізації маси шаруватих 
композитних пластин при імпульсному навантаженні. Деформування 
пластин розглядається в геометрично нелінійній постановці. Задача 
оптимізації розв’язується гібридним пошуковим методом з адаптивним 
керуванням обчислювальним процесом.  

Abstract 

TWO-LEVEL APPROACH TO MINIMIZATION OF 
WEIGHT OF LAMINATED COMPOSITE PLATES 

UNDER LARGE DEFLECTIONS 

B. Kantor, N. Smetankina 

A two-level procedure of minimization of weight of laminated composite 
plates at an impulse load is developed. Deformation of plates is considered in 
geometrically nonlinear statement. Optimization problem is solved by the 
hybrid search method with adaptive control of computing process. 


