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ПЕРЕДМОВА 

Опір матеріалів належить до загально - технічних дисциплін. 

Мета вивчення дисципліни полягає в тому, щоб навчити май-
бутніх фахівців методам розрахунку на міцність, жорсткість та 
стійкість елементів машин, правильно вибирати матеріал для їх 
виготовлення, конструювати оптимальні розміри і форму попере-
чних перерізів деталей, забезпечувати їх працездатність, економі-
чність і безпечність у використанні. 

Основні завдання – навчити студентів правильно створювати 
розрахункові схеми конструкцій, проводити розрахунки типових 
елементів машин, аналізувати різні варіанти та вибирати оптима-
льні рішення, в тому числі і за економічними критеріями. Викла-
дення опору матеріалів забезпечує можливість формування і роз-
витку у студента інженерного мислення, уміння аналізувати пи-
тання розвитку технічних наук. 

При вивченні опору матеріалів студентами використову-
ються отримані раніше знання з вищої математики, фізики, тео-
ретичної механіки та інших дисциплін; в той же час отримані 
знання з опору матеріалів дають можливість використовувати їх 
при вивченні спеціальних дисциплін, в тому числі при проекту-
ванні та проведенні розрахунків елементів машин та обладнання 
сільськогосподарського виробництва та лісового комплексу. 

На лекціях розглядаються теоретичні питання і обґрунтову-
ються  методи розв’язання питань забезпечення статичної і дина-
мічної міцності елементів машин, на практичних і лабораторних 
заняттях відпрацьовуються навички застосування цих методів у 
практиці розрахунків. 
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1. ЗАГАЛЬНІ МЕТОДИЧНІ ВКАЗІВКИ 

У період сесій студентам заочного навчання надається мо-
жливість прослухати курс лекцій і виконати лабораторні і прак-
тичні роботи; протягом семестру їм необхідно зробити дві конт-
рольні роботи. 

При вивченні дисципліни особливу увагу потрібно звер-
нути на основні поняття і визначення дисципліни, методи теоре-
тичного і експериментального оцінювання рівня міцності, жорс-
ткості та стійкості елементів машин, шляхи і методи підвищення 
і забезпечення працездатності машин при конструюванні їх еле-
ментів. 

Вивчення дисципліни рекомендується проводити по темах 
курсу, наведених далі. 

В залежності від вимог програми дисципліни кожен сту-
дент має виконати одну або дві контрольних роботи.  

Завдання на виконання контрольних робіт видаються при 
проведенні настановних занять. 

2. ВКАЗІВКИ ПРО ПОРЯДОК ВИКОНАННЯ 
КОНТРОЛЬНИХ РОБІТ 

Кожен студент виконує таку кількість контрольних робіт, 
яка передбачена навчальним планом. Задачі, які входять у склад 
кожної з контрольних робіт, наведено в таблиці 2.1. 

Таблиця 2.1 

Номер 
контроль-
ної роботи 

Кількість контрольних робіт та номера задач 

одна дві 

1 

2 

5.1; 5.3; 5.4; 5.7 5.1; 5.3; 5.4; 5.7 

5.2; 5.5; 5.6 
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1. Контрольну роботу слід виконувати чітким почерком, в 
окремому зошиті з полями 5 см для зауважень рецензента. Крес-
лення виконують олівцем з використанням креслярських інстру-
ментів. 

2. На обкладинці зошита повинно бути чітко написано но-
мер контрольної роботи; назва дисципліни; прізвище, ім'я і по ба-
тькові студента; назва факультету і номер групи; особистий шифр 
студента. 

3. Перед розв’язанням кожної задачі треба виписати пов-
ністю її умови з числовими даними, які відповідають особистому 
шифру студента. 

4. Вихідні дані для кожної задачі узяти з відповідних таб-
лиць, які додаються до умов задачі, користуючись таким прави-
лом: записати свій шифр, перенести останню цифру наперед, під 
кожною цифрою написати літери українського алфавіту, відпо-
відно цим літерам вибрати дані з вертикального стовпця, номер 
якого співпадає з номером літери. 

Наприклад, для шифру 96271 маємо: 
196271 
абвгдє. 

5. Контрольна робота, яка виконана не за шифром, поверта-
ється студенту без перевірки. 
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3. МЕТОДИЧНІ ВКАЗІВКИ ДО ТЕМ КУРСУ 
(програма дисципліни) 

Вступ 

Задачi курсу. Мета, завдання та структура дисципліни “Опір 
матеріалів” її взаємозв’язок з іншими дисциплінами. Роль вітчи-
зняних вчених у розвитку опору матеріалів. 

3.1 Основні положення 

Розрахункові схеми. Класифiкацiя розрахункових схем конс-
трукцій i навантажень. Розрахункова модель матеріалу. 
Внутрiшнi сили i спосiб їх виявлення. Поняття про напруження і 
деформацiю в точцi. Основні принципи опору матеріалів: прин-
цип початкових розмірів; принцип незалежності дії сил; прин-
ципи розрахунку елементів конструкцій на міцність і жорсткість. 

3.2 Розтяг-стиск 

Внутрiшнi сили і напруження. Деформацiї при розтягу-сти-
ску і закон Гука. Потенціальна енергія деформації. Поняття про 
статично невизначувані системи при розтягу–стиску і метод їх 
розрахунку. Напружений і деформований стани при розтягу-сти-
ску. Випробування матеріалів. Дiаграма розтягу і основні механі-
чні характеристики матеріалів. Коефiцiєнт запасу і допустимі на-
пруження. Умови міцності та жорсткості. Три види розрахунку 
при розтягу-стиску. 

3.3 Зсув i кручення. 

Поняття про зсув. Внутрiшнi сили, напруження і деформації. 
Напружений стан при зсуві. Кручення. Визначення напружень і 
деформацій при крученні валів круглого поперечного перерізу. 
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Напружений і деформований стани при крученні. Потенціальна 
енергія деформації. Розрахунки на мiцнiсть та жорсткiсть. По-
няття про кручення валів не круглого поперечного перерізу. 

3.4 Геометричнi характеристики плоских перерiзiв 

Статичні моменти площі і центр тяжіння поперечного пере-
різу. Моменти інерції плоских фігур. Залежності між моментами 
інерції при паралельному переносі та при повороті осей коорди-
нат. Головні осі і головні моменти інерції. 

3.5 Згин 

Загальнi поняття про деформацію згину. Типи опор балок. 
Внутрiшнi сили при згинi. Диференцiальнi і інтегральні залежно-
стi при згинi та їх використання для аналізу і контролю епюр вну-
трішніх сил. Визначення нормальних напружень при чистому 
згинi. Пiдбiр перерiзiв балок. Раціональні форми поперечних пе-
рерізів балок. Плоский поперечний згин. Дотичнi напруження 
при згинi. Технічне прикладення теорії згину до розрахунку ре-
сор. Напружений стан при плоскому поперечному згині. Дифере-
нцiальне рiвняння зiгнутої осi балки. Визначення переміщень при 
згині. 

Плоский кривий брус. Плоский чистий згин кривого бруса. 
Визначення нормальних напружень. Загальний випадок згину 
кривого бруса. 

3.6 Складний опiр 

Косий згин. Згин з розтягом. Позацентровий розтяг (стиск). 
Поняття про ядро перерізу. Згин з крученням валів круглого по-
перечного перерізу. Розрахунки на міцність при складному опорі. 
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3.7 Основи теорiї напруженого і деформованого станів 

Теорiя напруженого стану. Види напруженого стану. Головнi 
площадки i головнi напруження. Пряма і зворотна задачі аналізу 
напруженого стану. 

Теорiя деформованого стану. Узагальнений закон Гука. 
Об’ємний закон Гука. Питома потенціальна енергія деформації. 

3.8 Критерiї мiцностi та пластичності. Теорія граничних 
напружених станів 

Поняття про граничний напружений стан. Еквівалентні на-
пруження. Гіпотези міцності та пластичності матеріалу. Теорія 
граничних станів (теорія Мора). 

3.9 Розрахунки міцності та довговічності при дії змінних 
напружень 

Поняття про втомну мiцнiсть. Основні характеристики циклу 
змінних напружень і границя витривалості. Випробування на ви-
тривалiсть. Характеристики втомної мiцностi. Крива витривало-
стi. Вплив концентрації напружень, стану поверхні деталі і розмі-
рів поперечного перерізу, а також асиметрії циклу діючих напру-
жень на втомну мiцнiсть. Розрахунки довговічності конструкцій 
при стаціонарній і нестаціонарній завантаженості. Розрахунки 
довговічності при необмеженому ресурсі та стаціонарній наван-
таженості (по коефiцiєнту запасу). Розрахунки довговічності при 
обмеженому ресурсі та стаціонарній навантаженості. Розрахунки 
довговічності при обмеженому ресурсі та нестаціонарній наван-
таженості. Схематизація циклів змінних напружень. Гіпотеза лі-
нійного підсумовування пошкоджень. Визначення ресурсу де-
талі. 
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3.10 Загальнi методи визначення перемiщень у пружних 
системах 

Потенцiальна енергiя деформацiї бруса в загальному випадку 
навантаження. Теорема Кастіліано. Iнтеграл Мора. Спосiб Вере-
щагiна обчислення інтегралу Мора. Визначення перемiщень i на-
пружень у витих пружинах. Теорема про взаємність робіт і пере-
міщень. 

3.11 Статично невизначуванi стрижневі системи 

Основнi поняття.. Метод сил розрахунку статично невизначу-
ваних балок і плоских рам. Канонiчнi рiвняння методу сил. Поря-
док розрахунку плоских рам за методом сил. Побудова епюр 
внутрiшніх силових факторів і їх перевірка. 

Розрахунок багатопрольотних багатоопорних нерознiзних ба-
лок за методом сил. Рiвняння 3-х моментiв. 

Основні властивості статично невизначуваних систем. 

3.12 Коливання пружних систем 

Основні положення і визначення. Вільні коливання пружних 
систем з одним ступенем волі без урахування та з урахуванням 
сил загасання. Вимушені коливання системи з одним ступенем 
волі, резонанс. Засоби боротьби з резонансом. Розрахунки на 
мiцнiсть i жорсткiсть при коливаннях. Поняття про коливання си-
стем з декiлькома ступенями волі. Наближені методи визначення 
частот вільних коливань. Критичне число обертів вала. 

3.13 Ударне навантаження 

Загальні положення. Види ударного навантаження. Поздовж-
ній удар. Коефiцiєнт динамiчностi при ударi. Розрахунки 
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напружень i деформацiй. Скручуючий удар. Згинальний удар. 

3.14 Стійкість рівноваги пружних систем 

Поняття про стiйкiсть рiвноваги пружних систем. Визначення 
критичних навантажень для центрального стиснутого стрижня. 
Задача Ейлера. Межі використання формули Ейлера. Стiйкiсть 
стрижня за границею пружностi. Формула Ясинського. Практич-
ний розрахунок стрижнів на стійкість. Практичний розрахунок 
стрижнів на стійкість. Рекомендації щодо вибору матеріалу та ра-
ціональних форм поперечного перерізу для стиснутого стрижня. 
. Згин балок при поздовжньо-поперечному навантаженнi. Поза-
центровий стиск гнучкого стрижня 

3.15 Розрахунки конструкцiй за граничними станами 

Основнi положення. Метод розрахунку по несучій здатності 
для статично визначуваних систем. Особливостi розрахункiв по 
несучiй здатностi для статично невизначуваних систем при сти-
ску, крученні та згині. 
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4. ЛЕКЦІЇ З КУРСУ "ОПІР МАТЕРІАЛІВ"  
(короткий виклад) 

4.1. Основні положення 

Враховуючи умови роботи машини або конструкції, характер 
діючих навантажень, інженер вибирає матеріал і призначає роз-
міри її частин і елементів таким чином, щоб вони досить надійно, 
без ризику втратити працездатний стан, могли опиратися дії зов-
нішніх сил, тобто розв'язує задачу забезпечення міцності, жорст-
кості та стійкості. 

Міцність – це здатність конструкції в цілому та її окремих 
елементів опиратися однократній дії зовнішніх сил, не руйную-
чись. Жорсткість – це здатність конструкції та її елементів проти-
стояти зовнішнім навантаженням стосовно деформації. Стійкість 
– це здатність конструкції або окремих її елементів зберігати пе-
вну початкову форму пружної рівноваги. 

Крім того, конструкція має бути економічною. 

Зовнішніми силами (навантаженнями) називають сили взає-
модії між елементом конструкції та пов'язаними з ним тілами. 

Статичні навантаження характеризуються повільним зрос-
танням від нуля до певного кінцевого значення, після чого зали-
шаються сталими. При цьому можна знехтувати силами інерції, 
зумовленими прискоренням деформованих мас. Динамічні нава-
нтаження супроводжуються досить різкою зміною їх у часі. 

У поняття зовнішніх сил обов’язково включають також опо-
рні реакції, що доповнюють систему сил до врівноваженої. 

При розрахунках провадять схематизацію реальної конструк-
ції, її спрощення шляхом відкидання другорядних факторів, які 
не мають суттєвого впливу на роботу системи в цілому. 
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Реальна конструкція, звільнена від несуттєвих особливостей, 
називається її розрахунковою схемою. Залежно від ступеня вра-
хування особливостей конструкції можна вибрати декілька роз-
рахункових схем, які мають різний ступінь наближення до реаль-
ної системи. 

При всій різноманітності видів конструктивних елементів, що 
трапляються в спорудах і машинах, їх можна звести до невеликої 
кількості розрахункових схем у вигляді суцільних тіл і стрижне-
вих систем. До суцільних тіл належать розрахункові схеми у ви-
гляді бруса, пластини (оболонки) і масиву. До групи стрижневих 
систем належать розрахункові схеми у вигляді окремого стрижня 
(бруса), ферми і рами. 

Реальна конструкція звичайно має ті чи інші опорні пристрої 
- опори, за допомогою яких здійснюється її зв'язок з іншими ті-
лами. Конструктивні форми опор досить різноманітні, однак для 
розрахунків їх систематизують і приймають у вигляді декількох 
основних типів. Зокрема, для плоских систем розрізняють такі 
типи опор: 

шарнірно-рухома (рис. 4.1, а), в якій може виникати тільки 
одна складова реакції - RA, напрямлена вздовж опорного стрижня;  

шарнірно-нерухома (рис. 4.1, б), в якій можуть виникати дві 
складові реакції - вертикальна RA і горизонтальна НA;  

жорстке защемлення (або затиснення) – опора, в якій можуть 
бути три складові - вертикальна RA  і горизонтальна НА реакції, а 
також опорний момент МА (рис. 4.1, в). 

Усі реакції і момент вважаються прикладеними у центрі ваги 
опорного перерізу (у точці А). 
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Рис. 4.1 

При розробці інженерних методів розрахунку на міцність, 
жорсткість і стійкість елементів машин і споруд приймають на-
ступні гіпотези про структуру і властивості матеріалів: 

 гіпотеза про однорідність і суцільність матеріалу. 

 гіпотеза про ізотропність.  

 гіпотеза про ідеальну пружність матеріалу. 

Застосування наведених гіпотез суттєво спрощує розрахунки, 
при цьому результати добре підтверджуються практикою. 

У будь-якому тілі між сусідніми частинками (молекулами, 
кристалами тощо) виникають сили взаємодії - внутрішні сили, які 
зумовлюють збереження тіла як єдиного цілого. 

При навантаженні тіла зовнішніми силами усередині його ви-
никають додаткові внутрішні сили – сили опору матеріалу тіла. 
Якщо зовнішні сили збільшувати, то в певний момент може від-
бутися руйнування тіла, причому не обов'язково в тому місці, де 
прикладені зовнішні сили. 

Для визначення внутрішніх сил використовується метод пе-
рерізів, який полягає в тому, що пружне тіло, яке знаходиться в 
умовах рівноваги, уявно розрізають на дві частини(рис. 4.2, а). 
Потім відкидають одну з них, замінюючи вплив відкинутої час-
тини внутрішніми силами (рис. 4.2, б) і складають рівняння рів-
новаги для тієї частини, на яку діють прикладені зовнішні сили та 
додаткові внутрішні сили, розподілені по перерізу. 
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Рис. 4.2 

Після зведення системи внутрішніх сил до центру ваги пере-

різу отримаємо два вектори - головний вектор сили R  і головний 

момент M  (рис. 4.2, в). Виберемо систему координат з початком 
у центрі ваги перерізу і проведемо три взаємно-перпендикулярні 
осі так, щоб одна з них (вісь z) була перпендикулярна до перерізу, 
а дві інших - х і у - на площині перерізу. Спроектувавши головний 

вектор R  і головний момент M  на осі х, у і z, отримаємо шість 
складових: три сили і три моменти, які і є внутрішніми силовими 

факторами в перерізі. Проекція головного вектора R  на вісь z на-

зивається нормальною силою Nz; проекції R  на осі х і у - перері-
зуючими (або поперечними) силами Qx і Qy; проекції головного 

моменту M  на осі z, х і у - відповідно крутним Мz і згинальними 
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Мx і Му моментами. 

При відомих зовнішніх силах усі шість внутрішніх силових 
факторів можуть бути визначені з шести рівнянь рівноваги ста-
тики, складених для відсіченої частини тіла. Наприклад, норма-
льна сила N у перерізі чисельно дорівнює алгебраїчній сумі про-
екцій усіх зовнішніх сил, розташованих з одного боку від пере-
різу, на вісь z. Згинальний момент Мх у перерізі чисельно дорів-
нює сумі моментів усіх зовнішніх сил, розташованих з одного 
боку від перерізу, відносно осі х і т. п. Графік зміни внутрішнього 
силового фактора уздовж осі бруса називаються епюрою. 

Залежно від того, які внутрішні силові фактори виникають у 
перерізі пружного тіла, проводиться класифікація основних видів 
навантаження. Так, якщо в перерізі пружного тіла виникає тільки 
нормальна сила N, то такий вид навантаження відповідає розтягу 
або стиску залежно від напрямку сили N; якщо виникає тільки 
крутний момент Мх, то має місце кручення; якщо в перерізі вини-
кає тільки згинальний момент Мх (або Му) - чистий згин; якщо 
згинальний момент Мх у сполученні з поперечною силою Qy (або 
My і Qx) - поперечний згин. При інших різних сполученнях внут-
рішніх силових факторів виникає складний опір (або сумісні де-
формації). 

Внутрішні сили певним чином розподілені по перерізу. Чисе-
льною мірою закону їх розподілу у перерізі є напруження. 

Виділимо в перерізі елементарну площинку F , у межах якої 

діє внутрішня сила R  (рис. 4.3, а). 

Відношення срp
F

R





називають середнім напруженням. 

Якщо зменшувати площинку F , стягуючи її в точку, то границя 
такого відношення є повним напруженням в точці: 
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 p
dF

Rd

F

R
F






lim

0
.  (4.1) 

Напруження є векторна величина і має розмірність сили, по-
діленої на площу. У техніці його звичайно вимірюють у паскалях 
(ньютон, поділений на квадратний метр, Н/м2) або в кратних оди-
ницях, звичайно в мегапаскалях. 

   
 а) б) 

Рис. 4.3 

Повне напруження P  може бути подане у вигляді трьох скла-
дових: по нормалі до площини перерізу і по двох осях у площині 
перерізу (рис. 4.3, б). 

Проекція вектора повного напруження на нормаль до пере-

різу називається нормальним напруженням σ, а складова повного 

напруження у площині перерізу називаються дотичними напру-

женнями τ (рис. 4.3, б). В загальному випадку, дотичні напру-

ження можуть бути представлені у вигляді проекцій на вісі, які 

лежать в полщині перерізу – zx  і zy . 

Під дією зовнішніх сил пружне тіло змінює свої розміри і фо-
рму. Щоб охарактеризувати інтенсивність такої зміни, вжива-
ється поняття «деформація». 

Розглянемо дві точки А і В недеформованого тіла, 
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розташовані на відстані S одна від одної (рис. 4.4а). Після прик-
ладення зовнішніх сил пружне тіло змінює свою форму, і ця від-
стань змінюється на величину ΔS. 

 

 

A 

A' 
В' 

В S 

S+ΔS 

 

 

D' С' 

О' 

D 

C 

О 

 
 а) б) 

Рис. 4.4 

Відношення прирощення довжини відрізка ΔS до його почат-
кової довжини S називається середнім (відносним) подовженням: 

 срS

S 
,  (4.2) 

Якщо зменшувати відрізок S, наближаючи точку В до точки 
А, то отримаємо граничне значення: 

 

 S

S

в
lim

0

,  (4.3) 

де безрозмірна величина ε називається лінійною (відносною) де-
формацією в точці. 

Крім лінійної деформації, застосовується поняття кутової де-
формації (рис. 4.4б), або кута зсуву, що визначається як гранична 
різниця кутів СОD і С/О/D/ відповідно до і після навантаження: 
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   COD
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OD

DOCCOD 



///

0
0

lim  (4.4) 

Сукупність лінійних і кутових деформацій по різних напрям-
ках і площинах для однієї точки утворює деформований стан у 
точці. 

Аналіз деформованого стану в точці дозволяє, зокрема, розв'-
язувати задачу забезпечення жорсткості конструкцій. 

Принципи розрахунку елементів конструкції на міцність і 
жорсткість. 

Найпоширенішим методом розрахунку деталей машин і еле-
ментів споруд на міцність є розрахунок за напруженнями. В ос-
нову цього методу покладено припущення про те, що критерієм 
міцності конструкції є напруження, або точніше, напружений 
стан у точці. 

При проведенні розрахунків на міцність за. методом напру-
жень дотримуються такої послідовності: 

На основі аналізу конструкції та діючих навантажень визна-
чають внутрішні сили і виявляють точку в тілі, де виникають най-
більші напруження. 

Величину найбільших напружень порівнюють з граничною 
величиною для даного матеріалу, отриманою на основі заздале-
гідь проведених лабораторних випробувань, і роблять висновок 
про міцність конструкції, керуючись наступним: якщо найбільші 
розрахункові напруження є меншими від граничних, вважається, 
що міцність забезпечена. 

У разі, якщо необхідно, щоб при роботі конструкції були за-
безпечені мінімальні зміни її форми і розмірів, застосовують     ро-
зрахунок за допустимим переміщенням, або розрахунок на жорс-
ткість. Як критерій жорсткості в цьому випадку виступають 
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лінійні або кутові деформації; порівняння між собою найбільших 
розрахункових деформацій з тими, які допускаються при роботі 
конструкції, дозволяє зробити висновок про працездатність кон-
струкції. 

Застосовують також інші методи розрахунку, пов'язані з яви-
щами, що якісно відрізняються від статичного навантаження, та-
кими, як стійкість, ефект повторно змінних навантажень тощо. 

4.2. Розтяг (стиск) прямого стрижня 

У випадках, коли система зовнішніх сил утворює рівнодіючу, 
що збігається з поздовжньою віссю бруса z, має місце деформація 
розтягу (стиску); при цьому в поперечному перерізі бруса вини-
кає тільки нормальна сила N, яка чисельно дорівнює алгебраїчній 
сумі проекцій на вісь z усіх зовнішніх сил Рi, розташованих з од-
ного боку від перерізу: 

 



n

i
iPN

1

. (4.5) 

У поперечних перерізах стрижня діють рівномірно розподі-

лені нормальні напруження σ (однорідний напружений стан), які 
дорівнюють 

 
F

N
 , (4.6) 

де F— площа поперечного перерізу бруса. 

При розтягу нормальні напруження вважаються додатними, 
при стиску - від'ємними. 

Розміри стрижня при його розтягу (стиску) змінюються зале-
жно від величини прикладених зовнішніх сил. Так, якщо 
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спочатку довжина стрижня була l, то після навантаження вона 
стане ll  ; зміняться при цьому і розміри поперечного перерізу; 

розмір α дорівнюватиме а-Δа (рис. 4.5). 

  
P P 

l 

l+Δl 
a-

Δ
a  

a  

 
Рис. 4.5 

Величини l  і а  називають відповідно абсолютними подо-
вженням і звуженням стрижня, а величини  

 
l

l
позд  та 

а

а
поп  (4.7) 

відповідно відносним подовженням εпозд і відносним звуженням 

εпоп  стрижня (поздовжня і поперечна лінійні деформації). 

Величина поп

повзд

const



    має назву коефіцієнта Пуассона 

або коефіцієнта поперечної деформації. Для ізотропних матеріа-
лів 5,00   , а для більшості металів 37,025,0   . 

При виникненні неоднорідного напруженого стану лінійна 
деформація 

 
dz

dz
 . (4.8) 

У межах малих подовжень для пружних матеріалів діє закон 
Гука, який встановлює пряму пропорційність між нормальними 
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напруженнями σ і лінійними деформаціями ε: 

  E . (4.9) 

Величина Е, що є коефіцієнтом пропорційності у (4.9), має 
назву модуля пружності першого роду або модуля поздовжньої 
пружності (інакше модуля Юнга) матеріалу; вона характеризує 
пружні властивості матеріалу. Величина Е є фізичною сталою ма-

теріалу і визначається, як і коефіцієнт Пуассона μ, експеримента-
льно. Розмірність модуля поздовжньої пружності Е та ж сама, що 

й напруження σ. 

Абсолютне подовження стрижня l  (рис. 4.5): 

 
l

EF

dzzN
l

0

)(
. 

Аналогічно (4.9) встановлена пряма пропорційність між до-

тичними напруженнями τ (складовими повного напруження у 

площині поперечного перерізу) і кутовими деформаціями γ (за-
кон Гука для зсуву): 

  G , (4.10) 

де G — модуль зсуву, або модуль пружності другого роду; його 
розмірність така сама, як і модуля поздовжньої пружності Е. 

При розв'язанні практичних задач, пов'язаних із забезпечен-
ням міцності, жорсткості й стійкості елементів машин і споруд, 
треба знати властивості матеріалів та їх чисельні характеристики. 
Для цього проводять випробування спеціально виготовлених із 
досліджуваного матеріалу зразків. Основним є випробування на 
розтяг, при якому виявляються найбільш важливі властивості ма-
теріалів. Зразки роблять циліндричними, з листового матеріалу - 
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плоскими. 

Для випробувань на розтяг застосовують розривні випробу-
вальні машини, які забезпечують створення у зразках статичного 
навантаження розтягу або стиску і дозволяють у процесі випро-
бувань отримати так звану діаграму розтягу - графік, що пов'язує 
абсолютне подовження зразка l  і прикладене зусилля Р (рис. 
4.6, а). Для визначення механічних характеристик матеріалу діа-
грама розтягу перебудовують у діаграму напружень (рис. 4.6, б). 

Розглянемо основні особливості та характерні ділянки і точки 
типової діаграми розтягу для маловуглецевої сталі. 

а)   

б)         

Рис. 4.6 
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Діаграму розтягу зразка умовно можна поділити на чотири 
зони. 

Зона 1 називається зоною пропорційності. Вона характерна 
тим, що до певного значення сили Рпц матеріал поводить себе як 
пружне тіло і має місце пряма пропорційність між подовженням 
зразка l  і силою Р, тобто на цій стадії розтягу справедливий за-
кон Гука: 

 
EF

lP
l пц .  (4.11) 

Після зняття навантаження l =0. 

При подальшому збільшенні навантаження до величини Рпр 
(рис. 4.6, а) матеріал зберігає пружні властивості, однак пряма 
пропорційність між силою і подовженням порушується; ділянка 
діаграми 2 відповідає пружній стадії розтягу зразка. 

Після точки А графік Р- l  стає криволінійним, і крива плавно 
піднімається до точки 3, де спостерігається перехід до практично 
горизонтальної ділянки, що має назву зони або площадки текучо-
сті (плинності). На цій стадії розтягу подовження l  зразка збі-
льшується при майже сталому навантаженні Рτ. Виникає так 
зване явище плинності (текучості) матеріалу, яке супроводжу-
ється залишковим (пластичним) подовженням, яке, на відміну від 
пружної зони, не зникає після зняття навантаження. 

При пластичній деформації підвищується температура зра-
зка; у сталі змінюються електропровідність і магнітні властиво-
сті; на поверхні зразків можна помітити густу сітку ліній, утворе-
них мікронерівностями (лінії Чернова-Людерса). Разом з тим слід 
зазначити, що для багатьох металів наявність площадки текучості 
не є характерною. 

Зона 3’-4 називається зоною зміцнення. Вона характерна тим, 
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що матеріал знову набуває властивості сприймати подальше зро-
стання навантаження до Рmax. У стадії зміцнення на зразку намі-
чається місце майбутнього руйнування (розриву) – починає вини-
кати місцеве зменшення площі поперечного перерізу (шийка), 
яке швидко прогресує. У подальшому подовження зразка відбу-
вається із зменшенням навантаження, хоча напруження в попере-

чному перерізі шийки зростає (точка /f  на рис. 4.6, б). Подов-

ження зразка має і місцевий характер, тому ділянку ЕF називають 
зоною місцевої текучості. Точка F діаграми розтягу відповідає 
руйнуванню зразка при навантаженні Рp. Слід зазначити, що у ба-
гатьох матеріалів руйнування відбувається без утворення шийки. 
Повне подовження зразка в момент руйнування можна подати у 

вигляді суми - пластичного (залишкового) залl  і пружного прl

, що зникає після розриву (рис. 4.6, 6). 

Для кількісного оцінювання механічних властивостей матері-
алу діаграму розтягу )( lfP   перебудовують у координати 

  , шляхом зменшення у F разів ординат і в l разів абсцис (рис. 
4.6, б). 

З діаграми напружень визначають механічні характеристики 
матеріалу, а саме: механічні характеристики міцності - напру-
ження (ординати точок на діаграмі), характеристики пластично-
сті матеріалу - відносне подовження і звуження зразка після роз-
риву та інші. 

Як механічні характеристики міцності отримують наступні: 

 границя пропорційності σпц – найбільше напруження, 

до якого діє закон Гука (ордината точки α на рис.4.6,б) 

 
F

Рпц
пц    (4.12) 



 

 25 

 границя пружності – найбільше напруження, до якого 
матеріал практично не отримує залишкових деформа-
цій: 

 
F

Рпр
пр  .  (4.13) 

 границя текучості (плинності) Т  – напруження, при 

якому відбувається суттєве зростання деформацій без 
помітного збільшення навантаження 

 
F

PТ
Т  . (4.14) 

 границя міцності σмц або тимчасовий опір σв – відно-

шення максимальної сили maxP , яку здатний витри-

мати зразок, до його початкової площі поперечного пе-
рерізу F 

 
F

Pmax
в  .  (4.15) 

Слід зазначити, що σВ ще не є напруження σр, при якому від-
бувається руйнування зразка (рис. 4.6, б). Останнє суттєво бі-

льше, ніж σВ; його отримують діленням сили Рр на найменшу 
площу поперечного перерізу шийки зразка Fш: 

 
ш

p
p F

P
 . (4.16) 

При випробуванні на розтяг визначають також характерис-
тики пластичності матеріалу – відносне подовження і звуження 
зразка після розриву. Під пластичністю розуміють здатність 
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матеріалу сприймати залишкові деформації без руйнування. 

Деталі машин та інших конструкцій повинні задовольняти 
умовам міцності й жорсткості. Цього можна досягти тоді, коли 
розміри і форма поперечного перерізу є такими, що під дією зов-
нішніх сил не відбудеться руйнування або не виникнуть недопу-
стимі деформації. 

Згідно з методом розрахунку за напруженнями міцність кон-
струкції буде забезпечена тоді, коли найбільші розрахункові на-

пруження max , що виникають у деякій точці навантаженої кон-

струкції, не перевищуватимуть певної небезпечної (або гранич-

ної) величини неб , властивої даному матеріалу і умовам роботи 

конструкції. Тоді фізична умова міцності записується так: 

 небmax   . (4.17) 

Для пластичних матеріалів небезпечним напруженням вважа-

ється границя текучості (плинності) Т , тобто таке напруження, 

при якому в матеріалі з'являються помітні залишкові деформації 
без суттєвого збільшення навантаження; для крихких матеріалів 

небезпечним напруженням є тимчасовий опір σВ, при досягненні 
якого відбувається руйнування конструкції. 

Однак допускати роботу конструкції при напруженнях, бли-
зьких до небезпечних, не можна, тому що це може призвести до 
втрати її працездатності. Тому при розрахунках на міцність роз-

рахункові напруження max  звичайно порівнюють з допусти-

мими [σ]: 

   max .  (4.18) 

Значення допустимого напруження знаходять з виразу: 
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  
n
неб  , (4.19) 

де n – число, більше за одиницю, що називається коефіцієнтом 
запасу міцності, або просто запасом. Він показує, у скільки разів 
допустиме напруження менше від небезпечного: 

Вибір коефіцієнта запасу п визначається багатьма факторами, 
і при його визначенні, зокрема, враховується неповнота і неточ-
ність проведених розрахунків; дефекти і неоднорідність матері-
алу конструкції; довговічність конструкції та ймовірність роботи 
її з людьми; перспективи зростання навантаження з часом тощо. 

На основі практики конструювання, розрахунку і експлуата-
ції машин та інших конструкцій при статичному їх навантаженні 
коефіцієнт запасу для пластичних матеріалів дорівнює 1,4-1,6, 
для крихких – 2,5-3,0. 

Залежність (4.18) називають технічною умовою міцності. 

Для розтягу (стиску) умова міцності ділянки стрижня з пло-
щею поперечного перерізу F і нормальною силою N може бути 
записана у вигляді: 

   
F

N
.  (4.20) 

При використанні наведеної залежності можна виділити три 
види розрахунків на міцність при розтягу (стиску): 

1) перевірка міцності конструкції, заснована на умові, що ро-
зрахункові напруження не повинні перевищувати допустимих 
(перевірочний розрахунок): 

  
F

N
;  (4.21) 
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2) проектний розрахунок, пов'язаний з визначенням розмірів 
(площі) поперечного перерізу стрижня: 

  
N

F  ;  (4.22) 

3) розрахунок найбільшого зусилля, яке може сприйняти 
стрижень: 

  FN  . (4.23) 

У разі, коли проводять розрахунок за переміщеннями (розра-
хунок на жорсткість), аналогічно можна ввести поняття коефіці-
єнта запасу за переміщеннями: 

  
небn , (4.24) 

де неб  і [δ] — відповідно небезпечне і допустиме переміщення. 

Технічна умова жорсткості конструкції має вигляд: 

 max  < [δ]. (4.25) 

Як і при розрахунках на міцність, при розрахунках на жорст-
кість також можна розглянути три види розрахунків, а саме: пе-
ревірка жорсткості, проектний розрахунок і визначення наванта-
ження. 

4.3. Зсув і кручення 

4.3.1.Зсув і зріз 

Деформація зсуву (рис. 4.7, а) виникає тоді, коли на брус ді-
ють дві рівні сили P, близько (на відстані h=а) розташовані одна 
від одної, перпендикулярні до осі бруса і спрямовані у 
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протилежні сторони (наприклад, при розрізуванні ножицями 
штаби). При достатній величині сил Q = P відбувається зріз – ро-
зділення бруса на дві частини по площині поперечного перерізу 
(рис. 4.8). Деформація зсуву, що передує зрізу, характеризується 
зміною початково прямих кутів паралелепіпеда B (рис. 4.7, а) у 
паралелограм (рис. 4.7, б). 

  h 

B

P 

P 

  
 а) б) 

Рис. 4.7 

 
Рис. 4.8 

Величина S (рис. 4.7, б), на яку права сторона перерізу зсу-
нувся відносно перерізу лівої, називається абсолютним зсувом; 

кут , на який змінюється початково прямий кут паралелепіпеда, 
називається кутом зсуву або відносним зсувом. З рис. 4.7, б 
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видно, що 
а

S
tg , а внаслідок малості деформацій прийма-

ється tg  . 

У поперечних перерізах стрижня виникають поперечна сила 

PQy   і дотичні напруження 
F

Qy , рівномірно розподілені по 

площі F поперечного перерізу. 

В межах малих кутових деформацій при зсуві має місце 
пряма пропорційність між напруженнями і деформаціями, тобто 
діє закон Гука  G . 

При цьому кутова деформація (відносний зсув) дорівнює 

GF

Q

G
y

 ; абсолютний зсув 
GF

hQ
S y . 

Умова міцності на зсув може бути записана у вигляді: 

 ][max
max  

F

Q
, (4.26) 

де [τ] – допустиме напруження на зсув (зріз). Його величина за-
лежить від властивостей матеріалу, характеру навантаження 
тощо, і вибирається як частка допустимих нормальних напру-

жень [σ] при розтягу (стиску) залежно від прийнятого критерію 
міцності. На практиці звичайно приймають: 

[τ] = (0,7-1,0) [σ] – для крихких матеріалів; 

[τ] = (0,5-0,6) [σ] – для пластичних. 

У технічних розрахунках на зсув (зріз) підлягають болтові й 
заклепкові з'єднання, зварні шви,. врубки дерев'яних та інших 
з'єднань. 
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4.3.2. Кручення валів круглого поперечного перерізу 

Під крученням розуміють такий вид навантаження, при якому 
в поперечних перерізах бруса виникає тільки крутний момент Мк, 
який чисельно дорівнює алгебраїчній сумі зовнішніх скручуваль-
них моментів тк., що діють з одного боку від перерізу (рис. 4.9): 

 



n

i
кк i

mM
1

. (4.27) 

    
Рис.4.9 

При цьому слід керуватися таким правилом знаків: якщо ди-
витись з боку перерізу, то скручувальні моменти, що діють в од-
ному напрямку, наприклад, за годинниковою стрілкою, можна 
вважати додатними, в іншому – від'ємними. 

Вважається, що деформування бруса (стрижня) круглого по-
перечного перерізу при крученні відбувається за рахунок пово-
роту поперечних перерізів, що є жорсткими плоскими дисками, 
на деякий кут у своїй площині, тобто приймається гіпотеза плос-
ких перерізів. 

При крученні валів у поперечних перерізах виникають доти-

чні напруження : 

 
p

к

I

M
 . (4.28) 
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де Iр – геометрична характеристика, що називається полярним 
моментом інерції перерізу 

 
F

dFI 2
p  ; (4.29) 

де  – відстань від центру тяжіння перерізу до тієї точки перерізу, 
де визначається напруження. 

При крученні розглядають такі деформації, як абсолютний і 
відносний кути закручування, величини яких визначаються від-
повідно за наступними залежностями: 

 zd
GI

Ml

o


p

к ,         
p

к

GI

M
  (4.30) 

де добуток GIp називають жорсткістю поперечного перерізу 
бруса при крученні. 

При постійних крутному моменті Мк = mк і жорсткості GIp 

 
p

к

GI

lm
 . (4.31) 

де l – відстань між перерізами, для яких визначається кут . 

Дотичні напруження у поперечному перерізі бруса розподі-
лені уздовж радіуса за лінійним законом з максимальним значен-
ням у точках, найбільш віддалених від поздовжньої осі бруса 
(рис. 4.10): 

 max
p

к
max 

I

M
 , або 

p

к
max W

M
 , (4.32) 

де величина 

 p
max

p W
I




 (4.33) 
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називається полярним моментом опору. 

 
Рис. 4.10 

Для круглого суцільного перерізу вала діаметром D полярні 
момент інерції Ір  і момент опору WР визначаються відповідно за 
залежностями: 
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4

p

D
I


 ,          3

3

p 2,0
16

D
D

W 


; (4.34) 

для бруса кільцевого перерізу з внутрішнім діаметром d і зовніш-
нім D  

 







  4

42

2

4
3

p 1
32

2
D

dD
dI

D

d

 , 









4

43

p 1
16 D

dD
W


. (4.35) 

Розрахунки на міцність і .жорсткість валів круглого попереч-
ного перерізу при крученні найчастіше проводять у вигляді про-
ектних, коли розв'язується задача вибору діаметра бруса, що за-
безпечує потрібні міцність і жорсткість. 

Для цього використовують рівняння, що виражають умови 
міцності й жорсткості бруса при крученні. 

Умова міцності має вигляд: 
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   
p

к

W

M
, (4.36) 

де [τ] – допустиме напруження при крученні (зсуві). 

Звідси полярний момент опору вала   
к

p

M
W  , 

або з урахуванням, наприклад (4.34), діаметр вала  

  3
к16


M

D  . (4.37) 

Крім розрахунку на міцність, бруси при крученні розрахову-
ють на жорсткість, обмежуючи відносний кут закручування де-

якою допустимою величиною []: 

   
p

к

GI

M
max , (4.38) 

звідки необхідний полярний момент інерції Ip дорівнює 

 G

M
I к

p  , 

або з урахуванням (4.34) діаметр бруса  4
32

G

M
D к . (4.39) 

4.4. Геометричні характеристики плоских перерізів 

Опір стрижня дії навантаження залежить не тільки від  його 
розмірів і матеріалу, але й від форми поперечного перерізу, що 
визначається його геометричними характеристиками. До таких 
характеристик, крім лінійних розмірів і площі, належать статичні 
моменти і моменти інерції перерізів. 

Розглянемо довільної форми плоский поперечний переріз 
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бруса в координатних осях оx і оy (рис. 4.11). 

  
Рис. 4.11   

Основними геометричними характеристиками перерізу є: 

площа  
F

dFF ;  (4.40) 

статичні моменти             
F

x ydFS   і  
F

y xdFS ; (4.41) 

осьові моменти інерції    
F

x dFyI ;2    
F

y dFxI ;2  (4.42) 

відцентровий момент інерції                 
F

xy xydFI ; (4.43) 

полярний момент інерції      yx

F F

IIdFyxdFI    )( 222 . 

При паралельному перенесенні осей координат (рис. 4.12) 
статичні моменти змінюються: 

 ;
12

bFSS xx       .
12

aFSS yy   (4.44) 

Осі координат ох2, оy2, відносно яких статичні моменти дорі-
внюють нулю, називаються центральними. Відповідні відстані 
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цих осей до осей x1 і y1 дорівнюють: 

 
F

S
yb x

o
1 ;      

F

S
xa y

o
1 . (4.45) 

 
Рис. 4.12 

Точка перетину центральних осей називається центром ваги 
перерізу; відносно центральних осей статичні моменти дорівню-
ють нулю. Якщо переріз складається з окремих частин, для яких 

відомі площі та положення центрів ваги, то координати xc yc цен-

тру ваги усього перерізу визначаються за формулами: 

 ;

1

1







 n

i
i

n

i
ii

y
c

F

xF

F

S
x         








n

i
i

n

i
ii

c

F

yF
y

1

1 . (4.46) 

Осьові та відцентровий моменти інерції, як і статичні моме-
нти перерізу, при паралельному переносі осей координат 
(рис.4.12) змінюються; у разі, якщо осі х1 і у1 – центральні, для 

яких 0
11
 yx SS , іх величини визначають за формулами: 

 .;;
11221212

22 abFIIFaIIFbII yxyxyyxx   (4.47) 
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При повороті осей координат на додатний кут α (рис. 4.13) 
моменти інерції змінюються: 

 





















.2sin
2

2cos

cos2sinsin

,sin2sincos
22

22







yx
xyUV

yxyxV

yxyxU

II
II

IIII

IIII

 (4.48) 

 
Рис. 4.13 

При цьому сума осьових моментів інерції відносно двох вза-

ємно перпендикулярних осей не залежить від кута , і при пово-
роті осей залишається постійною, чисельно рівною величині по-
лярного моменту інерції 

 .pyxVU IIIII   (4.49) 

Отже, існують такі осі координат, відносно яких один із мо-
ментів інерції досягає свого максимального, а другий – мінімаль-

ного значення. Положення цих осей визначається кутом , який 
визначається з виразу 



 

 38

 
yx

xy

II

I




2
2tg  . (4.50) 

Осі, відносно яких відцентровий момент інерції дорівнює 
нулю, а осьові приймають екстремальні значення, називаються 
головними осями інерції. Осьові моменти інерції відносно голов-
них осей називаються головними моментами інерції. їх напрямок 
визначається виразом (4.51), а величина – за формулою 

   22

min
max 4

2

1

2 xyyx
yx III

II
I 


 . (4.51) 

У розрахунках часто застосовується поняття «осьовий мо-
мент опору перерізу». Його величина визначається відносно осей 
х і у відповідно за формулами: 

 
maxy

I
W x

x  ;           
maxx

I
W y

y  , (4.52) 

де ymax і xmax – координати найбільш віддалених точок від осей х і 
у відповідно. 

Так, для прямокутного перерізу шириною b і висотою h, у 

якого координати найбільш віддалених точок 
2max

h
y  , 

2max

b
x  , 

осьові моменти опору визначаються виразами: 

 ;
612

2

2

22 bh

h

bh
h
I

W x
x       

6

2hb
Wy  ; 

для круглого перерізу, у якого 
2maxmax

D
xy   
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I
WW x

yx


 ; 

для кільцевого перерізу  4
3

1
322




D

D

I
WW x

yx . 

До геометричних характеристик перерізу відносять також ра-
діуси інерції перерізу 

 
F

I
i x

x  , та  
F

I
i y

y  . (4.53) 

4.5. Згин 

Згином називається такий вид навантаження бруса, при якому 
в поперечних перерізах відмінним від нуля є згинальний момент. 
Деформація бруса у разі згину супроводжується скривленням 
його поздовжньої осі. Прямий брус, що сприймає згинаюче нава-
нтаження, називається балкою (рис.4.14). 

 

Рис. 4.14 

Згин має назву чистого, якщо у поперечних перерізах виникає 
тільки один згинальний момент Mx (рис.4.15), і поперечного – у 
випадку сумісної дії згинального моменту і поперечної сили, на-
приклад Mx і Qy (рис.4.16). При прямому плоскому поперечному 
згині площина, у якій відбувається скривлення бруса, збігається з 
силовою площиною. 
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Рис. 4.15 

 

Рис. 4.16 

Внутрішні сили визначають за методом перерізів. При цьому 
додержуються наступного порядку визначення внутрішніх сил і 
побудови епюр: 

1. Для реальної конструкції визначають діючі навантаження, 
місця їх прикладення і складають розрахункову схему. 

2. Розрахункову схему розбивають на ділянки. Границями 
ділянок є місця прикладення зосереджених сил і моментів, 
початок і кінець дії розподіленого навантаження, місця 
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різкої зміни перерізів. 

3. Для кожної з ділянок у довільному перерізі записують ви-
рази для поперечних сил і згинальних моментів, згідно з 
наведеними правилами методу перерізів. 

4. Виконують аналіз отриманих виразів і будують графіки 
внутрішніх сил і моментів (епюри). 

5. Використовуючи диференціальні залежності при згині, 
провадять дослідження епюр і роблять висновок про пра-
вильність їх побудови. 

При цьому поперечна сила Qy є додатною, якщо зовнішня 
сила повертає переріз за годинниковою стрілкою (рис. 4.17,а); 
згинальний момент додатний, якщо викликає стиск верхніх воло-
кон балки (рис. 4.17,б). 

 

 

 

 

 
 а б 

Рис. 4.17 

При згині мають місце диференціальні залежності між попе-
речною силою і інтенсивністю розподіленого навантаження, між 
згинальним моментом Мх і поперечною силою Qy та між згиналь-
ним моментом і інтенсивністю зовнішнього розподіленого нава-
нтаження q, які відповідно мають вигляд: 

 .q
dz

dQ
 ;   y

x Q
dz

dM
 .;   q

dz

Md x 
2

2

. (4.54) 
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Наведені диференціальні залежності використовують при по-
будові й перевірці правильності побудованих епюр внутрішніх 
силових факторів при згині. 

При чистому згині балки в поперечних перерізах виникає 

тільки згинальний момент const,M x   тому що 0 y
x Q

dz

dM
, і 

як наслідок, нормальні напруження 

 y
I

M

z

x ,  (4.55) 

найбільша величина яких 
x

x

z

x

W

M
y

I

M
 maxmax ,  (4.56) 

де Іх і 
maxy

I
W x

x   – відповідно момент інерції і момент опору пе-

рерізу відносно нейтральної лінії, яка в той же час є центральною 
головною віссю інерції перерізу;  

y - відстань від цієї осі до точки перерізу, в якій визначається 
напруження. 

Нормальні напруження лінійно змінюються по висоті пере-
різу і досягають максимального значення у точках, найбільш від-
далених від нейтральної лінії. 

Дотичні напруження у поперечних перерізах для довгих ба-

лок  5/ hl  дуже малі і ними можна знехтувати. 

Звичайно в розрахунках на. міцність вимагається, щоб тільки 
максимальні нормальні напруження не перевищували допусти-
мих [σ] для матеріалу балки: 

   
xW

Mmax
max , (4.57) 
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де  
n

Т
  , або  

n
В

  ; п – коефіцієнт запасу. 

При згині виникає два види деформацій, а саме (рис.4.18): лі-
нійна y (вертикальне переміщення перерізу) і кутова (кут пово-

ротуперерізу) θ
dz

dy
tg  . 

 
Рис. 4.18 

Для визначення деформацій використовують наближене дифере-
нціальне рівняння пружної лінії балки: 

 
   

z

x

EI

zM

dz

zdy
 . (4.58 

Кути повороту і прогини визначають послідовним 
інтегруванням диференціального рівняння (4.58: 

      
;  Cdz

EI

z
x

M

dz

zdy
z

z

  

      
  DCzdz

EI

zM
dz

dz

zdy
zy

z

x , (4.59) 

де С і D — постійні інтегрування, які визначаються з умов закрі-
плення кінців балки. 
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4.6. Складний опір 

Випадки навантаження, коли елементи конструкції можуть 
одночасно зазнавати декілька видів простих деформацій в різних 
комбінаціях, називаються складним опором. У відповідності з 
принципом незалежності дії сил напруження і деформації можуть 
визначатися як алгебраїчна сума відповідно напружень і дефор-
мацій для простих видів навантажень, для яких методи їх визна-
чення вже відомі. 

4.6.1. Косий згин 

Під косим згином розуміють такий вид згину, при якому пло-
щина дії згинального моменту не збігається ні з однією з голов-
них центральних осей інерції поперечного перерізу балки, а скла-
дає з віссю y кут   (рис. 4.19, 4.20). 

 
Рис. 4.19 

Косий згин можна розглядати як поєднання двох прямих зги-
нів, якщо розкласти згинальний момент М=m на два моменти 

cos MM x  та sin MM y
 (рис. 4.19). 
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Рис. 4.20 

У відповідності з принципом незалежності дії сил нормальне 
напруження у точці з координатами х і у визначається сумою но-
рмальних напружень у тій же точці, викликаних дією моментів 
Мх і Му, тобто: 

 x
I

M
y

I

M

y

y

x

x  ,    або    cos sin .
x y

y x
M

I I
  

 
   

 
 (4.60) 

Поклавши в (6.1) σ = 0, маємо рівняння прямої, що назива-

ється нейтральною лінією: x

y

I
y x tg

I
  . Нейтральна лінія роз-

діляє переріз на дві частини, в одній з яких діють розтягуючі, а в 
іншій — стискаючі напруження. Небезпечними є точки перерізу, 
де діють найбільші напруження, тобто точки, найбільш віддалені 
від нейтральної лінії. В одній з цих точок виникають найбільші 
розтягуючі (точка А), а в другій – стискаючі (точка В) напру-
ження. Яка з двох точок є найбільш небезпечною, визначають ме-
ханічні властивості матеріалу балки. Якщо матеріал однаково 
опирається розтягу і стиску, то небезпечною буде точка з макси-
мальним по абсолютній величині напруженням. 

x 
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Слід враховувати, що при косому згині нейтральна лінія не є 
перпендикуляром до площини дії згинального моменту. 

Повне переміщення δ при косому згині визначається як гео-
метрична сума переміщень δх і δу, викликаних дією кожного із 
згинальних моментів Мх і Му окремо, тобто: 

 22
yx   . (4.61) 

4.6.2. Згин з крученням валів круглого поперечного пере-
різу 

Випадок, коли в поперечних перерізах вала виникають крут-
ний Мz (кручення) і згинальні Мх, і Му (косий згин) моменти, має 
назву згину з крученням. Це відповідає, наприклад, схемі дії скру-
чувальних моментів М1, М2, М3, М4 і зосереджених сил Р2х та Р3х 
в горизонтальній площині і Р2у та Р3у – у вертикальній (рис. 4.21). 

З епюр згинальних моментів Му і Мх а також епюри крутних 
моментів Мz випливає, що у валах спостерігається прямий згин 
під дією сумарного згинального моменту  

 .22
yx MMM 


   (4.62) 

і кручення від дії крутного моменту Мz 

Небезпечним вважається переріз, де діє МΣ max і відповідний 
крутний момент Мz. На поверхні вала в небезпечному перерізі ді-
ють відповідно нормальне й дотичне напруження: 

 
xW

M max ;   
p

z

W

M
 , (4.63) 
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де 3
3

0,1
32

d
d

Wx 


 і 
16

3d
Wp


 - відповідно осьовий і полярний 

 
Рис. 4.21 

моменти опору суцільного круглого перерізу діаметру d. 

Для оцінки міцності при одночасній дії напружень σ і τ 
найчастіше використовується наступна умова міцності: 

  .4 22   , (4.64) 
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звідки з урахуванням (4.63) і того, що для круглого перерізу 

Wp = 2Wx , маємо  
22

max

1
z

х

MM
W

, і діаметр вала 

  
3

22
max

1,0 
zMM

d


 
, (4.65) 

де величина 22
max zMM   називається зведеним моментом. 

4.7. Стійкість рівноваги пружних систем. Поздовжній 
згин стрижня 

У розглянутих раніше видах навантаження приймалося, що 
деформації досить малі і початкова форма елементів конструкції 
не змінюється. При досить великих навантаженнях і деформаціях 
стійка форма рівноваги елементів може порушитися. 

Навантаження, при перебільшенні якого пружне тіло із стій-
кої форми рівноваги переходить у нестійку, називається критич-
ним. У практичних розрахунках на стійкість критичне наванта-
ження Ркр вважають руйнівним, але обчислення ведуть за допус-
тимим навантаженням, за яке приймають частку критичного: 

  
y

кр
y n

P
P  ,  

де nу – коефіцієнт запасу стійкості. 

Для центрально-стиснутого стрижня в залежності від умов за-
кріплення кінців стрижня, критична сила визначається за форму-
лою Ейлера: 
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 2
min

2

)( l

EI
Pкр 


 . (4.66) 

де l – фізична довжина стрижня; 

 – коефіцієнт зведення довжини стрижня (довідкова вели-
чина, яка залежить від умов закріплення (рис. 4.22):  

 
Рис. 4.22 

Відповідно критичне напруження і умова збереження міцно-
сті мають вигляд: 

 
  пц

к
к

Ε

Fl

EI

F

P 




 

2

2

2
min

2

, (4.67) 

де 
mini

l   – гнучкість стрижня; 
F

I
i min
min   – мінімальний радіус 

інерції перерізу. 

Формула Ейлера застосовується тоді, коли критичне напру-

ження σкр не перевищує границі пропорційності матеріалу σпц 

(рис.4.23), або коли гнучкість стрижня 
mini

l   більша за грани-

чне значення  
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пц

гран

E




2

 . (4.68) 

 
Рис. 4.23  

Якщо умова  <гран порушується , і значення гнучкості зна-

ходиться в інтервалі o1   , де 1 – гнучкість, що відповідає 

появі у стрижні напружень стиску, що дорівнюють границі теку-

чості (σт), (у розрахунках приймають 1 = (0,2...0,4)о.), то вико-

ристовують формулу Ясинського 

  ba к , (4.69) 

де a і b - коефіцієнти, що залежать від властивостей матеріалу. 

Стрижні, у яких 1  , розраховують тільки на стиск: 

 т к . (4.70) 

Практичні розрахунки на стійкість проводять, використову-

ючи поняття коефіцієнта  зниження основного допустимого 
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напруження. Дуже жорсткі стрижні розраховують по основному 

допустимому напруженню [σ]. В міру збільшення гнучкості  

його слід зменшувати, помноживши на коефіцієнт : 

     ст , (4.71) 

де [σ]cm – допустиме напруження при розрахунку на стійкість. 

Значення коефіцієнта   знаходиться у межах від 0 до 1 і за-
лежать від гнучкості стрижня і виду матеріалу. Наприклад, для 
сталей Ст.2…Ст.4 його значення наведено у табл. 4.1. 

Таблиця 4.1 

 0 20 40 60 80 100 120 140 160 180 200 

 1,00 0,96 0,92 0,86 0,75 0,60 0,45 0,36 0,29 0,23 0,19 

 

Якщо  > 220, розрахунок можна вести за формулою Ейлера; 
при менших — за залежністю (4.71). 

Для стрижнів великої гнучкості, які розраховуються за фор-
мулою Ейлера (4.67), використання високоміцних сталей для за-
безпечення стійкості недоцільне, тому що модулі пружності Е, 
для більшості сталей  практично однакові. 

Для стрижнів малої гнучкості використання спеціальних ста-
лей високої міцності стає виправданим, оскільки підвищення гра-
ниці текучості збільшує можливе критичне напруження і запас 
стійкості. 

З економічних міркувань найраціональнішим є такий переріз, 
у якого при тій самій площі поперечного перерізу найменший ра-
діус інерції буде більшим. Цій умові найкраще відповідають рів-

ностійкі (іх = іу) трубчасті або коробчасті тонкостінні перерізи, 
при необхідності підсилені внутрішніми ребрами жорсткості. 
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4.8. Основи теорії напруженого стану в точці. 
Розрахунки на міцність при складному напруженому 

стані. 

Через будь-яку точку тіла можна провести безліч площин 

(площадок), і на кожній з них діють різні нормальні σ та дотичні 

τ напруження. Сукупність нормальних і дотичних напружень, що 

діють на безлічі площин, які проходять через точку, що розгляда-
ється, утворює напружений стан у точці (рис. 4.24). 

 
Рис. 4.24 

Напружений стан у точці визначається шістьма незалежними 
компонентами напружень, а саме: 

 
zxxzzxxzyxxyzyx

  ;;;;; , 

де останні три залежності мають назву закону парності дотичних 
напружень, відповідно до якого на будь-яких двох взаємно пер-
пендикулярних площинах дотичні напруження є рівними за вели-
чиною і протилежнимим за знаком. 

Доведено, що серед безлічі площин, які можна провести через 
досліджувану точку, завжди є такі три взаємно перпендикулярні 
площини, на яких нормальні напруження приймають екстрема-
льні значення, а дотичні напруження дорівнюють нулю 
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(рис. 4.25). 

 
Рис. 4.25  

 Ці площини мають назву головних площин, а напруження на 
них - головними напруженнями. Ці напруження прийнято позна-

чати в порядку зростання  123   . 

Залежно від наявності головних напружень, відмінних від 
нуля, розрізняють: об'ємний напружений стан, якщо всі три голо-
вних напруження не дорівнюють нулю (рис. 4.26, а); плоский на-
пружений стан, якщо два головних напруження відмінні від нуля 
(рис. 4.26, б); лінійний (одновісний) напружений стан, якщо від-
мінним від нуля є тільки одне головне напруження (рис. 4.26, в) 

 1 

2 

3 

2 

3 

1  

 
σ1 

σ1 

σ3 

σ3 

 

 σ1 σ1 

 
 а) б) в) 

Рис. 4.26 
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Розглянемо плоский напружений стан (рис 4.26). 

 
Рис. 4.27 

Для елементарного куба, виділеного навколо досліджуваної 

точки нормальні (σ) і дотичні (τ) напруження на довільній пло-

щадці, яка розташована під кутом α дорівнюють 

  2sinsincos 22  yz ; (4.72) 

 


 2cos2sin
2




 yz . (4.73) 

Сума нормальних напружень, що діють на двох взаємно пер-
пендикулярних площинах, є величиною постійною (властивість 
інваріантності нормальних напружень). 

За визначенням головним площинам відповідають екстрема-
льні нормальні напруження (головні напруження). 

Величина головних (екстремальних) напружень і їх напрямок 
визначаються відповідно за наступними формулами: 

   22

min
max 4

2

1

2



 


 yz

yz  (4.74) 
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zy

tg





2

2 0 . (4.75) 

Нормальні і дотичні напруження на довільно орієнтованих 
площадках по відношенню до головних визначають відповідно 
так: 

 
2

3
2

1 sincos  ;  (4.76) 

 .2sin
2

31 





  (4.77) 

Якщо пропорційно збільшувати усі значення головних напру-

жень (σ1, σ2, σ3), то можна досягти небезпечного напруженого 
стану. Число, яке показує, у скільки разів слід збільшити усі ком-
поненти напруженого стану, щоб він став небезпечним, будемо 

називати коефіцієнтом запасу міцності (n). 

Якщо у двох напружених станах коефіцієнти запасу міцності 
рівні, то такі напружені стани називають рівнонебезпечними або 
еквівалентними. Напруження при одновісному напруженому 
стані, рівнонебезпечному заданому, називають еквівалентним на-
пруженням (σекв). Коефіцієнт запасу визначають з виразу: 

 
екв

неб.р




n , (4.78) 

де σнеб.р – небезпечне напруження при розтягу. 

Якщо мати залежність між двома рівнонебезпечними ста-

нами, один з яких лінійний, тобто між σекв та σ1, σ2, σ3, то задача 

розрахунку на міцність у випадку складного напруженого стану 
буде розв'язана. 
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Для встановлюваня залежності між рівнонебезпечними ста-
нами найчастіше використовують теорію, запропоновану О.Мо-
ром (1882 р.), яка грунтується на експерименті і дозволяє оціню-
вати міцність як пластичних, так і крихких матеріалів. 

Згідно з цією теорією еквівалентні напруження 

 31  Kекв  . (4.79) 

У залежності (4.79) коефіцієнт K – це є відношенням гранич-
них характеристик міцності при розтягу і стиску. Для крихких ма-
теріалів, як правило, K < 1, для пластичних K = 1. 

Враховуючи (4.74), отримаємо: 

     22 4
2

1

2

1  





 yzyzекв

KK
. (4.80) 

Якщо K = 1 і має місце спрощений плоский напружений стан, 

коли σz = σ, а σу = 0, то (4.80) набуває вигляду: 

 22
екв 4  .  

Ця формула застосовується при розрахунку конструкцій, що 
зазнають згину з крученням. 

У випадку одновісного розтягу σ1 = σ,  σ3 = 0 і згідно з вира-

зом (4.79)  екв ; при чистому зсуві для матеріалів із K = 1, 

σ1 = τ,  σ3 = -τ еквівалентні напруження  2екв  . 

Визначивши коефіцієнт запасу міцності за формулою (4.78), 
можна записати умову міцності у вигляді  

  nn  ,  

де  n  – допустимий коефіцієнт запасу міцності. 
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4.9. Розрахунки міцності та довговічності  
при дії змінних напружень 

4.9.1. Міцність матеріалів при втомленості. Крива втомле-
ності і границя витривалості матеріалу. Зведені амплі-
туди циклу. 

Багато деталей машин під час роботи піддаються дії змінних, 
циклічно змінних за часом напружень. 

Наприклад, вал пасової передачі зі шківом, на який діє пос-
тійне зусилля натягання паса, піддається дії циклічно змінних на-

пружень з амплітудою σа і періодом Т (рис.4.28 а). Відбувається 
це в результаті того, що при обертанні вала його частки опиня-
ються поперемінно то в розтягнутій, то в стиснутій зонах. 

 
 а б 

 
в 

Рис. 4.28 
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Сукупність усіх значень напружень за один період назива-
ється циклом напружень, а наведений на рис. 4.28,а цикл має на-
зву симетричного. 

Змінні напруження виникають також тоді, коли на стрижень 
діють змінні за часом сили. Так, балка на двох опорах, на якій 
встановлено електричний двигун, що має незбалансований ротор, 
піддається дії циклічно змінних напружень через те, що виникає 
змінна за величиною вертикальна складова відцентрової сили. 
Постійна сила ваги двигуна спричинює в балці постійне, не 

змінне за часом напруження σm, від змінної сили виникають цик-

лічно змінні напруження з амплітудою σа. 

Закон зміни напружень в балці наведено на рис. 4.28, б, де 

показані характеристики циклу - максимальні σmax, мінімальні 

σmin, середні σт та амплітудні σа значення напружень. Цикл на-

пружень, у якого σm ≠ 0; σа ≠ 0 називається асиметричним. По-
двійна величина амплітуди коливань напружень називається роз-
махом циклу. 

Якщо середні σm та амплітудні σа значення напружень циклу 
не змінюють своєї величини за часом (рис. 4.28, а та рис. 4.28, б), 
то такий усталений режим змінних напружень називається стаці-
онарним навантаженням. 

У той же час багато які елементи машин піддаються дії випа-
дкових змінних напружень. Такий більш загальний випадок не-
усталеного режиму змінних напружень, коли середні й ампліту-
дні значення напружень змінюються за часом (наприклад, цикли 
1 і 2 на рис. 4.28 в), називається нестаціонарним навантаженням. 

Опір матеріалів дії змінних напружень суттєво відрізняється 
від опору матеріалів дії статичних навантажень. Досвід показує, 
що при дії змінних напружень після деякої кількості їх циклів 
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може настати руйнування деталі, в той час як при такому ж, чи-

сельно рівному найбільшому напруженню циклу σmax, але не-
змінному напруженні, руйнування не настає. 

Кількість циклів до моменту руйнування деталі, що працює, 
наприклад, в умовах симетричного циклу навантаження, зале-

жить від амплітуд напружень σа і змінюється в досить широких 
межах; при цьому чим більша амплітуда напружень, тим потрібна 
менша кількість циклів до руйнування. Наприклад, циклічні на-
пруження, які виникають при багаторазових, досить великих пе-
регинах дроту, призводять до його руйнування через 5-10 циклів. 
У той же час при менших напруженнях він витримує тисячі й мі-
льйони циклів, а при досить малих – здатний чинити опір без руй-
нування дії необмеженої кількості циклів напружень. 

Руйнування матеріалів під дією змінних напружень назива-
ється руйнуванням від втомленості, а явище – втомленістю мате-
ріалів. 

Здатність матеріалів чинити опір руйнуванню при дії змінних 
напружень називається витривалістю, або міцністю при втомле-
ності. 

Характерною рисою є те, що руйнування від втомленості 
може виникнути при напруженнях, нижчих від границі текучості; 
при цьому не виникає помітних залишкових деформацій навіть 
тоді, коли матеріал є високо пластичним. Установлено, що поча-
ток руйнування від втомленості має чисто місцевий характер. У 
зоні підвищених змінних напружень, що зумовлені конструктив-
ними, технологічними та іншими чинниками, може утворюватися 
мікротріщина, яка при дії багаторазових змін напружень збільшу-
ється і поширюється в глибину тіла. У результаті переріз деталі 
послаблюється, і на останньому етапі виникає раптове руйну-
вання. 
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Процес утворення тріщин від втомленості при дії змінних на-
пружень пов'язаний з накопиченням пошкоджень, зумовлених 
пластичною деформацією матеріалу. Тому вважається, що міц-

ність при втомленості визначається тільки найбільшими σmax та 

найменшими σmin напруженнями циклу (або однозначно пов'яза-

ними з ними ат та σa) і не залежить від закону зміни напружень 
усередині циклу. 

Для оцінки характеристик матеріалу при втомленості прово-
дять спеціальні випробування, найбільш розповсюдженими з 
яких є випробування в умовах симетричного циклу навантаження 
при чистому згині зразка, що обертається.  Шляхом багаторазо-
вих випробувань досить великої кількості зразків можна визна-
чити кількість циклів N , що витримує кожний зразок до руйну-

вання залежно від найбільших напружень σmax циклу. 

Після обробки експериментальних даних отримують залеж-
ність, графік якої має вигляд гіперболи (рис. 4.29); цей графік має 
назву кривої втомленості матеріалу. 

 
Рис.4.29 

Найбільше значення максимального напруження циклу, при 
якому матеріал не руйнується при будь-якій кількості циклів 
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навантаження, називається границею витривалості матеріалу і 

позначається як σ-1  при випробуваннях зразків на згин в умовах 
симетричного циклу навантаження. 

Практично границю витривалості визначають як найбільше 
напруження циклу, при якому зразок не руйнується протягом та-
кої кількості циклів, що дорівнює базі випробувань N0. Для чор-
них металів за базу випробувань беруть 10 млн. циклів, для ко-
льорових металів – у 5-10 разів більше. Вважається, що після кі-
лькості циклів N=N0 крива втомленості переходить до прямої, па-
ралельної осі абсцис. 

Для випробувань на втомленість характерним є те, що резуль-
тати мають великий розкид, і для вірогідного визначення границі 
витривалості потрібні випробування великої кількості зразків, що 
разом із дальшою обробкою результатів є досить трудомісткою 
роботою. Тому знайдено певні співвідношення між границями 
витривалості матеріалів та їх границею міцності. Так, для сталей 

загального призначення   в1 5,04,0   ; для високоміцних 

сталей в1 6

1
400    (МПа); для кольорових металів 

  в1 5,025,0   . 

Подібно до випробування на чистий згин можна провадити 
випробування на кручення та розтяг (стиск). Згідно з численними 
експериментальними даними для деяких матеріалів можна помі-
тити приблизні співвідношення між границями витривалості при 

згині σ-1, кручені та розтягу 0
1 : для сталі 0

1  = 0,7σ-1, для ча-

вуну 0
1  = 0,65σ-1, для сталей та легких сплавів τ-1 = 0,55σ-1; для 

чавуну τ-1 = 0,8σ-1. 

Границі витривалості деталей відрізняються від границі 
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витривалості зразка; на них впливає ціла низка факторів, таких як 
форма зразка, стан-його поверхні, температура випробувань, по-
передня внутрішня напруженість матеріалу, режим силового 
впливу, зокрема асиметрія циклу тощо. 

Найважливішим фактором, який слід враховувати при розра-
хунках на міцність при втомленості, є концентрація напружень. 
Під концентрацією-напружень розуміють явище місцевого збіль-
шення напружень порівняно з номінальними поблизу різких змін 
форми і розмірів пружного тіла, а також в зоні контакту деталей. 
Концентраторами напружень на практиці є шпонкові канавки, 
отвори в деталі, нарізки на поверхні, місця різкої зміни розмірів 
перерізу тощо. 

Концентрація напружень знижує міцність при втомленості 
деталі, і щоб оцінити вплив цього фактора на положення кривої 
при втомленості, вводять поняття ефективного коефіцієнта кон-

центрації напружень K як відношення границі витривалості 1  

гладенького зразка без концентратора напружень до границі ви-

тривалості к1  такого ж зразка, який має певний концентратор 

напружень: 
к

K
1

1







  для нормальних і 
к

K
1

1







  відповідно для 

дотичних напружень. Як правило, коефіцієнт концентрації є ве-
личина, більша за одиницю. 

При розрахунках коефіцієнт концентрації уводять до амплі-
туд діючих напружень. Так, якщо розрахункові номінальні амп-

літуди напружень складають а, то з урахуванням концентрації 

вони збільшуються і дорівнюють аK. 

При дії змінних напружень руйнування починається, як пра-
вило, з виникнення місцевої тріщини на поверхні деталі, тому по-
гана якість поверхні призводить до зниження витривалості 



 

 63 

деталі, і навпаки, в разі чистої і тонко обробленої поверхні гра-
ниця витривалості зростає. Вплив стану поверхні на витривалість 

оцінюється коефіцієнтом якості поверхні , що є відношенням 

границі витривалості -1п зразка, який має певну обробку повер-

хні, до границі витривалості -1 шліфованого зразка: 
1

п1





 . 

Коефіцієнт якості поверхні β звичайно менший від одиниці і 
враховується при розрахунках коректуванням величини амплі-

туди. Так, якщо номінальна амплітуда циклу дорівнює σа, то з 
урахуванням поправки на стан поверхні вона приймає значення 


 а ,а з урахуванням ще и концентрації напружень - 


 Kа . 

При оцінюванні втомної міцності слід враховувати також аб-
солютні розміри перерізів деталей. 

Досліди із зразками різних розмірів поперечних перерізів по-
казують, що із збільшенням останніх границя витривалості змен-

шується. Відношення границь витривалості σ-1d деталі розміром 

d і границі витривалості σ-1 лабораторного зразка стандартного 

розміру (d =812 мм) називають коефіцієнтом масштабного фак-
тора (коефіцієнтом масштабу), або коефіцієнтом впливу абсолю-

тних розмірів перерізу: 
1

1





 d . Звичайно εσ < 1. 

При розрахунках на витривалість коефіцієнт εσ вносять до ам-

плітуди номінальних напружень; замість номінального значення 

амплітуди циклу σа береться значення 

 а , а з урахуванням кон-

центрації напружень та стану поверхні – 






Ka . 
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Значення коефіцієнтів K, β та εσ, одержаних на підставі ре-
зультатів лабораторних випробувань залежно від рівня переліче-
них факторів, наведено в довідниках. 

Суттєво менший вплив, ніж амплітуда σа, на міцність при вто-
мленості та границю витривалості деталі справляє середнє напру-

ження циклу σт (рис. 4.28, б). В розрахунках цей вплив урахову-

ють додаванням до амплітуди (15.16) частки середнього напру-
ження σт' 

 m
Nm

K
а 

 



01

вa.з , (4.81) 

де ψ – коефіцієнт чутливості матеріалу до асиметрії циклу. 

Отримані таким чином розрахункові напруження вa.з  нази-

ваються зведеними амплітудними напруженнями, а цикл таких 
напружень – зведеним до симетричного. 

Зведені амплітуди напружень враховуються в подальших ро-
зрахунках на міцність при втомленості деталей машин та елеме-
нтів конструкцій. 

4.9.2. Розрахунки довговічності при стаціонарному та не-
стаціонарному навантаженні 

Основний принцип розрахунку на міцність при втомленості 
припускає, що найбільші розрахункові амплітуди напружень в 
жодній точці елемента конструкції не повинні перевищувати не-
безпечні для заданого матеріалу значення (границі витривалості). 
У цьому разі елемент має необмежений ресурс, тобто забезпечу-
ється його працездатність протягом необмеженого часу роботи. 
У той же час ряд деталей машин не потребують такої жорсткої 
регламентації у відношенні ресурсу – з економічної або інших 
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точок зору їх недоцільно експлуатувати довше визначеного часу. 
При цьому виникає проблема розрахунку на обмежений ресурс, 
забезпечення якого може бути досягнуто при дії більших напру-
жень в деталі, тобто при зменшеній вазі, а отже і вартості. 

Розрізняють такі види розрахунків довговічності при: стаціо-
нарному навантаженні та необмеженому ресурсі (за коефіцієнтом 
запасу); стаціонарному навантаженні та обмеженому ресурсі; не-
стаціонарному навантаженні та необмеженому і обмеженому ре-
сурсах. 

При цьому умовно вважають, що ділянка обмеженого ресу-
рсу вміщує кількість циклів навантаження деталі від нуля до бази 
випробувань N0 (рис. 4.29), а необмеженого – кількість циклів, бі-
льшу за N0. 

Розрахунки довговічності (необмеженого ресурсу) при ста-
ціонарному навантаженні грунтується на порівнянні розрахун-

кових зведених амплітуд напружень а.зв  (4.81) та границі ви-

тривалості матеріалу σ-1 (рис. 4.29); деталь має необмежений ре-
сурс у тому разі, коли виконується умова: 

 1а.зв    (4.82) 

З цього випливає, що коефіцієнт запасу nσ має бути більшим 
за одиницю: 

 .1

a

1 


 

m

K
n












  (4.83) 

Наведена залежність застосовується при розрахунках довго-
вічності при дії тільки нормальних напружень – для одновісного 
(лінійного) напруженого стану. 
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Подібну залежність для коефіцієнта запасу маємо у разі дії 
тільки дотичних напружень: 

 

m

K
n














 

a

1 . (4.84) 

У разі одночасної дії нормальних і дотичних напружень, що 
відповідає двовісному, або плоскому напруженому стану, коефі-
цієнт запасу визначається за формулою Гафа і Полларда: 

 
22




nn

nn
n


 . (4.85) 

Розрахунки довговічності (обмеженого ресурсу) при стаціо-
нарному навантаженні проводять, якщо зведені напруження 

1а.зв   ; приймається також, що крива втоми (рис. 4.30) може 

бути описана рівнянням гіперболи: 

 CNm  , (4.86) 

де m та C – параметри кривої. 

Якщо є в наявності графік кривої втоми (рис. 4.30), то ресурс 
деталі можна визначити графічно.  

 
Рис. 4.30 
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Для цього потрібно, наприклад, на рівні  ii а.зв   прове-

сти пряму, паралельну осі абсцис, до перетину з кривою втомле-
ності, і, опустивши перпендикуляр до перетину з віссю N, визна-
чити кількість циклів .Ni до руйнування деталі, тобто її обмеже-
ний ресурс. 

При аналітичному підході обмежений ресурс Ni визначається 
залежністю: 

 m

i

m

o
m

i

K

N
N











 












а

1 . (4.87) 

Розрахунки довговічності (необмеженого і обмеженого ресу-
рсів) при нестаціонарному навантаженні. Гіпотеза лінійного під-
сумовування пошкоджень. 

Циклічний процес зміни напружень в часі з постійними зна-
ченнями середнього σm та амплітуди σа в деталях машин трапля-
ється надто рідко. Реальні процеси навантаження елементів ма-
шин часто являють собою випадкові процеси (рис. 4.28, в), що 
характеризуються змінними середніми та амплітудами циклів на-
пружень (нестаціонарне навантаження). 

Щоб провадити розрахунки на витривалість, випадкові про-
цеси навантаження, які мають місце в умовах експлуатації, замі-
нюють певними схематизованими процесами. 

Відома велика кількість методів схематизації реальних про-
цесів навантаження елементів машин. Найбільшого поширення 
набув метод повних циклів, який дає найкращу відповідність від-
носно дії, що пошкоджує, між схематизованим і реальним випад-
ковими процесами навантаження. 

При розрахунках на обмежену довговічність цикли з малими 
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зведеними амплітудами напружень   1а.зв 7,0   i  не врахову-

ються, тому що їхній вплив на ресурс деталі, як показують дос-
ліди, незначний. 

Вводячи поняття міри пошкодження (рис. 4.30) 

 
i

i
i N

n
D  , (4.88) 

де ni – кількість циклів діючих напружень з i-ю зведеною амплі-

тудою; iN  - кількість циклів до руйнування при дії і-х зведених 

амплітуд напружень, що визначається за формулою (4.87), на пі-
дставі гіпотези лінійного підсумовування пошкоджень з ураху-

ванням того, що 1а;10  ii DD  відповідає руйнуванню деталі, 

обмежений ресурс tσ визначають за залежністю 

 
 

.

а.зв

з01

i
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
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




  (4.89) 

4.10. Загальні (енергетичні) методи визначення 
переміщень у пружних системах 

При розгляді простих видів навантаження бруса використо-
вувались свої, частинні залежності для обчислення переміщень 
будь-якого перерізу, хоча іноді при проведенні розрахунків вини-
кає потреба знати переміщення тільки одного конкретного пере-
різу. У цьому разі зручніше їх знаходити за допомогою методу 
Мора, що грунтується на використанні загального виразу потен-
ціальної енергії деформацій стрижня. 

У загальному випадку навантаження стрижня у довільному 
перерізі можуть виникати усі шість внутрішніх силових факторів: 
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три моменти  (Мz, Мх, Му) і три сили (Nz, Qx, Qy), які виконують 
певну роботу, що переходить у потенціальну енергію деформації 
пружного стрижня. 

   
l l р

к

y

y

l x

x

l

z

EI

dzM

EI

dzM

EI

dzM

EF

dzN
U

2222

2222

. (4.90) 

Поперечні сили Qx, та Qy  суттєво не впливають на величину 
потенціальної енергії, тому їх не враховують. 

Наприклад, для балки, яка працює в умовах чистого згину, 
потенціальна енергія деформації певної ділянки визначається ви-
разом 

 
l x

x

EI

dzM
U

2

2

. 

Переміщення в цьому випадку визначають за допомогою ін-
теграла Мора: 

 dz
EI

MM

l


x

1
xx , 

де 1
xM  - аналітичний вираз для згинального моменту від одини-

чної зосередженої сили, що прикладена у заданому напрямку в 
точці балки, переміщення якої визначають. 

Для балки, яка має п ділянок довжиною li з різними аналітич-

ними виразами Мх{z) та  zM x
1  для кожної ділянки переміщення 

визначають за залежністю 

 dz
EI

MMn

i li

 



1 x

1
xx .  (4.91) 
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При складному навантаженні в поперечних перерізах 
стрижня можуть виникати, крім згинальних моментів Мх, ще три 
внутрішніх силових фактори (Nz, Му, Мz). Від кожного з них на 
основі загального виразу для потенціальної енергії (4.90) може 
бути визначений вираз, аналогічний виразу (4.91): 
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 (4.92) 

Вираз (4.92) має назву інтеграла Мора для пружних перемі-
щень. У (4.92) входять внутрішні силові фактори у поточному пе-
рерізі від зовнішніх сил (Мх, Му, Мz, Nz) та одиничної сили або 

моменту  1
z

1
z

1
y

1
x ,,, NMMM . Одинична сила або момент приклада-

ються у тому місці, де треба визначити переміщення, і в потріб-
ному напрямку. 

Визначення переміщень (наприклад для згину) виконується у 
наступній послідовності: 

У заданому перерізі балки в потрібному напрямку приклада-
ють одиничну силу або одиничний момент для визначення відпо-
відно лінійного переміщення або кута повороту. 

Для кожної ділянки системи складають вирази для згиналь-

ного моменту Мх від зовнішнього навантаження і 1
xM  від одини-

чної сили. 

Отримані вирази підставляють у (4.92) і виконують інтегру-
вання. 

Якщо вже побудовані епюри внутрішніх силових факторів, то 
можна спростити обчислення інтегралу Мора способом 
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Верещагіна, замінивши процес інтегрування "перемноженням" 
побудованих епюр. Цей графоаналітичний спосіб заснований на 
тому факті, що для конструкції, складеної з прямолінійних стри-
жнів, епюри від одиничного силового фактора завжди лінійні. 

Інтеграл Мора за способом Верещагіна обчислюється як до-
буток площі епюри моментів Мх  від зовнішніх сил на ординату 

одиничної епюри моментів 1
xM під центром ваги площі . епюри 

моментів Мх. 

Отриманий добуток є додатним, якщо обидві епюри моментів 
знаходяться по один бік від поздовжньої осі z стрижня. 

Способом Верещагіна можна користуватися тільки на ділян-

ках, де одинична епюра лінійна і не має зламів. Якщо епюра 1
xM   

має декілька ділянок (n), то інтеграл Мора обчислюється окремо 
по кожній ділянці, а результати додаються:  

 
  





n

i x

icxc

EI

zM

1

1

1


  (4.93) 

4.12. Статично невизначуванi стрижневі системи 

Конструкції, елементи яких мають форму стрижнів, назива-
ються стрижневими системами. Якщо стрижні у вузлах з'єднані 
жорстко, то така конструкція називається рамою. Рама назива-
ється плоскою, якщо поздовжні осі всіх її складових елементів, 
усі зовнішні навантаження і одна з головних осей усіх перерізів 
елементів лежать в одній площині. Плоска рама, на яку діють по-
перечні навантаження, називається плоско-просторовою. 

У перерізах елементів плоскої рами можуть виникати три 
внутрішніх силових фактори - нормальні сили Nz, згинальні мо-
менти Мх і перерізуючі сили Qy. 
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Основний вплив на величину напружень та переміщень ма-
ють деформації згину, і тому розрахунок на міцність для плоских 
рам ведеться за формулами для прямого бруса (4.57), а для визна-
ченні переміщень використовують інтеграл Мора. Епюри згина-
льних моментів у рамах будуються на стиснутих волокнах, і ор-
динати Мх відкладаються на перпендикулярах до осей елементів 
рами. 

Стрижневі системи можуть бути статично визначними, якщо 
внутрішні сили в усіх перерізах елементів, а також опорні реакції 
можуть бути визначені тільки з рівнянь статики. У противному 
разі їх називають статично невизначуваними. 

Надмірна кількість зовнішніх і внутрішніх зв'язків, без яких 
система залишається геометрично незмінюваною (нерухомою), 
визначає ступінь статичної невизначуваності. 

Для визначення внутрішніх силових факторів у перерізах ста-
тично невизначуваних систем до рівнянь рівноваги статики дода-
ються рівняння сумісності деформацій. 

Найчастіше для розкриття статичної невизначуваності вико-
ристовується метод сил. За цим методом всі «зайві» (надлишкові) 
зв'язки замінюються невідомими силами. Потім знаходяться ви-
рази для переміщень у напрямку цих сил. Отримані вирази по-
винні дорівнювати нулю, тому що зв'язок перешкоджає перемі-
щенню системи у просторі. Їх називають канонічними рівнян-
нями методу сил. З канонічних рівнянь визначаються «зайві» не-
відомі — реакції зв'язків, і далі задача розв'язується як статично 
визначувана. 

Розглянемо докладніше послідовність розрахунку статично 
невизначуваних систем. 

1. Встановлюється ступінь статичної невизначуваності, тобто 
різниця між кількістю невідомих сил і кількістю незалежних 
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рівнянь статики: 

2. Із заданої системи виділяється основна система шляхом ус-
унення «зайвих» зв'язків і зовнішнього навантаження. Усувати 
можна різні зв'язки, тому основних систем може бути декілька. 
Основна система повинна бути статично визначеною та геомет-
рично незмінною, тобто переміщення точок системи повинні від-
буватися тільки як наслідок її деформації. 

3. Основна система перетворюється в еквівалентну заданій 
шляхом додавання зовнішнього навантаження і невідомих сил 
або моментів ХI замість відкинутих зв'язків. 

4. Складаються канонічні рівняння методу сил, фізичний 
смисл яких — відсутність переміщень в напрямку відкинутих 
зв'язків: 
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 (4.94) 

де ij – переміщення  в напрямку сили Xi, викликане дією тільки 

сили Xj =1; ip – переміщення в напрямку сили Xi, викликане дією 
системи зовнішніх сил. 

5. Обчислюються коефіцієнти канонічних рівнянь ij та ip за 
допомогою інтеграла Мора або способом Верещагіна. Для цього 
треба побудувати епюри моментів у основній системі при дії 
тільки зовнішніх сил і окремо від кожної з сил Xj =1. Індекси при 

коефіцієнті ij  вказують номери епюр, які потрібно перемножити. 

6. Розв'язується система канонічних рівнянь і визначаються 
величини невідомих сил Х1, Х2,..., Хs. 

7. Будуються остаточні епюри внутрішніх силових факторів, 
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які визначаються або за допомогою методу перерізів, вважаючи 
сили Xi як зовнішні, або використовуючи вже побудовані епюри, 
підсумовують ординати епюр від заданих навантажень в основ-
ній системі з ординатами від одиничних сил, збільшеними в Xi 
разів. 

4.13. Розрахунки елементів конструкцій  
при динамічній дії навантажень 

Відомо, що робота А зовнішніх сил, що діють на тверде тіло, 
перетворюється на потенціальну U та кінетичну K енергії: 

 .KUA   

Якщо сили змінюються повільно, то говорять про статичне 
навантаження, і в цьому разі кінетичною енергією нехтують. В 
противагу статичному навантаженню існують такі способи прик-
ладення .навантаження, коли кінетична енергія є розмірною з по-
тенціальною, і в цьому випадку йдеться про динамічне наванта-
ження. Динамічне навантаження у ряді випадків супроводжу-
ється коливанням конструкції. Це вносить свою особливість в ро-
зрахунки на міцність та жорсткість. 

4.13.1. Розрахунки на міцність та жорсткість при коливан-
нях пружних систем 

Припустимо, що на пружну механічну стержневу систему з 
зосередженою масою М у точці 1 (рис. 4.31) діє циклічно змінна 
зосереджена збурююча сила, що змінюється за законом  

 tPP  sin0 , 

де Р0 — максимальне значення збурюючої сили (амплітуда сили); 

 - частота зміни збурюючої сили. 
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M 

P=P0‧sinΩt 

1 
 

Рис. 4.31 

З курсу теоретичної механіки відомо, що вимушені коли-
вання такої пружної системи відбуваються з частотою збурюючої 
сили і максимальною амплітудою, що дорівнює: 
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де с – переміщення, яке виникає в стрижневій системі під дією 

статично прикладеної сили Ро; 

M11

1


   – частота власних коливань пружної системи; 

11 – прогин системи в точці 1 від одиничної статичної сили; 

n – коефіцієнт, що враховує загасання коливального процесу; 

β – коефіцієнт наростання амплітуди коливань, або коефіцієнт 
динамічності при коливаннях: 
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Для забезпечення β < 1 намагаються, щоб  >>. При β > 1, 

але менше βmax, маємо  < ; максимальне значення βmax досяга-

ється при  =  (виникає явище резонансу), що неприпустимо. 
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Максимальне переміщення точки прикладення сили (прогин 
системи) складається з динамічної і статичної деформацій: 

 QA c 11max   , (4.97) 

де MgQ   - вага коливальної маси; g – прискорення вільного па-

діння. 

Враховуючи те, що напруження в елементах системи пропо-
рційні переміщенням точок прикладення сил, запишемо: 

    QP cocmax   . (4.98) 

Розрахунки на жорсткість і міцність при наявності коливань 
зводяться до урахування коефіцієнта наростання амплітуди та за-

доволення умов, при яких максимальні величини Amax і σmax не 

перевищували б допустимих значень [A] та [σ]. 

4.13.2. Розрахунки на міцність та жорсткість при ударі 

Явище удару має місце тоді, коли швидкість тіл, що стика-
ються, суттєво змінюється протягом дуже малого відрізку часу. 
Швидка зміна швидкості призводить до появи великих приско-
рень і, як наслідок, до значних сил інерції. Приймають, що після 
зіткнення тіло, яке ударяє, рухається разом із пружною неваго-
мою системою, яка сприймає удар.  

При ударі всі точки системи починають переміщуватися од-
ночасно, напруження в елементах системи не перевищують межі 
пропорційності. Місцеві деформації у зоні контакту не розгляда-
ються. 

Нехай вантаж Q (рис. 4.32) падає з висоти H на невагому пру-
жну систему. Такою системою може бути будь-яка стержнева 
конструкція. Внаслідок удару виникає динамічна сила, більша за 
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Q, яка викличе динамічний прогин  

 д = Рд11,  

де 11 – прогин системи в місці удару від статичної сили, що до-
рівнює одиниці. 

 
Рис. 4.32 

Вантаж у процесі падіння виконає роботу Q(H+д), яка нако-
пичується в системі у вигляді потенціальної енергії деформації 

0,5Рдд. В момент найбільшої деформації системи 

   ДДД РHQ  5,0 ,  

звідки динамічний прогин у напрямку удару дорівнює: 
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називається динамічним коефіцієнтом при ударі. 

Очевидно, що динамічні напруження та деформації системи 
будуть у Кд разів більше від тих, які мали б місце у системі при 
статичному прикладенні до неї вантажу Q: 
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 стдд  К ,      стдд  К . (4.100) 

Умова міцності при ударі запишеться так: 

     
maxд . 

Частковий випадок ударного навантаження спостерігається 
при раптовому прикладенні сили (Н = 0). При цьому напруження 
та деформації системи у два рази більші, ніж при статичному на-
вантаженні (Кд = 2). 
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5. ЗАВДАННЯ ДО КОНТРОЛЬНИХ РОБІТ 
(з прикладами виконання) 

5.1. Тема: Розтяг – стиск 
Задача 
Сталевий стрижень (Е = 2·105 МПа) навантажений поздовж-

ньою силою Р. Побудувати епюри нормальних сил N і нормаль-
них напружень σ. Знайти переміщення перерізу І-І (рис.5.1). Дані 
узяти з таблиці 5.1. 

  
Рис. 5.1 

Таблиця 5.1 

№ Схема F, см2 
а b с Р, кН 

м 
1 І 11 2,1 2,1 1,1 110 
2 II 12 2,2 2,2 1,2 120 
3 III 13 2,3 2,3 1,3 130 
4 IV 14 2,4 2,4 1,4 140 
5 V 15 2,5 2,5 1,5 150 
6 VI 16 2,6 2,6 1,6 160 
7 VII 17 2,7 2,7 1,7 170 
8 VIII 18 2,8 2,8 1,8 180 
9 IX 19 2,9 2,9 1,9 190 
0 X 20 3,0 3,0 2,0 200 
 е в г д е г 
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Приклад 

Сталевий східчастий стрижень (рис. 5.2а) навантажений си-
лами Р1 = 40 кН і Р2=120 кН.  
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Рис 5.2 
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Треба побудувати епюри нормальних сил і нормальних на-
пружень, знайти переміщення перерізу І-І. Прийняти площі пере-
різів: F1=2,5 см2, F2=4 см2, модуль поздовжньої пружності Е = 
2·105 МПа = 2·104 кН/см2, а= 50 см, b=40 см, c=100 см.  

Рішення 

Нормальне напруження на будь-якій i-ій ділянці знаходимо за 
формулою  

Для визначення нормальних сил використаємо метод перері-
зів, заздалегідь виділивши характерні ділянки, межами яких є мі-
сця, де прикладені зосереджені сили і де змінюються площі пере-
різу. На рис.5.2а це ділянки: перша довжиною с, друга – b і третя, 
довжиною а. 

На кожній ділянці зробимо переріз, відкинемо ліву частину і 
розглянемо рівновагу правої частини (рис. 5.2 б, в, г). З умови 
Σz=0 визначимо нормальні сили на ділянках: 

 N1 = Р1 = 40 кН,  

 N2 = Р1 = 40 кН,  

 N3 = Р1 – Р2 = 40 – 120= –80кН  

Епюра поздовжніх сил показана на рис. 5.2, д. 

 
i

i
i F

N
 . (5.1) 

Наприклад, на ділянці с 
5,2

40

1

1
1 F

N
 16 кН/см2 = 160 МПа. 

Епюра σ для усього стержня наведена на рис.5.2е. 

Переміщення перерізу I-I відбувається за рахунок деформа-
цій ділянок a, b і c. Подовження кожної ділянки підрахуємо за 
формулою 
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i

ii
i EF

lN
l


 , (5.2) 

де li – довжина i-ої ділянки. 

В результаті маємо 

15,0
5,2102

10040

4102

4040

4102

5080
444

1

1

2

2

2

3 













  EF

cN

EF

bN

EF

aN
l II см. 

 

5.2. Тема: Кручення 

Задача 

До сталевого валу круглого поперечного перерізу прикладені 
три зовнішні скручувальні моменти: М1, М2, М3 (рис. 5.3).  

Треба: Вибравши дані з табл.5.2: 

1) побудувати епюру крутних моментів; 

2) при заданих значеннях допустимих дотичних напружень 
[τ] і допустимих відносних кутів закручування [Θ] визначити ді-
аметри валу з розрахунку на міцність і жорсткість і округлити їх 
величини до найближчих більших, що відповідно дорівнюють: 
30, 35, 40, 45, 50, 60, 70, 80, 90, 100 мм; прийняти більший діа-
метр. 

3) побудувати епюру абсолютних кутів закручування . 

Приклад 

Побудувати епюру крутних моментів, визначити діаметри 
валу з умов міцності і жорсткості; побудувати епюру абсолютних 
кутів закручування при наступних початкових даних: 

М1=3 кНм; М2=5 кНм; М3=3 кНм; a=0,6 м; b=0,8 м; c=0,7 м; 
[τ] = 40 МПа; [Θ]=0,05 рад/м; G=8‧104 МПа. 
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Рис.5.3 
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Таблиця 5.2 

№ 
С

хе
м

а Відстань, м Момент, кНּм [τ] 
МПа 

[Θ] 
рад/м a b c М1 М2 М3 

1 I 1,1 1,1 1,1 1,1 1,1 1,1 35 0,04 
2 II 1,2 1,2 1,2 1,2 1,2 1,2 40 0,05 
3 III 1,3 1,3 1,3 1,3 1,3 1,3 45 0,05 
4 IV 1,4 1,4 1,4 1,4 1,4 1,4 50 0,06 
5 V 1,5 1,5 1,5 1,5 1,5 1,5 55 0,06 
6 VI 1,6 1,6 1,6 1,6 0,6 1,6 60 0,07 
7 VII 1,7 1,7 1,7 1,7 0,7 1,7 65 0,07 
8 VIII 1,8 1,8 1,8 1,8 0,8 1,8 70 0,08 
9 IX 1,9 1,9 1,9 1,9 0,9 1,9 75 0,08 
0 X 2,0 2,0 2,0 2,0 1 2,0 80 0,09 

 е г д е г д е в д 

Рішення 

Крутний момент Мк в перерізі визначається як алгебраїчна 
сума зовнішніх скручувальних моментів, прикладених з одного 
боку (в нашому випадку – з правого) від перерізу: 

  iк МM , (5.3) 

де Мi – скручуючі моменти, що діють з одного боку від перерізу 
(рис.5.4): 

На III ділянці довжиною с  MIII=М3=3 кНм;  

На II ділянці довжиною b  MII=М3-М2=3-5= -2 кНм; 

На I ділянці довжиною а  MI=М3-М2-М1=3-5-3= -5 кНм. 

Епюра крутних моментів наведена на рис. 5.4. 
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М3=3 
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2 
5 

c b a 

М1=3 М2=5 

4,66 10-3 

7,76 10-3 

3,68 10-3 

Мк 

φ 

III II 

 
Рис.5.4 

Умова міцності при крученні валу круглого поперечного пе-
рерізу має вигляд 

   
р

к

W

M max
max , (5.4) 

де max – найбільше дотичне напруження, що виникає в небезпеч-
ному перерізі валу; 

Мкmax – крутний момент у небезпечному перерізі валу; 

[] – допустимі напруження при крученні; 

Wр – полярний момент опору перерізу: 

для круглого суцільного перерізу діаметра d  
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 3
3

2,0
16

d
d

Wp 


. (5.5) 

З умови міцності при крученні (5.4) визначимо діаметр валу: 

   086,0
104014,3

1051616
3

6

3
3 max

1 






кM

d м =86 мм. 

Округлюємо значення діаметра валу до d1 = 90 мм. 

Умова жорсткості при крученні має вигляд: 

   Θ
GJ

M
Θ

p

к max . (5.6) 

де Θ – допустимий відносний кут закручування; 

GJp – жорсткість поперечного перерізу при крученні; 

G – модуль зсуву;  

Jp – полярний момент інерції перерізу; 

для круглого суцільного перерізу діаметра d  

 4
4

1,0
32

d
d

J p 


. (5.7) 

З умови жорсткості (5.6) діаметр валу дорівнює 

  059,0
05,01010814,3

1053232
4

64

3
4 max

2 





ΘG

М
d к


м = 59 мм. 

Округлюємо значення діаметра валу до d2 = 60 мм. Остаточно 
приймаємо більший діаметр валу d =90 мм = 0,09 м. 

Кут закручування φ валу визначається за формулою: 
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 
l

p

к

GJ

dxM

0

 . (5.8) 

При Мк = const і Jp = const кут закручування ділянки завдов-
жки l визначається за формулою 

 
p

к

GJ

lM
 . (5.9) 

Епюру кутів закручування будуємо, починаючи від затисне-
ного кінця. В межах кожної з ділянок бруса епюра має лінійний 
характер, тому достатньо обчислити кути закручування тільки 
для характерних перерізів I, II i III (рис. 5.4). 

Кут закручування перерізу I, де прикладений момент M1, від-
носно місця затискання дорівнює: 

3
464

3
11 1066,4

09,014,310108

326,0105 





p
I GJ

lM
 рад. 

Кут закручування перерізу II, де прикладений момент М2, ві-
дносно перерізу I, де прикладений момент М1, дорівнює: 

3
464

3

101,3
09,014,310108

328,0102 



I

II рад., 

а відносно місця затискання 

333 1076,7101,31066,4   I
IIIII  рад. 

Кут закручування вільного кінця валу відносно перерізу II, де 
прикладений момент М2, дорівнює 

3
464

3

1008,4
09,014,310108

327,0103 



II

III рад. 

Абсолютний кут закручування третього перерізу дорівнює  
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  33 1068,31008,41,366,4   II
III

I
IIIAIII  рад. 

Епюра кутів закручування φ наведена на рис 5.4. 

5.3. Тема: Геометричні характеристики плоских 
перерізів 

Задача 

Для заданих на рис.5.5 перерізів потрібно: 

 X  IX 
 VIII 

 VII  VI  V 

 IV 
 III 

 II  I 

 
Рис. 5.5 

1) визначити положення центру ваги складового перерізу; 

2) провести центральні осі (Хс і Yс) і визначити відносно їх 
осьові і відцентровий моменти інерції; 

3) визначити напрям головних центральних осей (U і V); 

4) знайти величини моментів інерції відносно головних цент-
ральних осей; 

5) викреслити переріз в масштабі і вказати на ньому всі 
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розміри в числах і всі осі. 

Дані узяти з таблиці 5.3. 

При розрахунку всі необхідні дані брати з таблиць сортаме-
нту і у жодному випадку не замінювати частини профілів прямо-
кутниками. 

Таблиця 5.3 

№ 
рядка 

Тип пере-
різу за 
рис.5.5 

Лист, 
мм 

Швелер 
№ 

Двотавр 
№ 

1 I 100х10 14 12 
2 II 200х10 16 14 
3 III 200х20 18 16 
4 IV 300х20 20 18 
5 V 300х10 22 20а 
6 VI 200х10 24 20 
7 VII 200х20 27 22а 
8 VIII 200х10 30 22 
9 IX 300х10 33 24а 
0 X 100х20 36 24 

 в а б в 

Примітка: спочатку визначають за шифром типи перерізу, а по-
тім беруть з табл. 5.3 дані про відповідні профілі. 

Приклад 

Для поперечного перерізу, зображеного на рис.5.6,а, необ-
хідно визначити положення центру ваги, положення головних 
центральних осей інерції і значення моментів інерції відносно 
цих осей (головних моментів інерції). 
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Рішення 

Для заданого стандартного профілю (швелера №24а рис.5.6 
б) з таблиць у відповідності з ГОСТ 8239-89 (табл. П1 додатку) 
вибираємо наступні значення: hш=4 см, х0=2,67 см, F1=Fш=32,9 
см2

, Ixш=3180 см4, Iyш=254 см4. Для перерізу у вигляді прямокут-
ника шириною b=2 см і заввишки h2=40 см (рис.5.6в) шляхом без-
посередніх розрахунків знайдемо 

F2=bh=240=80 см2; 

10667
12

402

12

33
2

2 



bh

I x см4;     27
12

240

12

33
2

2 



bh

I y см4. 

 

a2 

y1 

F1(Fш) 

yш 

а1=xc=9,21 0 

b 

y2 

С2 x2 
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№24а 

xш 
Сш 

x0 

hш 

x2 

V 

x1 

C 
b2=yc=5,05 

y0 

F1 

U 

α 
Yc y2 

a) б) в) 

Xc 

y1 
b1=12,28 

F2 

F2 

х2=13 

 
Рис. 5.6 
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Положення центрів ваги Сш і С2 та осей хш, уш і х2, у2 показані 
на рис.5.6 б і 5.6в. Необхідно звернути увагу на те, що вісь х1 
(рис.5.6а) співпадає з напрямом осі уш, а у1 - з напрямом осі хш. 
Тому по рис.5.6а Iу1=3180 см4, Iх1=254 см4, у0=2,67 см. Відцентрові 
моменти інерції Iх1у1=0, Iх2у2=0 внаслідок того, що у даних фігур 
одна з головних осей, а саме у1 і у2 відповідно, є вісь симетрії. 

Спочатку виберемо положення допоміжних осей. Положення 
їх може бути довільним, але для зручності розрахунків треба, щоб 
вони співпадали з центральними осями однієї або двох простих 
фігур, наприклад осі у1 і х2 (рис.5.6а). 

Координати хс, ус положення центру ваги С (рис.5.6а) всього 
перерізу визначаються координатами хj, уj, які відраховуються від 
допоміжних осей х2, у1: 

     





j
j

j
jj

c F

xF

x     





j
j

j
jj

c F

yF

y      (5.10) 

 
21,9

809,32

112240

21

22 








FF

xF
xc  см, 

 
05,5

809,32

67,2209,32

21

11 







FF

уF
уc  см. 

Через точку С проводимо центральні осі інерції всього пере-
різу Xс і Yс паралельно допоміжним осям х2 і у1. 

Осьові 
cХI , 

cYI  і відцентровий момент інерції 
cc YXI  усього 

перерізу відносно центральних осей визначаються таким чином 
(рис.5.6): 

 2
22

2
11 21

bFIbFII xxXc
 , (5.11) 
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 де: 28,1205,567,2
2

40

2 0
2

1  cyy
h

b см; b2 = 5,05 см. 

46,1792205,5801066728,129,32254 22 
cXI см4; 

 2
22

2
11 21

aFIaFII yyYc
 , (5.12) 

 де: а1 = 9,21 см; 79,321,9
2

2

2

24

222  c
ш x

bh
а см. 

83,714679,3802721,99,323180 22 
cYI см4. 

 222111 2211
FbaIFbaII yxyxYX cc

  (5.13) 

Внаслідок того, що кожна з фігур має хоча б одну вісь си-

метрії, 0
11
yxI  і 0

22
yxI . Тоді 

    11,52528005,579,39,3228,1221,9 
cc YXI см4. 

Головні моменти інерції визначаються за формулою 

 2
2

min

max 22 cc

cccc

YX
YXYX

I
IIII

I 








 



 . (5.14) 

 2
2

min

max 11,5252
2

83,714646,17922

2

83,714646,17922







 




I  

75246,12534
min

max I . 

6,20058max I см4, 

6,5010min I см4. 
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Перевірка:  
cc YX IIII  minmax .  

83,714646,179226,50106,20058  , рівність виконується. 

Напрямок головних центральних осей U i V визначається 
кутом α (рис. 5.6,а) із співвідношення: 

 
сс

cc

YX

YX

II

I
tg




2
2 , (5.15) 

  975,0
83,714646,17922

)11,5252(2
2 




tg , 

звідки  0,5 0,975 22,1arctg    . 

5.4. Тема: Згин 

Задача 

Для заданих двох схем балок (рис.5.7 і 5.8) скласти вирази для 
поперечних сил Qу і згинальних моментів Мх для кожної ділянки 
окремо і побудувати епюри Qу і Мх ; для схеми 5.8, крім того, 
знайти Мхмакс і підібрати сталеву балку двотаврового поперечного 
перерізу при [σ]=160 МПа. Дані узяти з таблиці 5.4. 

Приклад 1 

Для заданої схеми консольної балки (рис. 5.9) написати ви-
рази Qу і Мх для кожної ділянки і побудувати епюри Qу і Мх. Інте-
нсивність розподіленого навантаження q=8 кН/м, зосереджений 
згинаючий момент М = 4 кНм, зосереджена сила Р = 5 кН, дов-
жина балки l = 6м. 
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Рис.5.7 
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Рис.5.8 
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Таблиця 5.4 
№

 р
яд

ка
 

С
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м
а 

по
  

ри
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 5
.7

 і 
5.

8 
l1 l2 
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ен
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м 
а1 
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а2 
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а3 
а 

1 I 1,1 6 1 9 1 10 10 10 
2 II 1,2 7 2 8 2 20 20 20 
3 III 1,3 3 3 7 3 3 3 3 
4 IV 1,4 4 4 6 4 4 4 4 
5 V 1,5 5 5 5 5 5 5 5 
6 VI 1,6 6 6 6 1 6 6 6 
7 VII 1,7 7 7 7 2 7 7 7 
8 VIII 1,8 8 8 8 3 8 8 8 
9 IX 1,9 9 9 9 4 9 9 9 
0 X 2,0 10 10 10 5 10 10 10 

 е д е г д е г д е 

 

Рішення 

Розрахунок консольної балки починаємо від вільного кінця 
(рис.5.9). 

Правила знаків для внутрішніх силових факторів такі: 

а) для поперечних сил знак "+", якщо зовнішня сила діє за го-
динниковою стрілкою відносно перерізу даної частини балки, і "-
" якщо проти ходу годинникової стрілки. 

б) для згинальних моментів знак "+", якщо верхні волокна ба-
лки стискаються під дією зовнішньої сили, і знак "-", якщо розтя-
гуються. 
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64 

z 

у 

q=8кН/м 

z z 

a=2м b=4м 
l=6м 

II I 

16 
11 

4 

20 

Mx 

Qy 

Р=5кН М=4кНм 

 
Рис.5.9 

Запишемо аналітичні вирази для поперечних сил Qy і згина-
льних моментів Mx  на кожній ділянці і побудуємо їхні епюри. 

Ділянка I   0≤z≤2 

Поперечна сила в перерізі zqQ y  ; 

0
0


zyQ ;      1628
2


zyQ кН.  

Згинальний момент в перерізі  

2

2z
qМMx   кНм;  

4
0

zMx кНм; 20
2

2
84

2

2
zxM  кНм. 
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Ділянка II   2≤z≤6 

PqQ y  2 ;  11528 yQ кН. 

 azP
a

zaqMM x 





 

2
; 

  20225
2

2
2284

2







 zхM кНм;  

  64265
2

2
6284

6







 zхM кНм;  

Епюри поперечних сил Qy і згинальних моментів Mx наве-
дені на рис.5.9. 

Приклад 2 

Для заданої схеми балки (рис. 5.10) написати вирази Qу і Мх 
для кожної ділянки окремо, побудувати епюри Qу і Мх, знайти 

Мхмакс; з умови міцності при []=160 МПа підібрати двотавровий 
поперечний переріз по ГОСТ 8239-89 (табл.П1 додатку). 

Інтенсивність розподіленого навантаження q=2 кН/м, зосе-
реджений згинаючий момент М=5 кНм, зосереджена сила Р=1 
кН, довжина прольоту балки l=6 м. 

Рішення 

Визначаємо опорні реакції і перевіряємо правильність знай-
дених значень. Направимо опорні реакції RА і RВ вертикально 
вгору (рис.5.10) і запишемо рівняння статики: 

0 AM ;  05612  BRPmq , звідки 

  3615122
5

1
BR кН. 

0 BM ;  05142  ARPmq , звідки 

  2115422
5

1
AR кН. 
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z 

 
Рис.5.10 

Перевірка: 0 iY ;  

02  PqRR BA ;    012232  , 

отже, реакції знайдені правильно. 

Запишемо аналітичні вирази для поперечних сил Qy і згина-
льних моментів Mx  на кожній ділянці і побудуємо їхні епюри. 
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Ділянка I   0≤z≤2 

zqRQ Ay  ;   

2
0


 Azy RQ кН;  2222

2


zyQ кН. 

2

2z
qzRM Ax  .  

0
0
zxM ;     0

2

2
222

2

2
zxM . 

Досліджуємо рівняння моментів на екстремум. 
Положення екстремуму знайдемо з умови, що перша похі-

дна від згинального моменту дорівнює нулю:  
 

0
dz

zdM еx . 

0 эA zqR ,   звідки 1
2

2


q

R
z A

е м. 

Екстремальне значення згинального моменту на ділянці 

1
2

1
212

2

1
 zxхе MM кНм. 

Ділянка III   0≤z≤1 

1 PQ y кН;  

zPM x  .  0
0x z

M ;  111
1

zxM  кНм. 

Ділянка II   1≤z≤4 

231  By RPQ кН;      

zPzRM Bx  )1( ; 

 1
1

zxM  кНм;      541143
2

zxM  кНм. 

Епюри поперечних сил Qy і згинальних моментів Mx 
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показані на рис. 5.10. 
Як бачимо, максимальний згинальний момент має значення 

Мхмакс= 5 кНм. 
Розміри поперечного перерізу балки визначимо з умови мі-

цності при згині: 

   
xW

M max , (5.16) 

де Wx - осьовий момент опору перерізу. 

Необхідний осьовий момент опору з умови міцності (5.16): 

333
6

3

3110031,0
10160

105
сммWх 




  . 

Приймаємо двотаврову балку №10 (табл.П1), у якої момент 
опору Wx=39,7 см3 і площа перерізу F = 12 см2. 

 

5.5. Тема: Позацентровий розтяг – стиск 

Задача 

Чавунний короткий стрижень, поперечний переріз якого зо-
бражений на рис.5.11, стискається поздовжньою силою Р, що 
прикладена в точці А. Треба: 

1) обчислити найбільше розтягуюче і найбільше стискаюче 
напруження в поперечному перерізі, виразити величини цих на-
пружень через Р і розміри перерізу; 

2) знайти допустиме навантаження Р при заданих розмірах 
перерізу і допустимих напруженнях на стиск для чавуну [σс] і на 
розтяг [σр]. Дані узяти з таблиці 5.5. 
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Рис.5.11 

Таблиця 5.5 

№  
рядка 

Схема по 
рис. 5.11 

а b [σс] [σр] 

см МПа 

1 I 6 6 110 21 
2 II 2 2 120 22 
3 III 3 3 130 23 
4 IV 4 4 140 24 
5 V 5 5 150 25 
6 VI 6 6 60 26 
7 VII 2 2 70 27 
8 VIII 3 3 80 28 
9 IX 4 4 90 29 
0 X 5 5 100 30 
 е г д г д 



 

 103 

Приклад 

На брус таврового перерізу діє стискаюча сила прикладена 
в точці Д (рис.5.12 а). Розміри поперечного перерізу (у см) вказані 
на рисунку 5.12 б. Треба знайти положення нульової (нейтраль-
ної) лінії, знайти допустиме навантаження [Р] при заданих розмі-
рах перерізу і допустимих напруженнях для чавуну на стиск [σс] 
=100 МПа і на розтяг [σр]=30 МПа. 

Рішення 

Спочатку складний тавровий переріз треба розділити на два 
простих, наприклад, у вигляді прямокутників 1 і 2 з площами F1 і 
F2, положеннями центрів ваги С1 і С2, а також власних централь-
них осей х0,у1 і х0,у2 (рис.5.12 б), а далі визначити положення цен-
тральних осей і центру ваги С всього перерізу, а також моменти 
інерції відносно центральних осей, які внаслідок того, що переріз 
має вісь симетрії, є також і головними. 

Як допоміжні осі приймаємо осі х0 і у0, тоді положення цен-
тру ваги С всього перерізу визначається координатами 

 ус=0; 
21

21 22

FF

h
F

a
hF

xc 







 

 ; 14,6
8262

482962





cx см. 

На рис.5.12 б показані головні центральні осі х і у а також 
центр ваги С всього перерізу. 

Моменти інерції Ix і Iy відносно центральних осей : 
2

2

32

1

3

212212






 






 

h
xF

dh
x

a
hF

ba
I ccy ; 

    8,26014,216
12

8
286,212

12

26 2
3

2
3




yI см4; 
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1212

33 hdab
I x  ; 33,41

12

28

12

62 33







xI см4. 
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Рис.5.12 

В системі головних центральних осей х і у точка Д, де при-
кладена сила Р, має координати: хр=3,86 см, ур=3 см. Тоді згина-
льні моменти Мх=Рур=3Р, Му=Рхр=3,86Р. 

Нормальне напруження в будь-якій точці перерізу з коорди-
натами х,y визначається за формулою 

 










 x

I

x
y

I

y

F
P

y

p

x

p1
, (5.17) 

де 28161221  FFF см2 – загальна площа таврового пере-

різу. 
Положення нейтральної лінії знайдемо з умови, що у (5.17) 
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нормальне напруження σ = 0: 

Fy

I
x

I

I

y

x
y

р

x

y

x

р

р 1
 , або 01

413,2492,0


xy
. 

Положення нейтральної лінії показано на рис 5.12 б. 
Максимальні напруження виникають в точках перерізу, 

найбільш віддалених від нейтральної лінії, а саме: найбільші сти-
скаючі напруження в точці Д – точці з координатами хр=3,86 см, 
ур=3 см, де прикладена сила Р, а максимальні розтягуючі – в точці 
К з координатами хк=1,86 см і ук = 3 см. 

Для визначення цих напружень необхідно підставити коор-
динати точок Д і К в рівняння (5.17): 













y

p

x

p
Д

pp1

I

xx

I

yy

F
P ,  












y

кp

x

кp
К

1

I

xx

I

yy

F
P . 

Допустиме навантаження [Р] знаходимо з цих залежностей 
при заданих розмірах перерізу і допустимих напруженнях для ча-
вуну на стиск [σс] =100 МПа = 10 кН/см2 і на розтяг [σр]=30 МПа 
=3 кН/см2  

   
2,32

8,260

86,386,3

33,41

33

28

1

10

1

y

pp

x

pp









 





















I

xx

I
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P c
c


кН; 

   
  4,19

8,260

86,186,3

33,41

33

28

1

3

1

y

кp

x

кp









 





















I

xx

I

yy

F

P р
р

 кН. 

Обираємо меншу з величин [Рс] та [Рр] в якості допустимого на-
вантаження [Р] = 19,4 кН. 
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5.6. Тема: Згин з крученням 

Задача 

Шків з діаметром D1 і кутом нахилу гілок привідного пасу 
до горизонту φ1 обертається зі швидкістю n обертів за хвилину і 
передає потужність N кВт. Два інші шківи мають однаковий діа-
метр D2 і однакові кути нахилу гілок пасів до горизонту φ2, і ко-
жний з них передає потужність N/2 (рис.5.13). Треба: 

1) визначити моменти, прикладені до шківів, за заданими 
величинами N і n; 

2) побудувати епюру крутних моментів Мк; 
3) за знайденими крутними моментами і заданими діамет-

рами шківів D1 і D2 визначити окружні зусилля t1 і t2, що діють на 
шківи (сили натягу пасів); 

4) визначити сили, які діють на вал від натягу пасів, прий-
нявши їх рівними трьом окружним зусиллям; 

5) визначити сили, що згинають вал в горизонтальній і вер-
тикальній площинах (вагу шківів і валу не враховувати); 

6) побудувати епюри згинальних моментів Му і Мх від гори-
зонтальних сил і від вертикальних сил відповідно; 

7) побудувати епюру сумарних згинальних моментів, визна-

чивши їх за формулою 22
xyc МММ   (для кожного попереч-

ного перерізу валу є своя площина дії сумарного згинального мо-
менту, але для круглого перерізу приймають, що усі згинальні мо-
менти Мх діють в одній площині, а згинальні моменти Му теж в 
одній, але перпендикулярній площині; після цього побудувати 
сумарну епюру Мс у площині креслення). При побудові епюри 
треба врахувати, що для деяких ділянок валу вона буде криволі-
нійною без аналітичного максимуму; 

8) за допомогою епюр Мк (п.2) і Мс (п.7) визначити зведені 
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моменти (за третьою теорією міцності) у характерних перерізах 
валу; визначити величину максимального зведеного моменту і 
місце небезпечного перерізу, де діє цей момент; 

9) підібрати діаметр валу d при [σ] =100 МПа і округлити 
його величину (див. задачу 5.2). Дані узяти з таблиці 5.6. 

  

t2 

t1 

T1=2t1 

T2=2t2 

y 

φ2 φ1 

x 

Переріз I-I 

 
Рис.5.13 
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Таблиця 5.6 

№ 
Схема з 
рис. 5.6 

N, 
кВт 

n, 
об/хв 

a b c D1 D2 
φ1˚ φ2˚ 

м 

1 I 10 100 1,1 1,1 1,1 1,1 1,1 10 10 
2 II 20 200 1,2 1,2 1,2 1,2 1,2 20 20 
3 III 30 300 1,3 1,3 1,3 1,3 1,3 30 30 
4 IV 40 400 1,4 1,4 1,4 1,4 1,4 40 40 
5 V 50 500 1,5 1,5 1,5 1,5 1,5 50 50 
6 VI 60 600 1,6 0,6 0,6 0,6 0,6 60 60 
7 VII 70 700 1,7 0,7 0,7 0,7 0,7 70 70 
8 VIII 80 800 1,8 0,8 0,8 0,8 0,8 80 80 
9 IX 90 900 1,9 0,9 0,9 0,9 0,9 90 90 
0 X 100 1000 1,0 1,0 1,0 1,0 1,0 0 0 

 е д е г д е д е д е 

Приклад 

Для розрахункової схеми (рис.5.14) визначити діаметр валу 
при наступних початкових даних:  
N1=60 кВт,  N2=N3=N1/2, n = 100 об/хв,   100  МПа, D1=0,24 м, 

D2=D3=0,32 м, 1 = 0 град., 2 = 40 град., 3 = 150 град.,  B3=1 м, 
B4=3 м, B5 = 2,55 м, B6 = 0,10 м, B7 = 2,5 м.  

Рішення 

1. За початковими даними побудована розрахункова схема, 
зображена на рис.5.14. 

2. Моменти, що прикладені до шківів (моменти, що скручу-
ють вал): 

 ;9549 i

n

N
m ik   
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IV III II I 

D1=24 

D3=32 D2=32 

E D C B A 

B6=10 

B3=100 
B7=250 

B5=255 

B4=300 

P1 z 

y y 

x 

3 

2 

t2 

t1 

t3 

T3 

T1 

T2 

P2 P3 

Усі розміри надані в 
сантиметрах 

1=0;     2=40;     3=150; 
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mk3=2865Нм mk2=2865Нм mk1=5729Нм 

Розрахункова схема дії 
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2303 

31077 
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P3y=26859Н 

RВy=56783Н RЕy=4606Н 

P2y=34530Н 

E D C B A Розрахункова схема сил, що діють у 
вертикальній площині 

  Мx 
2073  

 
26000 

21756 

48346 

  Мс 
 

Рис.5.14 
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4,5729
100

60
95491 km Нм; приймаємо mk1=5729 Нм. 

7,28645,0 132  kkk mmm Нм;  

приймаємо mk2=mk3=2865 Нм. 
Будуємо епюру крутних моментів Мк: 

На ділянках I-II 28652  kk МM  Нм; 

на ділянці III 5729 2kk МM Нм; на ділянці IV 0kM . 

3. Сили натягу пасів: 

враховуючи, що ,2 ii tT   одержуємо: 

;
2

i

ik
i D

m
t


  

47742
24,0

57292
1 


t Н;            17906

32,0

28652
32 


 tt Н. 

4. Сили, діючі на вал від натягу обох гілок (тиск на вал): 

;3 iiii tTtP   

1432264774231 P Н;           5371817906332  PP Н. 

5. Горизонтальні проекції від натягу гілок пасів: 

  ;cos iiix PP   

  14322611432260cos143226 0
1 xP Н, 

  41150766,05371840cos53718 0
2 xP Н, 

    46521866,053718150cos53718 0
3 xP Н. 

6. Будуємо розрахункову схему сил, діючих на вал в гори-
зонтальній площині, і епюру згинальних моментів Му. 

Визначаємо опорні реакції з умов  
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  ;0 ByM  

     
  .H57592- звідки;00,10,3

0,155,21432260,15,2465211,00,141150




ExEx RR
 

  ;0 ЕyM  

     
  .H80263- звідки;055,20,3143226

5,20,3465210,10,31,00,341150




Bx

Bx

R

R

Перевірка: 

  0X ;   ,057592143226465218026341150 =+   

отже, горизонтальні проекції опорних реакцій обчислені прави-
льно. 

Будуємо епюру згинальних моментів Му. 

На ділянці I (0,1<z<1,0) 

 Му = Р2x·(z – B6); 

при  z = 0,1 м  Му = 0; 

при  z = 1 м  Му = 41150(1,0 – 0,1) = 37035 Нм. 

На ділянці II (1,0<z<2,5) 

 Му = Р2х(z – B6)-RВх(z – B3); 

при z = 1,0 м  Му=41150·(1,0–0,1)–0=37035 Нм; 

при z=2,5 м    Му=41150·(2,5–0,1)–80263·(2,5–1,0)= –21634 Нм. 

На ділянці IV (0<z<0,45) 

 My = – RЕx·z; 

 при z= 0   My=0; 

 при z= 0,45 м    Му=–57592·0,45= –25916 Нм. 

7. Вертикальні проекції від сил натягу гілок пасів: 

 Pi у = Pi·sin(i); 

P1y = 143226·sin(0°)= 0;  
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Р2у = 53718sin(40o)=53718·0,643 = 34530 Н;  

P3y = 53718·sin(150°)= 53718·0,5 = 26859 Н. 

8. Будуємо розрахункову схему сил, діючих на вал у верти-
кальній площині, і обчислюємо опорні реакції: 

  (Мх)B = 0; 

     
Н; 4606 звідки

 ,0=0,10,3015226859100134530





Ey

Ey

R

R,-,  ,-,
 

  (Мх)E = 0;  

     
.Н 56783

,05203268590,10,3100334530





By

By

R

=,,R,,
 

Перевірка: Y=0,   34530–56783+26859–4606 = 0 

Реакції обчислені правильно. 

Будуємо епюру згинальних моментів Мх. 

На ділянці I (0,1<z<1,0) 

 Мх = Р2у·(z – B6); 

при z = 0,1 м     Мх = 0; 

при z = 1,0 м     Мх = 34530·(1 – 0,1) = 31077 Нм. 

На ділянці II (1,0<z<2,5) 

 Mx = P2y·(z – B6) – RВy·(z – B3); 

при z =1,0 м   Мх= 34530·(1 – 0,1) – 0 = 31077 Нм; 

при z=2,5 м    Мх=34530·(2,5–0,1)–56783·(2,5–1,0)=–2303 Нм. 

На ділянці III  (0<z<0,45) (справа наліво) 

 Mx = – R2y·z; 

при z = 0     Мх = 0;     
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при z = 0,45     Мх = – 4606·0,45 = –2073 Нм. 

9. Будуємо епюру сумарних згинальних моментів: 

;+= 22
c xjyjj MMM  

 483463107737035= 22
CB =+M Нм; 

 21756230321634= 22
CC =+M Нм; 

26000207325916 22 =+=M CD Нм. 

10. Для характерних перерізів валу обчислюємо зведені мо-
менти з третьої теорії міцності: 

  22
C += jjjзв MкMM , 

   =+M зв 48431286548346= 22
B Нм, 

   =+=M Сзв 22498572921756 22 Нм, 

  26624572926000 22 =+=M Dзв Нм. 

Максимальне значення зведеного моменту дорівнює 

   48431Bmax  звзв MM Нм. 

Діаметр валу з умови міцності:   

  ;17,2 3 max


звM

d   

при   100 МПа  17,0
10100

48431
17,2 3

6



d м = 170 мм. 
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5.7. Тема: Стійкість рівноваги стиснутих стрижнів 

Задача 

Сталевий стрижень (Е=2·105 МПа) завдовжки l стискається 
поздовжньою силою Р (рис. 5.15). Треба:  

1) визначити розміри поперечного перерізу при допусти-
мому напруженні на стиск [σ] = 160 МПа (розрахунок проводити 
послідовними наближеннями, заздалегідь задавши величину кое-
фіцієнта φ=0,5); 

2) знайти величину критичної сили Ркр і коефіцієнта запасу 
на стійкість ny. Дані узяти з табл.5.7. 

b 

a 

X 

Y 

l 

P 

С 

 
Рис.5.15 

Приклад 

Підібрати розміри поперечного перерізу стрижня, стисну-
того силою Р=1000 кН, якщо довжина стрижня l = 5 м, допустимі 
напруження при стиску [σ] = 160 МПа, кінці стрижня затиснені 
(μ=0,5), а відношення сторін прямокутного поперечного перерізу 
дорівнює b/a = 2 (рис.5.15). Знайти величину критичної сили Ркр 
і коефіцієнт запасу на стійкість ny. 
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Рішення 

Розрахунок проводимо по коефіцієнту φ. Приймаємо в пер-
шому наближенні φ1=0,5 і визначаємо необхідну площу попере-
чного перерізу F1 за формулою: 

  125
101605,0

10101000
6

43

1
1 







P

F см2. 

При цьому 2
1111 2abaF  . 

Отже, 9,72
125

1 a см. 

Мінімальний радіус інерції перерізу дорівнює 

28,2
46,3

9,7

46,312212

2 1
2
1

2
1

3
11

1

1min
1min 





aa

a

aa

F

I
i см. 

 

Максимальна гнучкість стрижня  

110
28,2

5005,0

1min

1
1max 







i

l
 . 

З таблиці 5.8 знаходимо, що 52,0
2

45,06,01
1 


 . 

Таблиця 5.8 

λ 0 20 40 60 80 100 120 140 160 180 200 

φ 1,0 0,96 0,92 0,86 0,75 0,6 0,45 0,36 0,29 0,23 0,19 

 

Приймаємо далі 51,0
2

52,05,0
2 


  і повторюємо розра-

хунок: 
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5,122
1016051,0

10101000
6

43

2 



F  см2,   8,72

5,122
2 a  см, 

25,2
46,3

8,7
2min i см, 

51,02.7.таблЗ.111
25,2

5005,0 /
22max 


  . 

Оскільки /
22   , приймаємо остаточно  

а=7,8 см; b=2·7,8=15,6 см; 617
12

8,76,15

12

33

min 



ba

I см4. 

Критична сила визначається за формулою Ейлера: 

   
1947

55,0

106171010214,3
2

8652

2
min

2









l

EI
Pкр




кН. 

Коефіцієнт запасу на стійкість  

947,1
1000

1947


P

P
n

кр
y . 
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ДОДАТКИ 

Додаток А. 
Словник визначень, які використовуються  

в опорі матеріалів 

Абсолютна деформація – величина зміни розмірів тіл: до-
вжини, об’єму тощо. 

Анізотропія – відмінність фізико-механічних властивостей 
матеріалу в різних напрямках (деревина, фанера, конструкційні 
пластичні маси та ін. – мінливість властивостей обумовлена не-
однорідністю структури та специфікою виготовлення). 

Балка - це горизонтальний брус, що лежить на опорах і від-
чуває деформацію згину. 

Брус – це елемент, у якого один розмір (довжина) значно 
перевищує інші. Основні характеристики бруса - його вісь та по-
перечний переріз. за формою може бути прямим і кривим, за пе-
рерізом може бути призматичним - постійного перерізу і з пере-
різом, що безперервно змінюється (промислові труби), а також 
ступінчастого перерізу (опори мостів) 

Вал - це брус (зазвичай вали - прямі бруси з круглим або 
кільцевим перетином), що передає крутний момент іншим части-
нам механізму. Більшість валів відчувають поєднання деформа-
цій згину і кручення. При розрахунку валів дотичні напруження 
від дії поперечних сил не враховують через їхню незначність. 

Відносна деформація - відношення величини зміни роз-
міру тіла до його вихідного розміру. Часто відносна деформація 
виражається у відсотках. 

Дотичне напруження - сила, що припадає на одиничну пло-
щадку перерізу зразка, яка паралельна напряму дії зовнішньої 
сили. 



 

 120

Деформація (Лат. Deformatio - спотворення) - зміна форми 
та об'єму тіла під дією зовнішніх сил. Деформація пов'язана зі змі-
ною відносного положення частинок тіла і, як правило, супрово-
джується зміною величин міжатомних сил, мірою якого є пружна 
напруга. Розрізняють чотири основні види деформацій: розтягу-
вання/стиск, зсув, кручення та вигин. 

Деформація твердого тіла - зміна розмірів, форми та об-
сягу твердого тіла. Деформація твердого тіла відбувається за 
зміни його температури чи під впливом зовнішніх сил. Деформо-
вані тіла поділяються: на абсолютно пружні тіла без диссипацій-
них ступенів свободи; і на непружні тіла, які мають дисипацію. 

Депланація перерізу – при крученні – явище порушення 
площинності поперечних перерізів. Депланація перерізу відбува-
ється при крученні призматичних стрижнів. 

Динаміка - розділ механіки, що вивчає вплив взаємодій між 
тілами на їхній механічний рух. 

Діаграма розтягування – графік залежності механічної на-
пруги від відносної деформації твердого тіла. 

Жорсткість - здатність тіла або конструкції чинити опір 
утворенню деформації. Жорсткість вимірюється коефіцієнтом 
пропорційності між зусиллям та відносною лінійною, кутовою 
деформацією чи кривизною. 

Жорсткість пружини - коефіцієнт пропорційності між де-
формуючою силою та деформацією в законі Гука. Жорсткість 
пружини: чисельно дорівнює силі, яку треба прикласти до пру-
жно деформованого зразка, щоб викликати його поодиноку дефо-
рмацію; залежить від матеріалу, з якого виготовлений зразок, та 
розмірів зразка. 

Запас міцності - відношення: межі міцності матеріалу; до 
максимальної нормальної механічної напруги, яка відчуватиме 
деталь у роботі. 
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Закон Гука (Р. Гук - англійський фізик; 1635-1703) - зв'язок 
між величиною пружної деформації і силою, що діє на тіло. Роз-
різняють три формулювання закону Гука: 1- величина абсолют-
ної деформації пропорційна величині деформуючої сили з коефі-
цієнтом пропорційності рівним жорсткості зразка, що деформу-
ється; 2 - сила пружності, що виникає в деформованому тілі, про-
порційна величині деформації з коефіцієнтом пропорційності рі-
вним жорсткості зразка, що деформується; 3 — пружна напруга, 
що виникає в тілі, пропорційно до відносної деформації цього 
тіла з коефіцієнтом пропорційності рівним модулю пружності. 

Згин - в опорі матеріалів - вид деформації бруса, балки, 
плити, оболонки або іншого об'єкта, що характеризується зміною 
кривизни осі або серединної поверхні об'єкта, що деформується, 
під дією зовнішніх сил або температури. 

Зсув - у опорі матеріалів - деформація пружного тіла, що 
характеризується взаємним зміщенням паралельних шарів (або 
волокон) матеріалу під дією прикладених сил при незмінній від-
стані між шарами. 

Кінематика - розділ механіки, що вивчає геометричні вла-
стивості руху тіл без урахування їх мас і сил, що діють на них. 
Кінематика досліджує способи опису рухів та зв'язків між вели-
чинами, які характеризують ці рухи. 

Класична механіка - фізична теорія, що встановлює закони 
руху макроскопічних тіл зі швидкостями, значно меншими за 
швидкість світла у вакуумі. 

Косий згин - у опорі матеріалів - вид деформації, що хара-
ктеризується зміною кривизни бруса під впливом зовнішніх сил, 
що проходять через його вісь і не збігаються з жодною з основних 
площин. 

Кручення (torsion франц.) - Опір матеріалів - вид деформа-
ції, що характеризується взаємним поворотом поперечних 



 

 122

перерізів стрижня (валу і т.д.) під впливом пар сил, що діють в 
цих перерізах. При крученні поперечні перерізи круглих стриж-
нів залишаються плоскими. Кручення - це такий вид деформації, 
при якому в поперечних перерізах бруса виникає тільки момент, 
що крутить. 

Масив - це тіло з розмірами одного порядку (фундаменти, 
підпірні стіни, мостові традиції і т.д.) 

Механіка - основний розділ фізики; наука про механічний 
рух матеріальних тіл і взаємодії, що відбуваються між ними. Вна-
слідок взаємодії змінюються швидкості тіл або тіла деформу-
ються. Механіка поділяється на статику, кінематику та динаміку. 

Механіка суцільних середовищ - розділ механіки, що ви-
вчає рух і рівновагу газів, рідин і твердих тіл, що деформуються. 
У механіці суцільних середовищ речовину розглядають як безпе-
рервне середовище, нехтуючи його молекулярно-атомною будо-
вою; і вважають безперервним розподіл у середовищі всіх її ха-
рактеристик: щільності, напруження, швидкостей частинок та ін. 
Механіка суцільних середовищ поділяється на гідроаеромеха-
ніку, газову динаміку, теорію пружності, теорію пластичності та 
інші розділи. 

Механіка тіл змінної маси - розділ механіки, що вивчає 
рухи тіл, маса яких змінюється з часом внаслідок відділення від 
тіла (або приєднання до нього) матеріальних частинок. Такі за-
вдання виникають під час руху ракет, реактивних літаків, небес-
них тіл та інших. 

Механічне напруження — міра внутрішніх сил, що вини-
кають у тілі, що деформується, під впливом зовнішніх впливів. 
Механічне напруження у точці тіла вимірюється ставленням: 
пружної сили, що у тілі при деформації; до площі малого елеме-
нта перерізу перпендикулярного до цієї сили. У системі СІ меха-
нічне напруження вимірюється у Паскалях. Розрізняють дві 
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складові вектора механічного напруження: нормальне напру-
ження, спрямована нормалі до перерізу; дотичне напруження, яке 
діє в площині перерізу. 

Момент пари сил - добуток однієї з сил, що складають пару 
сил, на плече. 

Модуль пружності (модуль пружності першого роду, мо-
дуль поздовжньої пружності матеріалу), Модуль Юнг (Coefficient 
of elasticity; Elastic modulus; Modulus of elasticity) - коефіцієнт 
пропорційності, що характеризує опір матеріалу розтягуванню. 
Модуль пружності характеризує жорсткість матеріалу.Чим бі-
льше модуль пружності, тим менше деформується матеріал при 
тому самому напрузі. 

Наклеп - збільшення міцності кристалів після пластичної 
деформації. Наклеп проявляється у підвищенні межі пропорцій-
ності матеріалу та його крихкості (зменшується пластичність). 

Нормальне напруження - сила, що припадає на одиничну 
площадку перерізу зразка, яка перпендикулярна до напряму дії 
зовнішньої сили. 

Оболонка — тіло, обмежене двома криволінійними повер-
хнями, у якого товщина значно менша від інших розмірів (стінки 
резервуарів, газгольдерів тощо). 

Однорідне середовище - середовище, що характеризується 
рівністю аналізованих фізичних властивостей у будь-якій точці 
простору. 

Пластична деформація – деформація, яка не зникає після 
припинення дії зовнішніх сил. 

Пара сил - дві рівні за числовим значенням і протилежні за 
напрямом паралельні сили, прикладені до одного і того ж твер-
дого тіла. Пара сил створює момент сили. 

Плече пари - найкоротша відстань між лініями дії сил, що 
становлять пару сил. 
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Пластина - це тіло, обмежене двома паралельними поверх-
нями, у якого товщина значно менше інших розмірів (днища су-
дин, наприклад). Товсті пластини прийнято називати плитами. 

Пластичність - властивість твердих тіл змінювати під на-
вантаженням форму та розміри без утворення розривів та тріщин; 
і зберігати зміни та розміри після видалення навантаження. 

Повзучість - явище зміни тіла при незмінному, прикладе-
ному до тіла навантаженні. Зі зростанням температури швидкість 
повзучості збільшується. Видами повзучості є релаксація та пру-
жна післядія. 

Потенційна енергія пружно деформованого тіла — фізи-
чна величина, що дорівнює роботі, яку можуть зробити сили пру-
жності на момент повного зняття пружних деформацій. 

Поперечний згин - згин, що виникає за наявності згиналь-
них моментів і поперечних сил. 

Межа пропорційності - механічне напруження, до якого 
дотримується закон Гука та залежність деформацій від напру-
ження носить лінійний характер. 

Межа пружності - найбільша механічне напруження, при 
якій матеріал зберігає свої пружні властивості (деформація зни-
кає після зняття навантаження), при перевищенні межі з'явля-
ються перші ознаки пластичної деформації (у пластичних матері-
алах). 

Межа текучості - напруження, у якому відбувається зрос-
тання деформацій без помітного збільшення навантаження.  

Межа міцності - максимальне напруження, яка здатна ви-
тримати матеріал, не руйнуючись. 

Поздовжньо-поперечний згин - згин, що викликається од-
ночасною дією сил, спрямованих по осі стрижня і перпендикуля-
рно до неї. 
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Поздовжній згин - в опорі матеріалів - згин спочатку пря-
молінійного стрижня під дією центрально-прикладених поздовж-
ніх стискаючих сил внаслідок втрати стійкості. 

Проліт балки – це відстань між опорами, в рамах – це від-
стань між осями стійок. 

Простий згин прямого бруса - згин прямого бруса, при 
якому зовнішні сили лежать в одній із площин, що проходять че-
рез його вісь та головні осі інерції поперечного перерізу (в одній 
із головних площин бруса). При плоскому згині в поперечних пе-
рерізах бруса виникають нормальні та дотичні напруги. 

Робота сили - міра механічної дії сили при переміщенні то-
чки її застосування. Робота сили є скалярна фізична величина, що 
дорівнює твору: сили та переміщення. 

Рівновага механічної системи - стан механічної системи, 
що знаходиться під дією сил, при якому всі її точки полягають 
щодо системи відліку, що розглядається. Рівновага механічної си-
стеми має місце у випадку, коли всі сили, що діють на систему, і 
моменти сил врівноважені. При постійних зовнішніх впливах ме-
ханічна система може перебувати у стані рівноваги як завгодно 
довго. 

Рама — це система, що складається зі стрижнів, жорстко 
пов'язаних між собою. 

Реакція в'язі — сила, з якою механічна в'язь діє тіло. Роз-
тяг-стиск - в опорі матеріалів - вид деформації стрижня під дією 
сил, рівнодіюча яких нормальна поперечному перерізу стрижня і 
проходить через його центр тяжіння. Розтяг-стиск викликається: 
силами, прикладеними до кінців стрижня; або силами, розподіле-
ними за його об’ємом: власною вагою стрижня, силами інерції та 
ін. 
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Релаксація — в опорі матеріалів - процес мимовільного 
зменшення внутрішнього напруження з часом при постійної де-
формації. 

Реологія — наука про деформації та текучість речовини. 
Реологія розглядає: - процеси, пов'язані з незворотними залишко-
вими деформаціями та перебігом різноманітних в'язких та плас-
тичних матеріалів: неньютонівських рідин, дисперсних систем та 
ін; а також явища релаксації напруження, пружної післядії і т.д.  

Стиснене кручення — кручення, при якому поряд з доти-
чними напруженнями в поперечних перерізах стрижня виника-
ють також нормальні напруження. 

Вільне кручення — кручення, при якому депланація у всіх 
перерізах однакова. При цьому в поперечному перерізі виника-
ють лише дотичні напруження. 

Сила — міра механічної дії: на матеріальну точку чи тіло; 
надається з боку інших тіл; викликає зміну швидкостей точок тіла 
або його деформацію; що відбувається при безпосередньому ко-
нтакті або за допомогою полів, що створюються тілами. Сила - 
фізична векторна величина, що у кожний час характеризується: 
чисельним значенням; напрямом у просторі; та точкою програми. 

Сила пружності — сила, що виникає в тілі, що деформу-
ється, і спрямована в бік, протилежну зсуву частинок при дефор-
мації. 

Складний опір — в опорі матеріалів - деформація бруса, 
стрижня або іншого пружного тіла, що виникає як результат де-
кількох найпростіших деформацій, що відбуваються одночасно: 
згин і розтяг, згин і кручення і т.д. 

Складний згин прямого бруса — згин прямого бруса, що 
викликається силами, розташованими у різних площинах. Окре-
мим випадком складного згину є косий вигин. 
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Опір матеріалів — наука про міцність та деформації еле-
ментів (деталей) споруд та машин. Основні об'єкти вивчення 
опору матеріалів є стрижні та пластини, для яких встановлю-
ються відповідні методи розрахунку на міцність, жорсткість та 
стійкість при дії статичних та динамічних навантажень. Опір ма-
теріалів базується на законах і висновках теоретичної механіки та 
враховує здатність матеріалів деформуватися під впливом зовні-
шніх сил.  

Статика — розділ механіки, що вивчає умови рівновагу ма-
теріальних точок або їх систем, що під дією сил. 

Твердість — здатність матеріалу чинити опір механічному 
проникненню в нього сторонніх тіл. 

Тензометр — випробувальний прилад визначення межі те-
кучості, межі міцності, модуля пружності та інших фізико-меха-
нічних характеристик, необхідні оцінки міцності і деформування 
матеріалів. 

Теорія пластичності — розділ механіки: вивчає деформа-
ції твердих тіл поза межами пружності; розробляє методи визна-
чення розподілу напружень і деформацій у тілах, що пластично 
деформуються. 

Пружна деформація – деформація, яка зникає після припи-
нення дії зовнішніх сил. 

Пружна післядія — процес мимовільного зростання дефо-
рмації з часом при постійному напруженні. 

Чистий згин — згин, що виникає за наявності тільки згина-
льних моментів. 
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Додаток В 
Площі ω і координати центру ваги ZC простих фігур 

Фігура ω ZC 

 

l h    
1

2CZ l  

 

1

2
l h    

1

3CZ l  

 

1

3
l h    1

4CZ l  

 

31

12
q l    

2

3
l h    

1

2CZ l  

 

2

3
l h    

3

8CZ l  
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Додаток Г 
Геометричні характеристики простих перерізів 

А – площа перерізу; 

Іх, Іу – осьові моменти інерції; 

Ір – полярний момент інерції; 

Wх, Wу – осьові моменти опору; 

Wр – полярний моменти опору; 

іх, іу – осьові радіуси інерції; 

Іху – відцентровий момент інер-
ції; 
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Продовження дод. Г 
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Додаток Д 
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Додаток Е 
Механічні характеристики вуглецевих конструкційних сталей 

Марка 
сталі 

σв σт τт Відн. ви-
довж. δ, 
%, при 
l=10d 

Межа витривалості, МПа 

МПа, 
 не менше 

згин 
σ−1 

розтяг 
σ−1 

кручення 
τ−1 

10 
20 
25 
30 
35 

340 
420 
460 
500 
540 

210 
250 
280 
300 
320 

140 
160 

- 
170 
190 

31 
25 
23 
21 
20 

160...220 
170...220 
190...250 
200...270 
220...300 

120...150 
120...160 

- 
170...210 
170...220 

80...120 
100...130 

- 
110...140 
130...180 

40 
45 
50 
55 
60 

580 
610 
640 
660 
690 

340 
360 
380 
390 
410 

- 
220 

- 
- 
- 

19 
16 
14 
13 
12 

230...320 
250...340 
270...350 

- 
310...380 

180...240 
190...250 
200...260 

- 
220...280 

140...190 
150...200 
160...210 

- 
180...220 

20Г 
30Г 
50Г 
20Х 
40Х 

460 
550 
660 
800 

1000 

280 
320 
400 
650 
800 

- 
- 
- 
- 
- 

24 
20 
13 
11 
10 

- 
220...320 
290...360 

380 
350...380 

- 
- 
- 
- 

250 

- 
- 
- 

170...230 
225 

45Х 
30ХМ 
35ХМ 
40ХН 
50ХН 

1050 
950 

1000 
1000 
1100 

850 
750 
850 
800 
900 

- 
- 
- 

390 
- 

9 
11 
12 
11 
9 

400...500 
310...410 
470...510 

400 
550 

- 
370 

- 
290 

- 

- 
230 

- 
240 

- 
40ХФА 

38ХМЮА 
12ХН3А 
20ХН3А 
30ХН3А 

900 
1000 
950 
950 

1000 

750 
850 
700 
750 
800 

- 
- 

400 
- 
- 

10 
14 
11 
12 
10 

380...490 
420...550 
390...470 
430...450 
520...700 

- 
- 

270...320 
300...320 

- 

- 
- 

220...260 
245...255 
320...400 

40ХНМА 
30ХГСА 

1000 
1100 

950 
850 

- 
- 

12 
10 

500...700 
510...540 

- 
500...535 

270...380 
220...245 

Примітка 1. Межі витривалості отримано на полірованих зразках. 

2. При використанні сталей слід враховувати приблизну відповідність марок:  
Ст3 відповідає сталі 20; Ст4 відповідає сталі 25; Ст5 відповідає сталі 35; Ст6 
відповідає сталі 45.  
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Додаток Ж 
Механічні характеристики чавуну 

Марка  
чавуну 

σв 
МПа 

σв_зг 
МПа 

σв_ст 
МПа 

δ  
% 

ψ 
% 

НВ 

СЧ 10 100 320 600 0,2–1,0 20–40 143–229 

СЧ 15 150 360 750 0,2–1,0 20–40 163–229 

СЧ 20 200 400 800 0,4–0,7 20–30 170–241 

СЧ 25 250 440 900 0,4–0,7 20–30 180–250 

СЧ 30 300 480 1000 0,6–0,9 10–20 180–255 

СЧ 35 350 520 1100 0,6–0,9 10–20 187–269 

СЧ 40 400 560 1200 - - 207–286 

СЧ 45 450 600 1300 - - 229–289 

Примітка: Особливістю визначення небезпечних напружень для ча-
вуну (як і для більшості крихких матеріалів), є істотна різниця між не-
безпечними напруженнями стиску, розтягу і згину. Тому на практиці 
часто використовують наближену формулу р взг вст в 42   . 
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