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ПЕРЕДМОВА 
 

Підготовка фахівців з усіх спеціальностей потребує знання вищої 
математики, яка є основою успішного засвоєння переважної більшості 
спеціальних дисциплін. Самостійно, без спеціальної системи підготовки 
студенту важко підготуватись до тестування з вищої математики. Велику 
допомогу в цьому надають навчально-методичні розробки кафедри. 
Враховуючи вище сказане, стає зрозумілим, яке велике значення мають 
методичні розробки з математики. 

Тестування, яке проводитиметься на підставі однакових вимог і за 
однаковими процедурами, дає змогу отримувати об’єктивну оцінку знань 
студентів. Екзамен, проведений у формі тестування, повинен мати однакові 
вимоги до усіх студентів, тобто бути таким, який надасть достовірну 
інформацію про рівень їх підготовки. Програмні вимоги тестування 
відповідають робочим програмам дисципліни. 

У запропонованій методичній розробці викладено вимоги, форму, 
структуру і зміст тестування. Вона містить розв’язання типових  прикладів, 
тести та відповіді на них. Зміст кожного варіанту тесту складають двадцять 
п’ять завдань з різних розділів математики, які вивчалися у даному модулю. 
Кількість правильно розв’язаних завдань буде визначати рубіжну оцінку, 
наприклад, вісім - тринадцять − оцінка „3”, чотирнадцять – дев’ятнадцять − 
оцінка „4”, двадцять – двадцять шість − оцінка „5”. Час на розв’язання 
завдань тесту рубіжного контролю знань обмежений. 

Найважливіше завдання методичної розробки − допомогти студентам 
підготуватися до тестування з математики, а саме: перевірити відповідність 
знань, умінь та навичок програмним вимогам; виявити рівень навчальних 
досягнень; оцінити ступінь підготовки з курсу.  

Запропоновані завдання, після їх ретельного опрацювання, дозволять 
оволодіти системою математичних знань, навичок і умінь, потрібних для 
вивчення спеціальних дисциплін; систематизувати уявлення про методи 
математики, її роль у пізнанні дійсності, у формуванні наукового 
світогляду; розвинути логічне мислення і просторові уявлення, підвищити 
алгоритмічну, інформаційну і графічну культуру, пам’ять, увагу, інтуїцію. 

Двадцять шість завдань по двадцять шість варіантів тестів складені за 
темами в послідовності відповідно до програми з вищої математики, що є 
ефективним засобом для систематичного повторення і міцного засвоєння. 

Методичка містить необхідний теоретичний матеріал (Довідник), до 
якого можна звертатись як на початку роботи з тестами, так і в процесі 
розв’язування завдань. Цей же теоретичний матеріал дозволить 
систематизувати знання з дисципліни при рубіжному контролі знань.  
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      Розв’язування типових прикладів 
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Отже бачимо, що для функції 
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Приклад 2. Дослідити на екстремум функцію ( ) .3, 33 xyyxyxf −+=  

 Знайдемо частинні похідні функції ;33 2 yxfx −=′  .33 2 xyf y −=′      

Розв’яжемо систему рівнянь. 
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Визначаючи у з першого рівняння у = х2 і підставляючи цей вираз у друге, 

матимемо:  ( ) ( )( ) ,011,01;0 234 =++−=−=− xxxxxxxx  звідки   х1 = 0;       

х2 = 1.  Відповідні значення .1;0: 21 == yyy   

Отже точки )0;0(1M  і )1;1(2M  − точки можливого екстремуму. 
Знаходимо частинні похідні другого порядку: 

.6;3;6 yffxf yyxyxx =′′−=′′=′′  Для точки )0;0(1M  обчислимо :1∆  

( ) ( ) ( ) .00;0;30;0;00;0 111 =′′=−=′′==′′= yyxyxx fCfBfA  

09
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=∆  − екстремуму немає. 

Для точки  ( ) ( ) .61;1;3;61;1:)1;1( 2222 =′′=−==′′= yyxx fCBfAM  
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маємо мінімум, причому .1)1;1( −=f  

 

Приклад 3. Знайти невизначений інтеграл  
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Приклад 4. Знайти інтеграл .5dxxx∫ −  

 Нехай ,5 tx =−  звідси ,52 += tx  отже .2tdtdx =  Роблячи 
підстановку, маємо  

( ) ( )∫ ∫ ∫ =+=⋅+=− dttttdtttdxxx 242 102255  
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Приклад 5. Знайти: а) ∫ ;cosxdxx  б) ∫ .ln xdx  

а) Покладемо .cos, xdxdvxu ==   Тоді ∫ === .sincos; xxdxvdxdu  

Отже маємо: 

∫ ∫ ++=−= .cossinsinsincos Cxxxxdxxxxdxx  

б) Покладемо .,ln dxdvxu ==  тоді .; xv
x

dx
du ==  

Маємо: 

∫ ∫ +−=−= .lnlnln Cxxx
x

dx
xxxxdx  

 

Приклад 6. Знайти невизначений інтеграл ∫ +−
++= .

127

2
2

3

dx
xx

xx
I  

 Дріб 
127

2
2

3

+−
++

xx

xx
  є неправильним. 

Виділяємо цілу частину, поділивши чисельник на знаменник 
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Отже, інтеграл∫ +−
−

dx
xx

x

127
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2

 береться від правильного 

раціонального дробу
127
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2 +−

−
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х
. Розкладемо його знаменник на лінійні 

множники: 

( )( )431272 −−=+− xxxx . 
Тоді заданий дріб набуває вигляду 
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Зводимо дроби правої частини до спільного знаменника і відкидаючи його,  
маємо  ( ) ( ).348238 −+−=− xBxAx  

Із рівності многочленів чисельників випливає рівність їхніх значень 
при однакових значеннях х: 
                                    ( ) ;32;1821143 −=−=−⇒= AAx  
                                    .70;821524 ==−⇒= BBx      
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Приклад 7. Знайти інтеграл ∫ .cossin 34 xdxx  

 Запишемо,  що ( ) .cossin1coscoscos 223 xxxxx −=⋅=  

Застосовуючи підстановку ,sinxt =  враховуючи, що .cosxdxdx =  Маємо 
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Приклад 8. .
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Приклад 9.  Обчислити .
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Приклад 10. Дослідити ∫
+∞
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Невласний інтеграл збіжний.  
 
 

Приклад 11. Обчислити площу криволінійної трапеції, обмеженої 

параболою 422 +−= xxy  і прямою .12 += xy  
 Знайдемо межі інтегрування, розв’язавши систему рівнянь 
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Приклад 12. Знайти довжину дуги кривої )1ln( += xy  від точки      х = 0 до 
точки х = 1. 

 Функція )1ln( += xy  неперервна і диференційована на відрізку [0, 1]. 
Отже 

           0          1             3                                     х 
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Нехай ,22 22 txx =++  тоді ( ) ,212 tdtdxx =+  або ( ) .1 tdtdxx =+  Якщо     

х = 0,  тоді  t = 2 ,   якщо х = 1,  тоді  t = .5  
 
 
 
Отже, дістанемо 

∫∫ −
+−=

−
=

5

2

2

2
5

2

2

2

1

11

1
dt

t

t

t

dtt
l +−=









+
−+= 25 

1

1
ln

2

1
5

2t

t
t  

        
( )( )
( )( ).1215

1215
ln

2

1

−+
+−+  

 

Приклад 13. Розв’язати рівняння .
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2x

y
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y =+′  

 Маємо лінійне диференціальне рівняння першого порядку. Покладемо 
,uvy =  маємо 

2

11

x
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x
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1
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v
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 +′+′  

Знаходимо будь-який частинний розв’язок рівняння 

.0=+′
x

v
v  

Інтегруючи, маємо 
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dx
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du +=== ∫ ∫  Отже, загальний розв’язок 

має вигляд 
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Приклад 14.  Розв’язати рівняння .cos44 xyyy =+′−′′  

 Відповідне однорідне рівняння 
044 =+′−′′ yyy  

має характеристичне рівняння ,0442 =+− kk  корені якого дійсні і рівні, 
тобто               k1 = k2 = 2. Загальний розв’язок однорідного рівняння 

( ).21
2 xССeu x +=  

Частинний розв’язок неоднорідного рівняння шукатимемо у вигляді 
.sincos1 xBxAy +=  

Підставляючи в дане рівняння значення ,,, yyy ′′′  маємо: 

.cossin4cos4cos4sin4sincos xxBxAxBxAxBxA =++−+−−  
Звідки, прирівнюючи коефіцієнти правої і лівої частин при ,sinтаcos xx  
отримаємо систему: 





=+
=−

.034

,143

BA

BA
 

Розв’язуючи ці рівняння сумісно, знаходимо: 

.
25

4
;

25

3 −== BA  

Отже, .sin
25

4
cos

25

3
1 xxy −=  

Звідси загальний розв’язок даного рівняння: 

( ) .sin
25

4
cos

25

3
21

2 xxxССey x −++=  

 
 
Приклад 15. Дослідити збіжність ряду 

( ) ...
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!

2
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пп
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 Скористаємося ознакою Даламбера  

( )
,0

1

2
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2!1

!2
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1
1 =

+
=

⋅+
⋅==

∞→

+

∞→
+

∞→ пп
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u
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nп

п

nn

n

n
 

Маємо l < 1, отже досліджуваний ряд − збіжний.  
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Приклад 16. Знайти область збіжності ряду 

...
1

11
...

3

1

2

1 132 +
+

+++++ +nn x
n

x
n

xxx  

  Згідно з ознакою Даламбера 

( )
.

1
lim

1
limlim

1
1 x
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n
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xn
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u

u

nn

n

nn

n

n
=

+
=

⋅+
⋅=

∞→

+

∞→
+

∞→
 

При 1<x  ряд збіжний абсолютно, а при 1>x  розбіжний. Отже, 

інтервал −1 1<< x   або інтервал (−1, 1) є інтервалом збіжності. Дослідимо 
збіжність ряду на кінцях інтервалу: при х = 1 одержимо гармонічний ряд 

...,
1

...
3

1

2

1
1 +++++

п
 який, як відомо, є розбіжним; при х = −1 маємо ряд 

...,
4

1

3

1

2

1
1 −+−+−  який збіжний умовно, оскільки задовольняє умовам 

ознаки Лейбніца. Отже, область збіжності даного степеневого ряду 
визначається подвійною нерівністю −1 .1<≤ x   

 
 

Приклад 17. Розкласти до степеневого ряду функцію .
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 Диференціальне числення функцій двох змінних 

Завдання № 1 
 

№ Умова Знайти 

1 ( )22ln xyz +=  ( )zD  − область визначення функції 

2 ( )yxyxz 524 −+=  ( )zD  − область визначення функції 

3 ( )2245 yxz −−=  ( )zD  − область визначення функції 

4 ( )4ln 22 −+= yxz  ( )zD  − область визначення функції 

5 ( )yxz −= 2arcsin  ( )zD  − область визначення функції 

6 ( )134 +−= yxxyz  ( )zD  − область визначення функції 

7 yxz +=  ( )zD  − область визначення функції 

8 ( )yxz −= 2ln  ( )zD  − область визначення функції 

9 122 −+= yxez  ( )zD  − область визначення функції 

10 222 yxz −=  ( )zD  − область визначення функції 

11 ( )61 22 −+= yxz  ( )zD  − область визначення функції 

12 223 yxz −−=  ( )zD  − область визначення функції 

13 ( )229ln yxz −−=  ( )zD  − область визначення функції 
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Продовження таблиці 
 
14 ( )2262 yxz −−=  ( )zD  − область визначення функції 

15 522 −+= yxz  ( )zD  − область визначення функції 

16 ( )yxz += arccos  ( )zD  − область визначення функції 

17 22

1

yx
z

+
=  ( )zD  − область визначення функції 

18 ( )1ln 22 −+= yxz  ( )zD  − область визначення функції 

19 
x

y
z arcsin=  ( )zD  − область визначення функції 

20 
94

1
22 yx

z −−=  ( )zD  − область визначення функції 

21 1
42

22

−+= yx
z  ( )zD  − область визначення функції 

22 
yx

x
z

+
=  ( )zD  − область визначення функції 

23 xyz =  ( )zD  − область визначення функції 

24 221

1

yx
z

−−
=  ( )zD  − область визначення функції 

25 ( )xyz += ln  ( )zD  − область визначення функції 

26 
xy

y
z

−
=  ( )zD  − область визначення функції 
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 Диференціальне числення функцій двох змінних 

Завдання № 2 
 

№ Умова Знайти 

1 xyz cos=  xz′ , yz′  

2 xyz sin=  xz′ , yz′  

3 xyez =  xz′ , yz′  

4 22yxz =  xz′ , yz′  

5 32yxz =  xz′ , yz′  

6 23yxz =  xz′ , yz′  

7 ( )235 yxz +=  xz′ , yz′  

8 ( )322 yxz +=  xz′ , yz′  

9 22 yxez +=  xz′ , yz′  

10 ( )22cos yxz +=  xz′ , yz′  

11 ( )22sin yxz +=  xz′ , yz′  

12 ( )22ln yxz +=  xz′ , yz′  

13 
y

x
z =  xz′ , yz′  
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Продовження таблиці 
 

14 
x

y
z =  xz′ , yz′  

15 ( )2sincos yxz +=  xz′ , yz′  

16 ( )3yx eez +=  xz′ , yz′  

17 33 yxz +=  xz′ , yz′  

18 
2









=

y

x
z  

xz′ , yz′  

19 
x

y
z cos=  xz′ , yz′  

20 
y

x
z

2
sin=  xz′ , yz′  

21 arctgxyz =  xz′ , yz′  

22 22xyez −=  xz′ , yz′  

23 
y

x
z

2
sin

2
1=  xz′ , yz′  

24 22

1

yx
z

+
=  xz′ , yz′  

25 ( )22ln yxyxz ++=  xz′ , yz′  

26 33 yxez +=  xz′ , yz′  
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 Диференціальне числення функцій двох змінних 

Завдання № 3 
 

№ Умова Знайти 

1 x

y

ez 2=  
dz  

2 xyxez =  dz  

3 
y

x
z =  dz  

4 arctgxxyz =  dz  

5 yxyez −= 2  dz  

6 
x

y
yz =  dz  

7 
xy

xy
z

−
= 2

 dz  

8 ( )yxz 2ln 2 +=  dz  

9 x

y

yez =  
dz  

10 ( )yxz −= 2sin2  dz  

11 2yxz =  dz  

12 yexz 2sin ⋅=  dz  

13 






 −=
2

cos2
x

yz  dz  
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Продовження таблиці 
 

14 ( )yx eez += ln  dz  

15 xyarctgez =  dz  

16 
xy

z
2=  dz  

17 xyz 22 cossin +=  dz  

18 
xy

yx
z

+=  dz  

19 
y

x
arctgz =  dz  

20 xyez =  dz  

21 xyz 2cos2=  dz  

22 y

x

yez =  dz  

23 xyarctgz =  dz  

24 ( )yxz += ln  dz  

25 
y

x

x

y
z −=  dz  

26 
x

y
z arcsin=  dz  
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 Диференціальне числення функцій двох змінних 

Завдання № 4 
 

№ Умова Знайти 

1 xyxz 33 −=  xxz ′′ , xyz ′′ , yyz ′′  

2 xyxz 33 +=  xxz ′′ , xyz ′′ , yyz ′′  

3 44 xxyz −=  xxz ′′ , xyz ′′ , yyz ′′  

4 44 yxyz −=  xxz ′′ , xyz ′′ , yyz ′′  

5 xyxz 33 +=  xxz ′′ , xyz ′′ , yyz ′′  

6 xyyz 33 −=  xxz ′′ , xyz ′′ , yyz ′′  

7 xyyz 55 −=  xxz ′′ , xyz ′′ , yyz ′′  

8 xyxz 55 +=  xxz ′′ , xyz ′′ , yyz ′′  

9 yxz sincos2 +=  xxz ′′ , xyz ′′ , yyz ′′  

10 yxz cos2sin +=  xxz ′′ , xyz ′′ , yyz ′′  

11 yx eez 32 −+=  xxz ′′ , xyz ′′ , yyz ′′  

12 yx eez 23 += −  xxz ′′ , xyz ′′ , yyz ′′  

13 yez x cos=  xxz ′′ , xyz ′′ , yyz ′′  
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Продовження таблиці 
 
14 xez y sin=  xxz ′′ , xyz ′′ , yyz ′′  

15 33 75 yxz +=  xxz ′′ , xyz ′′ , yyz ′′  

16 33 23 xyz −=  xxz ′′ , xyz ′′ , yyz ′′  

17 yxxz 23 3+=  xxz ′′ , xyz ′′ , yyz ′′  

18 32 xxyz −=  xxz ′′ , xyz ′′ , yyz ′′  

19 ( ) yxxz 231 +−=  xxz ′′ , xyz ′′ , yyz ′′  

20 ( )23 1−+= yyxz  xxz ′′ , xyz ′′ , yyz ′′  

21 yxxz 232 +=  xxz ′′ , xyz ′′ , yyz ′′  

22 yez x 2cos⋅=  xxz ′′ , xyz ′′ , yyz ′′  

23 ( ) 332 xyz ++=  xxz ′′ , xyz ′′ , yyz ′′  

24 yez x 2sin3−=  xxz ′′ , xyz ′′ , yyz ′′  

25 323 yyxz +=  xxz ′′ , xyz ′′ , yyz ′′  

26 
3

sin3
2

cos2
yx

z +=  xxz ′′ , xyz ′′ , yyz ′′  
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 Диференціальне числення функцій двох змінних 

Завдання № 5 
 

№ Умова Знайти 

1 7234 +−= yxyz  zd 2  

2 2233 2 yxyxz +−=  zd 2  

3 ( )2223 xyxz +−=  zd 2  

4 53 42 xyyxz −=  zd 2  

5 432 35 yxxyz −=  zd 2  

6 ( ) 23cos xyxz −+=  zd 2  

7 22 3sin xyyxz −=  zd 2  

8 42 3 xxyyz −−=  zd 2  

9 225 yxez yx += −+  zd 2  

10 22 33 +−= yxxyz  zd 2  

11 14 24 +−= xyyxz  zd 2  

12 ( )222 123 +−= yxz  zd 2  

13 ( )434 xyyxz −=  zd 2  
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Продовження таблиці 
 

14 33yxez yx += −  zd 2  

15 7243 yxxyz +=  zd 2  

16 xyyxz 55 −=  zd 2  

17 223 yyxxz ++=  zd 2  

18 2

2

y

x
z =  zd 2  

19 222 yxez
yx

+=
−

 
zd 2  

20 ( )byaxz += sin  zd 2  

21 3322 xyxz −=  zd 2  

22 ( )yxz 32cos2 −=  zd 2  

23 ( )yxz 2sin2 +=  zd 2  

24 
3

4
2

1







 ++= yxz  zd 2  

25 
12

1 2

+
−=
y

x
z  zd 2  

26 
x

y
z

21
2 2

+
−=  zd 2  
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Диференціальне числення функцій двох змінних 

Завдання № 6 
 

№ Умова Знайти 

1 xyxz 33 +=  
( )00, yx  − точку екстремуму функції і вказати його 

характер 

2 xyxz 24 −=  
( )00, yx  − точку екстремуму функції і вказати його 

характер 

3 33 yxyz −=  
( )00, yx  − точку екстремуму функції і вказати його 

характер 

4 24 24 xxxyz +−=  
( )00, yx  − точку екстремуму функції і вказати його 

характер 

5 534 ++= xyxz  
( )00, yx  − точку екстремуму функції і вказати його 

характер 

6 553 −+= xyyz  
( )00, yx  − точку екстремуму функції і вказати його 

характер 

7 523 +−= xyyz  
( )00, yx  − точку екстремуму функції і вказати його 

характер 

8 xxyxz 243 ++=  
( )00, yx  − точку екстремуму функції і вказати його 

характер 

9 xyyyz 42 23 −+=  
( )00, yx  − точку екстремуму функції і вказати його 

характер 

10 254 −−= xyxz  
( )00, yx  − точку екстремуму функції і вказати його 

характер 

11 ( ) 544 ++−= yxyz  
( )00, yx  − точку екстремуму функції і вказати його 

характер 

12 ( ) 335 xyxz −+−=  
( )00, yx  − точку екстремуму функції і вказати його 

характер 

13 ( ) 446 yyxz −++=  
( )00, yx  − точку екстремуму функції і вказати його 

характер 
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Продовження таблиці 
 

14 ( ) xyyz 51 3 −+=  
( )00, yx  − точку екстремуму функції і вказати його 

характер 

15 ( ) xyxz 41 3 +−=  
( )00, yx  − точку екстремуму функції і вказати його 

характер 

16 ( ) 563 −++= yxxz  
( )00, yx  − точку екстремуму функції і вказати його 

характер 

17 ( ) 22 21 yxz +−=  ( )00, yx  − точку екстремуму функції і вказати його характер 

18 ( ) 22 21 yxz −−=  ( )00, yx  − точку екстремуму функції і вказати його характер 

19 yxyxyxz 6322 −−++=  ( )00, yx  − точку екстремуму функції і вказати його характер 

20 yxyxyxz −−++= 222  ( )00, yx  − точку екстремуму функції і вказати його характер 

21 yxyxyxz +−+−= 222  ( )00, yx  − точку екстремуму функції і вказати його характер 

22 yxxyz 422 −−=  ( )00, yx  − точку екстремуму функції і вказати його характер 

23 ( ) 224 yxyxz −−−=  ( )00, yx  − точку екстремуму функції і вказати його характер 

24 2261 yxyxxz −−−+=  ( )00, yx  − точку екстремуму функції і вказати його характер 

25 yxxyz 242 −−=  ( )00, yx  − точку екстремуму функції і вказати його характер 

26 ( ) ( )yyyxxz −+−−= 63  ( )00, yx  − точку екстремуму функції і вказати його характер 
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Невизначений інтеграл 

Завдання № 7 

№ Умова Знайти 

1 ( ) 135 24 −+= xxxf , ( ) CxF +  − первісні ( )1F  

2 ( ) 1
1
2

+=
x

xf , ( ) CxF +  − первісні ( )1F  

3 ( ) 123 2 +−= xxxf , ( ) CxF +  − первісні ( )1F  

4 ( )
14

1

+
=

x
xf , ( ) CxF +  − первісні ( )3F  

5 ( ) 265 24 +−= xxxf , ( ) CxF +  − первісні ( )1F  

6 ( )
2
1

1
x

xf −= , ( ) CxF +  − первісні ( )1F  

7 ( )
432

3

+
=

x
xf , ( ) CxF +  − первісні ( )4F  

8 ( ) 189 32 +−= xxxf , ( ) CxF +  − первісні ( )1F  

9 ( )
2

9 2
10

x
xxf += , ( ) CxF +  − первісні ( )1F  

10 ( )
x

xxxf
1

42 2 ++= , ( ) CxF +  − первісні ( )1F  

11 ( ) xexxxf +−= 42 53 , ( ) CxF +  − первісні ( )0F  

12 ( ) 452 xxexf x −+= − , ( ) CxF +  − первісні ( )0F  

13 ( ) 2323
1

xx
x

xf −−+= , ( ) CxF +  − первісні ( )1F  
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Продовження таблиці 
 

14 ( )
12

1

+
=

x
xf , ( ) CxF +  − первісні ( )8F  

15 ( )
152

5

−
=

x
xf , ( ) CxF +  − первісні ( )2F  

16 ( ) ( )2xx eexf −+= , ( ) CxF +  − первісні ( )0F  

17 ( ) ( )2139 += xxf , ( ) CxF +  − первісні ( )0F  

18 ( ) ( )2126 += xxf , ( ) CxF +  − первісні ( )0F  

19 ( )
x

xxf
1

65 2 +−= , ( ) CxF +  − первісні ( )1F  

20 ( ) 756 45 −+= xxxf , ( ) CxF +  − первісні ( )1F  

21 ( )
2

1
2

x
xxf +−= , ( ) CxF +  − первісні ( )1F  

22 ( )
2

2

1

2

1
4 







 −= xxf , ( ) CxF +  − первісні ( )1F  

23 ( ) dx
x

x
xf

21







 −= , ( ) CxF +  − первісні ( )1F  

24 ( )
2

2

1

2

x

x
xf

+
+= , ( ) CxF +  − первісні ( )0F  

25 ( ) ( )222 xx eexf += − , ( ) CxF +  − первісні ( )0F  

26 ( )
x

xxe
xf

x −= , ( ) CxF +  − первісні ( )0F  
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Невизначений інтеграл 

Завдання № 8 

№ Умова Знайти 

1 ( )
x

xf
2cos

1= , ( ) CxF +  − первісні 








4

π
F  

2 ( )
3

cos
3

1 x
xf = , ( ) CxF +  − первісні 









2

3π
F  

3 ( ) xxf 2sin2= , ( ) CxF +  − первісні 








2

π
F  

4 ( )
x

xf
2sin

1= , ( ) CxF +  − первісні 








4

π
F  

5 ( ) xxf 4sin4= , ( ) CxF +  − первісні 








4

π
F  

6 ( )
2

cos
2

1 x
xf = , ( ) CxF +  − первісні ( )πF  

7 ( ) xxf 3cos3= , ( ) CxF +  − первісні 








6

π
F  

8 ( )
2

sin
2

1 x
xf = , ( ) CxF +  − первісні ( )πF  

9 ( )
3

sin
3

2 x
xf = , ( ) CxF +  − первісні ( )πF  

10 ( ) xxf 10cos10= , ( ) CxF +  − первісні 








20

π
F  

11 ( )
5

sin
5

1 x
xf = , ( ) CxF +  − первісні ( )π5F  

12 ( )
x

xf
2cos

2
2

= , ( ) CxF +  − первісні 








8

π
F  

13 ( )
x

xf
3cos

3
2

= , ( ) CxF +  − первісні 








12

π
F  
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Продовження таблиці 
 

14 ( ) xxf 2cos2= , ( ) CxF +  − первісні ( )0F  

15 ( ) xxf 2sin2= , ( ) CxF +  − первісні ( )0F  

16 ( )
x

xf
2sin

1
2

= , ( ) CxF +  − первісні 








8

π
F  

17 ( ) xxf 5sin= , ( ) CxF +  − первісні 








5

π
F  

18 ( ) xxf 7cos= , ( ) CxF +  − первісні 








14

π
F  

19 ( ) xtgxf 2= , ( ) CxF +  − первісні ( )0F  

20 ( )
x

x
xf

2cos1

cos1 2

+
+= , ( ) CxF +  − первісні ( )0F  

21 ( )
x

x
xf

cos

2sin= , ( ) CxF +  − первісні ( )0F  

22 ( )
2

sin
2

1 2 x
xf = , ( ) CxF +  − первісні ( )0F  

23 ( )
xx

xf
22 sin

1

cos

1 += , ( ) CxF +  − первісні 








4

π
F  

24 ( )
xx

xf
2sin2cos

1

+
= , ( ) CxF +  − первісні 









4

π
F  

25 ( )
2

cos2 2 x
xf = , ( ) CxF +  − первісні ( )0F  

26 ( )
2

cos
2x

xxf = , ( ) CxF +  − первісні ( )0F  
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Невизначений інтеграл 

Завдання № 9 

№ Умова Знайти 

1 ( ) CxFdx
x

x +=
−

∫ 241

2arcsin16
 









2

1
F  

2 ( ) CxFdx
x

x +=∫
ln2

 ( )eF  

3 ( ) CxFdxxx +=∫ 3sin3cos9 2  








3

π
F  

4 ( ) CxFdx
x

x +=
−

∫ 291

3arccos6
 







−
3

1
F  

5 ( )
( ) CxFdx

x

dx +=
+

∫ 32

8
 ( )0F  

6 ( ) CxFdx
x

xarctg +=
+

∫ 241

264
 









2

1
F  

7 ( ) CxFdx
x

xtg +=∫
3cos

36
2

 








12

π
F  

8 ( ) CxFdx
x

xarcctg +=
+

∫ 291

396
 









3

1
F  

9 ( ) CxFdxxx +=∫ 3cos3sin9 2  








6

π
F  

10 ( )
( ) CxF

x

dx +=
+

∫ 32
 ( )2F  

11 ( ) ( ) CxFee xx +=+∫
221

3

4
 ( )0F  

12 ( ) CxFdx
x

xctg +=∫
3sin

396
2

 








12

π
F  

13 ( ) CxFdx
x

dx +=
+

∫ 294

24
 









3

2
F  
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Продовження таблиці 
 

14 ( ) CxFdx
x

dx +=
−

∫
94 2

 ( )0F  

15 ( ) CxF
x

dx +=
−

∫ 249

4
 









2

3
F  

16 ( ) CxF
x

dx +=
−

∫ 294
 ( )0F  

17 ( )
x

arctgx
xf

+
=

1

3
, ( ) CxF +  − первісні 









4

π
F  

18 ( )
x

x
xf

2ln= , ( ) CxF +  − первісні ( )eF  

19 ( )
21 x

x
xf

+
= , ( ) CxF +  − первісні ( )0F  

20 ( )
x

x
xf

2sin1

2sin

+
= , ( ) CxF +  − первісні ( )0F  

21 ( )
2

arcsin

1 x

e
xf

x

+
= , ( ) CxF +  − первісні ( )0F  

22 ( ) ( )
x

x
xf

1ln 2 += , ( ) CxF +  − первісні ( )eF  

23 ( )
x

x

e

e
xf

24 −
= , ( ) CxF +  − первісні ( )0F  

24 ( )
x

x
xf

cos2

sin= , ( ) CxF +  − первісні ( )0F  

25 ( ) xexf x2−= , ( ) CxF +  − первісні ( )0F  

26 ( )
x

xdx
xf

sin3

cos

+
= , ( ) CxF +  − первісні 









2

π
F  
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Невизначений інтеграл 

Завдання № 10 

№ Умова Знайти 

1 ( ) CxFdx
x

x +=
−

∫
12

 ( )0F  

2 ( ) CxFdx
ctgx

x +=∫
2sin

1

 









4

π
F  

3 ( ) CxFdx
e

e
x

x
+=

−
∫

22

2
 ( )0F  

4 ( ) CxFdx
x

x +=
+

∫
14

3
 ( )0F  

5 ( ) CxFdx
x

x +=∫ ln

1

 
( )eF  

6 ( ) CxFdx
e

e
x

x
+=

−
∫

2
 ( )0F  

7 ( ) CxFdx
x

x +=
−

∫
13

2
 ( )0F  

8 ( ) CxFdx
x

x +=∫ cos

sin
 ( )0F  

9 ( ) CxFdx
x

x +=∫ sin

cos
 









2

π
F  

10 ( ) CxFdx
tgx

x +=∫
2cos

1

 









4

π
F  

11 ( ) CxFdx
xx

x +=
+−

−
∫

14

2
2

 ( )0F  

12 ( ) CxFdx
e

e
x

x
+=

−
∫ 3

3

2
 ( )0F  

13 ( ) CxFdx
x

x +=
−

∫ 5

4

1
 ( )0F  
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Продовження таблиці 
 

14 ( ) CxFdx
xx

x +=
−+

+
∫

12

1
2

 ( )0F  

15 
( )

6

2

1 x

x
xf

−
= , ( ) CxF +  − первісні ( )0F  

16 ( )
443

4

x

x
xf

+
= , ( ) CxF +  − первісні ( )0F  

17 ( )
x

x

e

arctgxe
xf

21+
⋅

= , ( ) CxF +  − первісні ( )0F  

18 
( )

x

x
xf

2cos

sin= , ( ) CxF +  − первісні ( )0F  

19 
( )

x

x
xf

sin= , ( ) CxF +  − первісні ( )0F  

20 
( ) ( ) xxxf 812 ⋅+= , ( ) CxF +  − первісні ( )0F  

21 
( )

xx

x
xf

ln

ln= , ( ) CxF +  − первісні ( )1F  

22 
( )

xx
xf

ln

3= , ( ) CxF +  − первісні ( )eF  

23 ( )
2

cos
2x

xxf ⋅= , ( ) CxF +  − первісні ( )0F  

24 
( )

x

x

e

e
xf

2

2

1 −

−

+
= , ( ) CxF +  − первісні ( )0F  

25 
( )

x

x

xf
231

3

+
= , ( ) CxF +  − первісні ( )0F  

26 
( )

xctgx
xf

2sin

11 ⋅= , ( ) CxF +  − первісні 








4

π
F  
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Невизначений інтеграл 
 

Завдання №11 
 

№ Умова Знайти 
1 

∫
∞

=
e xx

dx
A

2ln
 

A  

2 
dxeA x

∫
∞

−=
0

33  
A  

3 
∫
∞

−=
0

2

2 dxxeA x  
A  

4 
∫
∞

=
e xx

dx
A

3ln

2  
A  

5 

( )∫
∞

+
=

0
21x

dx
A  

A  

6 
dxeA x

∫
∞

−=
0

22  
A  

7 

( )∫
∞

+
=

0
22 1

2

x

xdx
A  

A  

8 
dxeA

x

2

0 2

1 −∞

∫=  
A  

9 
∫
∞

=
e xx

dx
A

4ln

3  
A  

10 

( )∫
∞

+
=

0
32

2

x

dx
A  

A  

11 
∫
∞

−=
0

2 3

3 dxexA x  
A  

12 
dxeA x

∫
∞

−=
0

44  
A  

13 
dxeA

x

3

0 3

1 −∞

∫=  
A  
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Продовження таблиці 

 
14 

( )∫
∞

+
=

0
22 2

2

x

xdx
A  

A  

15 

( )∫
∞

+
=

0
23

2

1

3

x

dxx
A  

A  

16 
dxeA x

∫
∞

−=
0

55  
A  

17 
dxeA

x

5

0 5

1 −∞

∫=  
A  

18 
∫
∞

−
=

1
2 1x

dx
A  

A  

19 
∫
∞

=
e xx

dx
A

ln
 

A  

20 
∫
∞

=
4

3ln xx

dx
A  

A  

21 
∫
∞

+
=

1
6

2

1
dx

x

x
A  

A  

22 
∫
∞

++
=

1
2 52xx

dx
A  

A  

23 

( )∫
∞

+
=

2
32 1x

xdx
A  

A  

24 

( )∫
∞

+
=

0
32 14x

xdx
A  

A  

25 

( )∫
∞

−
=

2
32 3x

xdx
A  

A  

26 
∫
∞

++
=

0
2 22xx

dx
A  

A  
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Визначений  інтеграл 

Завдання № 12 

№ Умова Знайти 

1 ( ) 5
3

2

=∫ dxxf , ( )dxxfB ∫=
2

3

 В 

2 ( ) ( ) 2
4

3

3

2

=+ ∫∫ dxxfdxxf , ( )dxxfB ∫=
4

2

 В 

3 ( )∫
−

=
2

2

dxxfA , де ( )xf  − непарна функція А 

4 ( ) 2
1

3

=∫
−

−
dxxf , ( )dxxfB ∫

−
=

3

1

 В 

5 ( ) ( ) 3
3

2

2

1

=+ ∫∫ dxxfdxxf , ( )dxxfB ∫=
1

3

 В 

6 ( )∫
−

=
3

3

dxxfA , де ( )xf  − непарна функція А 

7 ( ) 4
4

2

−=∫ dxxf , ( )dxxfB ∫=
2

4

 В 

8 ( )∫=
2

2

dxxfA  А 

9 ( ) 1
0

2

=∫
−

dxxf , ( )dxxfB ∫
−

=
2

0

 В 

10 ( ) ( ) 7
5

3

3

2

=+ ∫∫ dxxfdxxf , ( )dxxfB ∫=
5

2

 В 

11 ( ) 2
3

0

=∫ dxxf
, де ( )xf  −непарна функція, ( )dxxfB ∫

−
=

3

3

 
В 

12 ( ) ( ) 8
4

2

2

1

=+ ∫∫ dxxfdxxf , ( )dxxfB ∫=
1

4

 В 

13 ( ) 3
0

2

=∫ dxxf , ( )dxxfB ∫=
2

0

 В 
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Продовження таблиці 
 

14 ( ) dxarctgA ∫
−

=
1

1

99  А 

15 ( ) 7
3

1

=∫ dxxf , ( )dxxfB ∫=
1

3

 В 

16 ( )∫
−

=
2

2

19sin

π

π
dxxA  А 

17 ( ) ( ) 15
8

5

5

2

=+ ∫∫ dxxfdxxf , ( )dxxfB ∫=
2

8

 В 

18 ( )∫
−

=
1

1

25dxarctgxA  А 

19 ( ) 3
2

5

=∫
−

−
dxxf , ( )dxxfB ∫

−

−
=

5

2

 В 

20 ( ) 3
0

1

−=∫ dxxf , ( )dxxfB ∫=
1

0

 В 

21 ( ) ( ) 9
7

3

3

0

=+ ∫∫ dxxfdxxf , ( )dxxfB ∫=
0

7

 В 

22 ( )∫=
5

5

dxxfA , де ( )xf  − парна функція А 

23 ( ) 1
2

0

=∫ dxxf

π

, де ( )xf  −непарна функція, 
( )dxxfB ∫

−

=
2

2

π

π

 
В 

24 ( )∫
−

=
4

4

25

π

π
dxtgxA  

А 

25 ( ) 4
0

3
−=∫

−
dxxf

, де ( )xf  −непарна функція, ( )dxxfB ∫=
3

0

 
В 

26 ( )∫=
3

3

dxxfA , де ( )xf  − парна функція А 
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Визначений  інтеграл 

Завдання № 13 

 
№ Умова  Знайти  
1 

∫
−

−=
0

5

4
38

3
dxxA  

A  

 

2 
dxxA 4

2

8

658
121

5 += ∫
−

 
A  

3 
∫=
81

1
4104

3

x

dx
A  

A  

4 
∫ −

=
11

0
5 22243

22

x

dx
A  

A  

5 
dxxxA 2

4

1 254

7
∫=  

A  

6 
dxxA 3 2

8

27165

1
∫

−

=  
A  

7 

( )∫
+

=
78

10
3

4 18x

dx
A  

A  

8 
dxxA 4

16

1 124

5
∫=  

A  

9 
∫ +

=
13

1 36x

dx
A  

A  

10 







 −= ∫ x
A

4
1

5

149

4

 
A  

11 
∫
− −

=
16

4 322 x

dx
A  

A  

12 
dxxA 4

74

32

5

+= ∫  
A  

13 
dxxA −= ∫ 65

169

316

1

 
A  
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Продовження таблиці 

 
14 

dx
x

dx
A ∫ +

=
17

4 322
 

A  

15 
dxxA 3 2

8

1 93

5
∫=  

A  

16 
dx

x
A 








−= ∫

1
1

21

136

9

 
A  

17 
dx

x
xA 







 += ∫
1

3
40

19

4

 
A  

18 
∫

−
=

3

0
24 x

xdx
A  

A  

19 
dx

x

x
A ∫

+=
4

2
2

1
 

A  

20 
dx

x

x
A

e

∫
+=

1

ln1
 

A  

21 

( )∫
− −

=
1

1
232x

dx
A  

A  

22 
dx

x

x
A ∫=

5

4

3ln
 

A  

23 
dx

x
xA ∫ 







 +=
9

4

1
3  

A  

24 
dx

x
xA ∫ 







 +=
2

1
4

2 1
 

A  

25 
∫

−
=

1

0
24 x

dx
A  

A  

26 
∫ −=
1

0

21 dxxxA  
A  
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Визначений  інтеграл 

Завдання № 14 

№ Умова Знайти 
1 ;3; xyxy ==  

площайогоS

трикутникасторінрівнянняx

−
−= ;1

 

S  

2 ;5,2;5,0 xyxy ==  

площайогоS

трикутникасторінрівнянняx

−
−= ;1

 

S  

3 ;4;2 xyxy ==  

площайогоS

трикутникасторінрівнянняx

−
−= ;1

 

S  

4 ;5,3;5,1 xyxy ==  

площайогоS

трикутникасторінрівнянняx

−
−= ;1

 

S  

5 ;5,4;5,2 xyxy ==  

площайогоS

трикутникасторінрівнянняx

−
−= ;1

 

S  

6 ;;5,0 xyxy ==  

площайогоS

трикутникасторінрівнянняx

−
−= ;2  

S  

7 ;5,1; xyxy ==  

площайогоS

трикутникасторінрівнянняx

−
−= ;2

 

S  

8 ;2;5,1 xyxy ==  

площайогоS

трикутникасторінрівнянняx

−
−= ;2

 

S  

9 ;5,2;2 xyxy ==  

площайогоS

трикутникасторінрівнянняx

−
−= ;2

 

S  

10 ;3;5,2 xyxy ==  

площайогоS

трикутникасторінрівнянняx

−
−= ;2  

S  

11 ;5,3;3 xyxy ==  

площайогоS

трикутникасторінрівнянняx

−
−= ;2  

S  

12 ;4;5,3 xyxy ==  

площайогоS

трикутникасторінрівнянняx

−
−= ;2  

S  

13 ;5,4;4 xyxy ==  

площайогоS

трикутникасторінрівнянняx

−
−= ;2  

S  
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Продовження таблиці 
 
14 ;5,1;5,0 xyxy ==  

площайогоS

трикутникасторінрівнянняx

−
−= ;1

 

S  

15 ;2; xyxy ==  

площайогоS

трикутникасторінрівнянняx

−
−= ;1

 

S  

16 ;3;5,1 xyxy ==  

площайогоS

трикутникасторінрівнянняx

−
−= ;1

 

S  

17 ;5,3;2 xyxy ==  

площайогоS

трикутникасторінрівнянняx

−
−= ;1

 

S  

18 ;5,3;5,2 xyxy ==  

площайогоS

трикутникасторінрівнянняx

−
−= ;1

 

S  

19 ;5,4;3 xyxy ==  

площайогоS

трикутникасторінрівнянняx

−
−= ;1

 

S  

20 ;4;5,3 xyxy ==  

площайогоS

трикутникасторінрівнянняx

−
−= ;1

 

S  

21 ;5;4 xyxy ==  

площайогоS

трикутникасторінрівнянняx

−
−= ;1

 

S  

22 ;5,5;5,4 xyxy ==  

площайогоS

трикутникасторінрівнянняx

−
−= ;1

 

S  

23 ;6;5 xyxy ==  

площайогоS

трикутникасторінрівнянняx

−
−= ;1

 

S  

24 ;5,6;5,5 xyxy ==  

площайогоS

трикутникасторінрівнянняx

−
−= ;1

 

S  

25 ;7;6 xyxy ==  

площайогоS

трикутникасторінрівнянняx

−
−= ;1

 

S  

26 ;5,8;5,6 xyxy ==  

площайогоS

трикутникасторінрівнянняx

−
−= ;1

 

S  
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Визначений  інтеграл 
Завдання № 15 

№ Умова Знайти 
1 Область обмежена лініями: 

;3,3 2 == yxy  
площаїїS −  

S  

2 Область обмежена лініями: 
;4,13 2 =+= yxy  

площаїїS −  

S  

3 Область обмежена лініями: 
;2;13 2 =−= yxy  

площаїїS −  

S  

4 Область обмежена лініями: 
;0;33 2 =+−= yxy  

площаїїS −  

S  

5 Область обмежена лініями: 
2;13 2 −=+−= yxy  

площаїїS −  

S  

6 Область обмежена лініями: 
;1;23 2 −=+−= yxy  

площаїїS −  

S  

7 Область обмежена лініями: 
;0;33 2 =−= yxy  

площаїїS −  

S  

8 Область обмежена лініями: 
;2;0;3 2 === xyxy  

площаїїS −  

S  

9 Область обмежена лініями: 
;1;0;0;13 2 ===+= xxyxy  

площаїїS −  

S  

10 Область обмежена лініями: 
;1;0;0;23 2 ===+= xxyxy  

площаїїS −  

S  

11 Область обмежена лініями: 
;1;0;0;33 2 ===+= xxyxy  

площаїїS −  

S  

12 Область обмежена лініями: 

;;1;0;
1

exxy
x

y ====  

площаїїS −  

S  

13 Область обмежена лініями: 
;0;63 2 =−= yxxy  

площаїїS −  

S  
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Продовження таблиці 
 
14 Область обмежена лініями: 

;0;2 2 =−= yxxy  
площаїїS −  

S  

15 Область обмежена лініями: 
;0;22 =+−= yxy  

площаїїS −  

S  

16 Область обмежена лініями: 

;
3

1
;

3

1 2 xyxy ==  

площаїїS −  

S  

17 Область обмежена лініями: 
;0;56 2 =−−= yxxy  

площаїїS −  

S  

18 Область обмежена лініями: 
0;1;32 === xyxy  

площаїїS −  

S  

19 Область обмежена лініями: 
;;22 xyxy ==  

площаїїS −  

S  

20 Область обмежена лініями: 

;0;1;;
6 ==== yxex
x

y  площаїїS −  

S  

21 Область обмежена лініями: 
;0;5 2 =−= yxy   площаїїS −  

S  

22 Область обмежена лініями: 

;
9

;9
2

2 x
yxy ==   площаїїS −  

S  

23 Область обмежена лініями: 

;
4

;4
2

2 x
yxy ==    площаїїS −  

S  

24 Область обмежена лініями: 

;4;1;
4 === xx
x

y   площаїїS −  

S  

25 Область обмежена лініями: 
;4;22 =++= yxxy  

площаїїS −  

S  

26 Область обмежена лініями: 
;;42 xyxy ==   площаїїS −  

S  
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Ряди 
 

Завдання № 16 
 

№ Умова Знайти 
1 

=+++++ KK naaaa 321 ∑
∞

=

+

1

1

5

2

n
n

nn  2a  

2 =+++++ KK naaaa 321 ∑
∞

=

+
1 3

1

n
nn

n  3a  

3 =+++++ KK naaaa 321 ( )( )∑
∞

= +−1 1212n nn

n  2a  

4 =+++++ KK naaaa 321 ∑
∞

=

−
1

3

12

n n

n  3a  

5 =+++++ KK naaaa 321 ( )( )∑
∞

= +−1 1313n nn

n  2a  

6 
=+++++ KK naaaa 321 ∑

∞

=1

!2

n
n

n

n
 3a  

7 =+++++ KK naaaa 321 ∑
∞

=

+
1

2

12

n n

n  3a  

8 
=+++++ KK naaaa 321 ∑

∞

=1

3

2n
n

n  3a  

9 =+++++ KK naaaa 321

( )
∑

∞

=

+
1

!1

n
nn

n  3a  

10 =+++++ KK naaaa 321 ( )∑
∞

=

+ +−
1

2

1 1
1

n

n

n

n  2a  

11 =+++++ KK naaaa 321 ( )∑
∞

= +
+−

1
2 1

1
1

n

n

n

n  3a  

12 =+++++ KK naaaa 321 ( ) ( )∑
∞

= +
−

1 !1
1

n

n

n

n  2a  

13 
=+++++ KK naaaa 321 ∑

∞

=

+

1

12

n
n

n

n
 3a  
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Продовження таблиці 

 
14 

=+++++ KK naaaa 321 ∑
∞

=1 3

2

n
n

n

n
 4a  

15 
=+++++ KK naaaa 321

( )
∑

∞

= +
−

1 5

1

n

n

n
 4a  

16 
=+++++ KK naaaa 321 ∑

∞

= +1
2 1

2

n

n

n
 2a  

17 =+++++ KK naaaa 321 ∑
∞

=

+
1 2

1

n
nn

n  2a  

18 =+++++ KK naaaa 321 ( )∑
∞

= −
−

1 13
1

n

n

n

n  2a  

19 
=+++++ KK naaaa 321 ∑

∞

= +
+

1 13

2

n n

n
 

2a  

20 
=+++++ KK naaaa 321 ∑

∞

= +
+

1 12

12

n n

n
 

4a  

21 
=+++++ KK naaaa 321

( ) ( )
∑
∞

=

− −−
1

1

3

121

n
n

n n
 

3a  

22 
=+++++ KK naaaa 321

( )
( ) ( )∑

∞

= ++
−

1
2 1ln1

1

n

n

nn
 

5a  

23 
=+++++ KK naaaa 321

( ) ( )
∑
∞

=

+

⋅

−−
1 3

1

2

341

n n

n

n

n
 

4a  

24 
=+++++ KK naaaa 321

( )
( )∑

∞

=

−

−
−

1

1

!12

31

n

nn

n
 

1a  

25 
=+++++ KK naaaa 321 ( )
∑
∞

= −

−

⋅−1 1

1

534

2

n n

n

n
 

3a  

26 
=+++++ KK naaaa 321

( )
∑
∞

= +
⋅−

1 1

101

n

nn

n
 

3a  
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Ряди 
 

Завдання № 17 
 

 № Умова Знайти 
1 

∑
∞

= +1
2

1

n nn
 , 

∞→
=

n
SnS lim  S 

2 ∑
∞

= ++1
2 23

1

n nn
 , 

∞→
=

n
SnS lim  S 

3 
∑

∞

= ++1
2 65

1

n nn
, 

∞→
=

n
SnS lim  S 

4 
∑

∞

= ++1
2 127

1

n nn
, 

∞→
=

n
SnS lim  S 

5 
∑

∞

= +1
2 2

1

n nn
, 

∞→
=

n
SnS lim  S 

6 
∑

∞

= ++1
2 34

1

n nn
, 

∞→
=

n
SnS lim  S 

7 
∑

∞

= ++1
2 86

1

n nn
, 

∞→
=

n
SnS lim  S 

8 
∑

∞

= ++1
2 158

1

n nn
, 

∞→
=

n
SnS lim  S 

9 
∑

∞

= +1
2 3

1

n nn
, 

∞→
=

n
SnS lim  S 

10 
∑

∞

= ++1
2 45

1

n nn
, 

∞→
=

n
SnS lim  S 

11 ∑
∞

= ++1
2 107

1

n nn
, 

∞→
=

n
SnS lim  S 

12 ∑
∞

= ++1
2 189

1

n nn
, 

∞→
=

n
SnS lim  S 

13 
∑

∞

= −2
2

1

n nn
, 

∞→
=

n
SnS lim  S 
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Продовження таблиці 
 

14 
∑

∞

= −2
2 1

1

n n
, 

∞→
=

n
SnS lim  S 

15 ∑
∞

= −+2
2 2

1

n nn
, 

∞→
=

n
SnS lim  S 

16 
∑

∞

= −3
2 2

1

n nn
, 

∞→
=

n
SnS lim  S 

17 
∑

∞

= −1
2 94

1

n n
, 

∞→
=

n
SnS lim  S 

18 
∑

∞

= −1
2 14

1

n n
, 

∞→
=

n
SnS lim  S 

19 ∑
∞

= +−3
2 23

1

n nn
, 

∞→
=

n
SnS lim  S 

20 ∑
∞

= ++1
2 209

1

n nn
, 

∞→
=

n
SnS lim  S 

21 
( )( )∑

∞

= +−1 1323
1

n nn
, 

∞→
=

n
SnS lim  S 

22 
( )( )∑

∞

= +−1 1212
1

n nn
, 

∞→
=

n
SnS lim  S 

23 
( )( )∑

∞

= +−1 3232
1

n nn
, 

∞→
=

n
SnS lim  S 

24 
( )∑

∞

= +1 2
1

n nn
, 

∞→
=

n
SnS lim  S 

25 
( )∑

∞

= −1 2
1

n nn
, 

∞→
=

n
SnS lim  S 

26 
( )∑

∞

= +1 1
1

n nn
, 

∞→
=

n
SnS lim  S 
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Ряди 
 

Завдання № 18 
 

№ Умова Знайти 
1 

∑
∞

= +1 )!1(

2

n

n

n
, 

n

n

n a

a
l 1lim +

∞→
=  

l 

2 
∑

∞

=

+
1 2

1

n
n

n , 
n

n

n a

a
l 1lim +

∞→
=  l 

3 
∑

∞

=1

2

3n
n

n , 
n

n

n a

a
l 1lim +

∞→
=  

l 

4 
∑

∞

=1 !

3

n

n

n
, 

n

n

n a

a
l 1lim +

∞→
=  

l 

5 
∑

∞

=
−

1
14n

n

n , 
n

n

n a

a
l 1lim +

∞→
=  l 

6 n

n n

n
∑

∞

=









+
−

1 13

12 , n
n

n
al

∞→
= lim  

l 

7 
∑

∞

=









+
+

1
2

2

12

5

n

n

n

n , n
n

n
al

∞→
= lim  

l 

8 ( )
∑

∞

=
+

+
1

1

2

3

1

n
n

n , 
n

n

n a

a
l 1lim +

∞→
=  

l 

9 
∑

∞

=1

3

!

2

n n

n , 
n

n

n a

a
l 1lim +

∞→
=  

l 

10 
∑

∞

=
−

1
12

2

2n
n

n , 
n

n

n a

a
l 1lim +

∞→
=  

l 

11 
( )∑

∞

= −1 !12n n

n , 
n

n

n a

a
l 1lim +

∞→
=  l 

12 
∑

∞

=1 5

2

n
n

n

n
, 

n

n

n a

a
l 1lim +

∞→
=  

l 

13 
∑

∞

=1

2

5n
n

n , 
n

n

n a

a
l 1lim +

∞→
=  

l 
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Продовження таблиці 

 
14 

( )∑
∞

= −1 !12

4

n

n

n
, 

n

n

n a

a
l 1lim +

∞→
=  

l 

15 
( )∑

∞

=

−

1

1

!2

3

n

n

n
, 

n

n

n a

a
l 1lim +

∞→
=  

l 

16 
∑

∞

=

+
1 2

10

n
nn

n , 
n

n

n a

a
l 1lim +

∞→
=  l 

17 
∑

∞

=
−

1
123n

n

n , 
n

n

n a

a
l 1lim +

∞→
=  l 

18 n

n
n n

n









+∑
∞

= 12

1

1

, 
n

n

n a

a
l 1lim +

∞→
=  

l 

19 
∑
∞

=13

2

n
n

n
, 

n

n

n a

a
l 1lim +

∞→
=  

l 

20 
∑
∞

=

−

1

1

!
2

n

n

n
, 

n

n

n a

a
l 1lim +

∞→
=  

l 

21 
∑
∞

=

−

+1

1

12
3

n

n

n
, 

n

n

n a

a
l 1lim +

∞→
=  

l 

22 
∑
∞

= ⋅
−

1 3

34

n
nn

n
, 

n

n

n a

a
l 1lim +

∞→
=  

l 

23 ( )
∑
∞

=

+
1

2

7

1

n
n

n
, 

n

n

n a

a
l 1lim +

∞→
=  

l 

24 
∑
∞

=

+
1 2

110

n
n

n
, 

n

n

n a

a
l 1lim +

∞→
=  

l 

25 
∑
∞

= +
−

1 )!1(
12

n n

n
, 

n

n

n a

a
l 1lim +

∞→
=  

l 

26 
∑
∞

=
−

1
15n

n

n
, 

n

n

n a

a
l 1lim +

∞→
=  

l 
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Ряди 
 

Завдання № 19 
 

№ Умова Знайти 
1 ( )

∑
∞

=

−
1 2

1

n
n

n

n

x , R – радіус збіжності 
R 

2 ( )
∑

∞

=

+
1 2

1

n
n

nxn , R – радіус збіжності 
R 

3 ( )
∑

∞

=

+
1

2

2

n

n

n

x , R – радіус збіжності 
R 

4 
∑

∞

=1n

nnx , R – радіус збіжності R 

5 
∑

∞

=1 2n
n

nx , R – радіус збіжності 
R 

6 
∑

∞

=

−

1

12
n

nn x , R – радіус збіжності R 

7 ( )∑
∞

=
+

1

110
n

nn x , R – радіус збіжності R 

8 
∑

∞

=
−

1
110n

n

n

n

x , R – радіус збіжності 
R 

9 
( )∑

∞

= +1 1n

n

nn

x ,  R – радіус збіжності 
R 

10 
n

n

n

x
n

n
∑

∞

=









+
−

1 12

12 , R – радіус збіжності 
R 

11 ( )
∑

∞

=

−
1

2 2

2

n
n

n

n

x , R – радіус збіжності 
R 

12 ( )∑
∞

=

−
1

3
n

nxn , R – радіус збіжності R 

13 ( )∑
∞

=

+
1

1
n

nxn , R – радіус збіжності R 
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Продовження таблиці 

 
14 

∑
∞

=1 3n
n

nnx , R – радіус збіжності 
R 

15 ( )
∑

∞

=

−
1

14

n

nn

n

x , R – радіус збіжності 
R 

16 
∑

∞

=









−
+

1 23

1

n

n
n

x
n

n , R – радіус збіжності 
R 

17 ( )n

n

n xn 13
1

+∑
∞

=

, R – радіус збіжності R 

18 
n

n

n

x
n

n
∑

∞

=









−
−

1 910

45 , R – радіус збіжності 
R 

19 
∑
∞

=
−

1
12n

n

nx
, R – радіус збіжності 

R 

20 
∑
∞

=1

10

n

nn

n

x
, R – радіус збіжності 

R 

21 
∑
∞

=
− ⋅1
13n

n

n

n

x
, R – радіус збіжності 

R 

22 
∑
∞

=1 !n

n

n

x
, R – радіус збіжності 

R 

23 

( )∑
∞

= +1 22n
n

n

n

x
, R – радіус збіжності 

R 

24 
∑
∞

= ⋅13n
n

n

n

x
, R – радіус збіжності 

R 

25 
∑
∞

=1
3

2

n

nn

n

x
, R – радіус збіжності 

R 

26 
∑
∞

=14

3

n
n

nn

n

x
, R – радіус збіжності 

R 
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Диференціальні рівняння 
 

Завдання № 20 
 

№ Умови Знайти 
1 0

11 =+ dy
x

dx
y

, ( ) 31 =y  

( ) рівнянняінтегралзагальнийcyx −,,φ  

C 

2 ( ) 00,0 ==+ ydyedxe xy  
( ) рівнянняінтегралзагальнийcyx −,,φ  

C 

3 ( ) 11,022 ==+ ydyxdxy  
( ) рівнянняінтегралзагальнийcyx −,,φ  

C 

4 ( ) 11,0 ==+ yxdyydx  
( ) рівнянняінтегралзагальнийcyx −,,φ  

C 

5 ( ) 22,0
1

1

1

1 ==
+

+
−

ydy
x

dx
y

 

( ) рівнянняінтегралзагальнийcyx −,,φ  

C 

6 ( ) ( ) ( ) 11,011 −==+ −−+− ydyedxe xy  
( ) рівнянняінтегралзагальнийcyx −,,φ  

C 

7 ( )
2

1
1,023 ==− ydyxdxy  

( ) рівнянняінтегралзагальнийcyx −,,φ  

C 

8 
1

2

1
,032 =







=− ydyxdxy  

( ) рівнянняінтегралзагальнийcyx −,,φ  

C 

9 ( ) 00,0 ==+− ydyedxe xy  

( ) рівнянняінтегралзагальнийcyx −,,φ  

C 

10 ( ) 00,0 ==+ − ydyedxe xy  

( ) рівнянняінтегралзагальнийcyx −,,φ  

C 

11 ( ) 00,0 ==+ −− ydyedxe xy  

( ) рівнянняінтегралзагальнийcyx −,,φ  

C 

12 ( ) 11,0
23
2

==+ ydy
x

dx
y

 

( ) рівнянняінтегралзагальнийcyx −,,φ  

C 

13 ( ) 00,023 22 ==+ −− ydyedxe xy  

( ) рівнянняінтегралзагальнийcyx −,,φ  

C 
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Продовження таблиці 
 

 

14 
0

8
,02cos22sin 22 =







=− π
yydxxdy  

( ) рівнянняінтегралзагальнийcyx −,,φ  

C 

15 ( )
4

0,0cos2
1 2 π==− yydxdy
x

 

( ) рівнянняінтегралзагальнийcyx −,,φ  

C 

16 ( ) 11,01221 ==−−+− ydxydyx  

( ) рівнянняінтегралзагальнийcyx −,,φ  

C 

17 ( ) 11,0
2

2

23

1 ==
−

−
−

ydy
x

dx
y

 

( ) рівнянняінтегралзагальнийcyx −,,φ  

C 

18 ( ) 21,02 22 ==− ydyxdxy  
( ) рівнянняінтегралзагальнийcyx −,,φ  

C 

19 ( ) 00,032 33 ==+ −− ydxedye yx  

( ) рівнянняінтегралзагальнийcyx −,,φ  

C 

20 ( ) 10,0
1

cos2 2 ==− ydx
y

xdy  

( ) рівнянняінтегралзагальнийcyx −,,φ  

C 

21 ( )
4

0,0
1

sin2 2 π==− ydy
x

ydx  

( ) рівнянняінтегралзагальнийcyx −,,φ  

C 

22 ( ) 11,03223 ==− −+− ydxedye yx  
( ) рівнянняінтегралзагальнийcyx −,,φ  

C 

23 ( ) 10,0
13

2

32

3 ==
+

+
−

ydx
y

dy
x

 

( ) рівнянняінтегралзагальнийcyx −,,φ  

C 

24 ( ) ( ) 1
2

1
,0112 =







−=+ −−+− ydxedye yx  

( ) рівнянняінтегралзагальнийcyx −,,φ  

C 

25 ( ) ( ) ( )
4

0,011 22 π==+++ ydyxdxy  

( ) рівнянняінтегралзагальнийcyx −,,φ  

C 

26 ( ) ( ) 10,01 22 ==+− ydyxdxy  
( ) рівнянняінтегралзагальнийcyx −,,φ  

C 
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Диференціальні рівняння 
 

Завдання № 21 
 

№ Умова Знайти 
1 ( ) 20,4 =−=′ yyy  

( ) язокрозвзагальнийcxy ', −= ϕ  

С 

2 ( ) 20,4 −==′ yyy  

( ) язокрозвзагальнийcxy ', −= ϕ  

С 

3 ( ) 40,3 ==′ yyy  

( ) язокрозвзагальнийcxy ', −= ϕ  

С 

4 ( ) 40,3 −=−=′ yyy  

( ) язокрозвзагальнийcxy ', −= ϕ  

С 

5 ( ) 20,7 ==′ yyy  

( ) язокрозвзагальнийcxy ', −= ϕ  

С 

6 ( )30,7 yyy −=′  

( ) язокрозвзагальнийcxy ', −= ϕ  

С 

7 ( ) 10,5 −==′ yyy  

( ) язокрозвзагальнийcxy ', −= ϕ  

С 

8 ( ) 30,5 −=−=′ yyy  
( ) язокрозвзагальнийcxy ', −= ϕ  

С 

9 ( ) 10,2 =−=′ yyy  
( ) язокрозвзагальнийcxy ', −= ϕ  

С 

10 ( ) 50,2 ==′ yyy  

( ) язокрозвзагальнийcxy ', −= ϕ  

С 

11 ( ) 50, −==′ yyy  

( ) язокрозвзагальнийcxy ', −= ϕ  

С 

12 ( ) 30, =−=′ yyy  

( ) язокрозвзагальнийcxy ', −= ϕ  

С 

13 ( ) 20,8 −==′ yyy  

( ) язокрозвзагальнийcxy ', −= ϕ  

С 
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Продовження таблиці 
 
14 ( ) 30,8 =−=′ yyy  

( ) язокрозвзагальнийcxy ', −= ϕ  

С 

15 ( ) 40,9 −==′ yyy  

( ) язокрозвзагальнийcxy ', −= ϕ  

С 

16 ( ) 40,9 =−=′ yyy  

( ) язокрозвзагальнийcxy ', −= ϕ  

С 

17 ( ) 20,10 =−=′ yyy  

( ) язокрозвзагальнийcxy ', −= ϕ  

С 

18 ( ) 20,10 −==′ yyy  

( ) язокрозвзагальнийcxy ', −= ϕ  

С 

19 ( ) 30,6 −==′ yyy  

( ) язокрозвзагальнийcxy ', −= ϕ  

С 

20 ( ) 30,6 =−=′ yyy  

( ) язокрозвзагальнийcxy ', −= ϕ  

С 

21 ( ) 10,5,0 −==′ yyy  

( ) язокрозвзагальнийcxy ', −= ϕ  

С 

22 ( ) 20,5,2 =−=′ yyy  

( ) язокрозвзагальнийcxy ', −= ϕ  

С 

23 ( ) 30,5,0 =−=′ yyy  

( ) язокрозвзагальнийcxy ', −= ϕ  

С 

24 ( ) 40,4,0 −==′ yyy  

( ) язокрозвзагальнийcxy ', −= ϕ  

С 

25 ( ) 20,5,3 −==′ yyy  

( ) язокрозвзагальнийcxy ', −= ϕ  

С 

26 ( ) 30,5,2 −==′ yyy  

( ) язокрозвзагальнийcxy ', −= ϕ  

С 
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Диференціальні рівняння 
 

Завдання № 22 
 

№ Умова Знайти 
1 

рівнянняязокрозвxy

xxbyy

'cos

cos2sin

−=
+−=+′

 b  

2 
рівнянняязокрозвxy

xxbyy

'sin

sin3cos

−=
+=+′

 b  

3  
рівнянняязокрозвxy

xxbyy

'cos2

cos6sin2

−=
+−=+′

 b  

4 
рівнянняязокрозвxy

xxbyy

'cos3

cos6sin3

−=
+−=+′

 b  

5 
рівнянняязокрозвxy

xxbyy

'sin2

sin4cos2

−=
+==+′

 b  

6 
рівнянняязокрозвxy

xxbyy

'sin

sin4cos

−=
+=+′

 b  

7 
рівнянняязокрозвxy

xxbyy

'sin

sincos

−=
+=+′

 b  

8 
рівнянняязокрозвxy

xxbyy

'cos

cossin

−=
+−=+′

 b  

9 
рівнянняязокрозвxy

xxbyy

'cos3

cos6sin3

−−=
+=+′

 b  

10 
рівнянняязокрозвxy

xxbyy

'sin2

sincos2

−=
+=+′

 b  

11 
рівнянняязокрозвxy

xxbyy

'cos2

cos6sin2

−−=
−=+′

 b  

12 
рівнянняязокрозвxy

xxbyy

'sin2

sin4cos2

−=
−=+′

 b  

13 
рівнянняязокрозвxy

xxbyy

'sin

sin4cos

−=
−=+′

 
b  
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Продовження таблиці 
 
14 

рівнянняязокрозвxy

xxbyy

'cos2

cos4sin2

−−=
−=+′

 
b  

15 
рівнянняязокрозвxy

xxbyy

'cos4

cossin4

−−=
+=+′

 
b  

16 
рівнянняязокрозвxy

xxbyy

'sin3

sincos3

−=
−=+′

 
b  

17 
рівнянняязокрозвxy

xxbyy

'cos2

cossin2

−−=
−=+′

 
b  

18 
рівнянняязокрозвxy

xxbyy

'cos2

cos3sin2

−−=
−=+′

 
b  

19 
рівнянняязокрозвxy

xxbyy

'sin

sin5cos

−−=
+−=+′

 
b  

20 

рівнянняязокрозвxy

xxbyy

'sin
2

1

sin2cos
2

1

−=

+=+′
 

b  

21 

рівнянняязокрозвxy

xxbyy

'cos
2

1

cos3sin
2

1

−−=

+=+′
 

b  

22 

рівнянняязокрозвxy

xxbyy

'sin
3

1

sincos
3

1

−=

−=+′
 

b  

23 
рівнянняязокрозвxy

xxbyy

'sin5,1

sin3cos5,1

−−=
+−=+′

 
b  

24 
рівнянняязокрозвxy

xxbyy

'cos5,2

cos5sin5,2

−=
+−=+′

 
b  

25 xbyy sin2,1−=+′  b  

26 
рівнянняязокрозвxy

xxbyy

'cos6,0

cos3sin6,0

−−=
+=+′

 
b  

 



 57 

Диференціальні рівняння 
 

Завдання № 23 
 

№ Умова Знайти 
1 =+′ byy 2  

−+= − 12xey розв’зок рівняння 

b  

2 =+′ byy 3 

−+= − 13xey розв’язок рівняння 

b  

3 =+′ byy 4 
−+= − 14xey  розв’язок рівняння 

b  

4 =+′ byy 5 
−+= − 15xey  розв’язок рівняння 

b  

5 =+′ byy 6 
−+= − 16xey  розв’язок рівняння 

b  

6 =+′ byy 7 

−+= − 17xey  розв’язок рівняння 

b  

7 =+′ byy 8 

−+= − 18xey  розв’язок рівняння 

b  

8 =+′ byy 1 

−+= − 1xey  розв’язок рівняння 

b  

9 =+′ byy 9 

−+= − 19xey  розв’язок рівняння 

b  

10 =+′ byy -1 

−+= 1xey  розв’язок рівняння 

b  

11 =+′ byy -2 

−+= 12xey  розв’язок рівняння 

b  

12 =+′ byy -3 

−+= 13xey  розв’язок рівняння 

b  

13 =+′ byy -4 

−+= 14xey  розв’язок рівняння 

b  
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Продовження таблиці 

 
14 =+′ byy -5 

−+= 15xey  розв’язок рівняння 

b  

15 =+′ byy -6 

−+= 16xey  розв’язок рівняння 

b  

16 =+′ byy -7 

−+= 17xey  розв’язок рівняння 

b  

17 =+′ byy -8 

−+= 18xey  розв’язок рівняння 

b  

18 =+′ byy -9 

−+= 19xey  розв’язок рівняння 

b  

19 =+′ byy 0,2 

−+= − 12,0 xey  розв’язок рівняння 

b  

20 =+′ byy -0,5 

−+= 15,0 xey  розв’язок рівняння 

b  

21 =+′ byy 0,1 

−+= − 11,0 xey  розв’язок рівняння 

b  

22 =+′ byy -2,1 

−+= 11,2 xey  розв’язок рівняння 

b  

23 =+′ byy 2,5 

−+= − 15,2 xey  розв’язок рівняння 

b  

24 =+′ byy -2,8 

−+= 18,2 xey  розв’язок рівняння 

b  

25 =+′ byy 3,2 

−+= − 12,3 xey  розв’язок рівняння 

b  

26 =+′ byy -3,5 

−+= 15,3 xey  розв’язок рівняння 

b  



 59 

Диференціальні рівняння 
 

Завдання № 24 
№ Умова Знайти 
1 =+′′ ayy xsin2  

−= xy sin розв’язок рівняння 

a  

2 =+′′ ayy xsin3−  

−= xy sin розв’язок рівняння 

a  

3 xayy 2cos2=+′′  

−= xy 2cos  розв’язок рівняння 

a  

4 =+′′ ayy x2cos−  

−= xy 2cos  розв’язок рівняння 

a  

5 =+′′ ayy xsin10  

−−= xy sin  розв’язок рівняння 

a  

6 =+′′ ayy xsin5−  
−= xy sin  розв’язок рівняння 

a  

7 =+′′ ayy x2cos3  
−= xy 2cos  розв’язок рівняння 

a  

8 =+′′ ayy x2cos3  

−−= xy 2cos розв’язок рівняння 

a  

9 =+′′ ayy x2cos3−  

−= xy 2cos  розв’язок рівняння 

a  

10 =+′′ ayy xsin3  

−−= xy sin  розв’язок рівняння 

a  

11 =+′′ ayy x3sin  

−= xy 3sin  розв’язок рівняння 

a  

12 =+′′ ayy x3sin2−  

−= xy 3sin  розв’язок рівняння 

a  

13 =+′′ ayy x2sin5  

−= xy 2sin  розв’язок рівняння 

a  
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Продовження таблиці 

 
14 =+′′ ayy xy 2cos5=  

−= xy 2cos  розв’язок рівняння 
a  

15 =+′′ ayy x3sin2  
−= xy 3sin  розв’язок рівняння 

a  

16 =+′′ ayy x2cos4  
−= xy 2cos  розв’язок рівняння 

a  

17 =+′′ ayy x2cos6−  
−= xy 2cos  розв’язок рівняння 

a  

18 =+′′ ayy x2sin6  
−= xy 2sin  розв’язок рівняння 

a  

19 =+′′ ayy x3cos5−  
−= xy 3cos  розв’язок рівняння 

a  

20 
=+′′ ayy xsin

2

1
 

−= xy sin  розв’язок рівняння 

a  

21 
=+′′ ayy x2cos

2

1−  

−= xy 2cos  розв’язок рівняння 

a  

22 
=+′′ ayy

2
cos

2

1 x−  

−=
2

cos
x

y  розв’язок рівняння 

a  

23 
=+′′ ayy

3
cos

9

1 x
 

−=
3

cos
x

y  розв’язок рівняння 

a  

24 
=+′′ ayy x2sin

2

1−  

−= xy 2sin  розв’язок рівняння 

a  

25 
=+′′ ayy

2
sin

2

1 x−  

−=
2

sin
x

y  розв’язок рівняння 

a  

26 
=+′′ ayy

3
sin

3

1 x
 

−=
3

sin
x

y  розв’язок рівняння 

a  
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Диференціальні рівняння 
 

Завдання №   25 
 

№ Умова Знайти 

1 ( ) ( ) 11,01,,
1

02
−=′===′′ yyex

x
y  ( )0xy  

2 ( ) ( ) 00,00,,
cos

1
02

=′===′′ yyx
x

y π  ( )0xy  

3 
0

2
,0

2
,

2

3
,

sin

1
02

=






′=






==′′ πππ
yyx

x
y  

( )0xy  

4 ( ) ( ) 11,11,
2

1
,

2
03

=′−==−=′′ yyx
x

y  ( )0xy  

5 
0

2
,1

2
,,2cos4 0 =







′=






==′′ πππ yyxxy  
( )0xy  

6 ( ) ( ) 2,0,
4

,2sin4 0 −=′===′′ πππ
yyxxy  ( )0xy  

7 ( ) ( ) 00,10,,cos 0 =′−===′′ yyxxy π  ( )0xy  

8 ( ) ( ) 10,00,
2

,sin 0 −=′===′′ yyxxy
π  ( )0xy  

9 ( ) ( ) 20,10,2ln,4 0
2 =′===′′ yyxey x  ( )0xy  

10 ( ) ( )
2

1
0,10,4ln,

4

1
0

2

1

=′===′′ yyxey
x

 
( )0xy  

11 ( ) ( ) 20,10,2ln,4 0
2 −=′===′′ − yyxey x  ( )0xy  

12 ( ) ( ) 20,10,2ln,4 0
2 −=′==−=′′ yyxey x  ( )0xy  

13 ( ) ( )
2

1
0,10,4ln,

4

1
0

2

1

−=′===′′
−

yyxey
x

 
( )0xy  
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Продовження таблиці 

 
14 ( ) ( ) 31,11,2,6 0 =′===′′ yyxxy  ( )0xy  

15 
( )

( ) ( ) 10,10,1,
1

2
03

=′−==
+

−=′′ yyx
x

y  ( )0xy  

16 ( ) ( ) ( ) 02,02,0,26 0 =−′==+=′′ yyxxy  ( )0xy  

17 
( )

( ) ( ) 10,10,2,
1

2
03

−=′−==
−

=′′ yyx
x

y  ( )0xy  

18 ( ) ( ) 00,10,2,
2

1
cos

4

1
0 =′−===′′ yyxxy π  ( )0xy  

19 ( ) ( ) 0,1,3,
2

1
sin

4

1
0 =′−===′′ πππ yyxxy  ( )0xy  

20 
( )

( ) ( ) 10,20,2,
2

8
03

−=′==
+

=′′ yyx
x

y  ( )0xy  

21 ( ) ( ) 16,11,,
6

02
−=′===′′ yyex

x
y  

( )0xy  

22 

( )
( ) ( ) 11,03,0,

2

2
03

=′==
−

=′′ yyx
x

y  
( )0xy  

23 
0

2

1
,1

2

1
,

2

1
,

2

1
2 0 =







′=






−=






 −=′′ yyxxy  
( )0xy  

24 ( ) ( ) 00,1,0,
2

cos
4

1
0 =′===′′ yyx

x
y π  

( )0xy  

25 

( )
( ) 23,03,1,

2

6
04

=−′=−−=
+

−=′′ yyx
x

y  
( )0xy  

26 ( ) ( ) 0,10,,
2

sin
2

1
0 =′===′′ ππ yyx

x
y  

( )0xy  
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Ряди 
Завдання № 26 

№ Умова Знайти 

1 

Обчислити за допомогою ∫ +=
2

1

0

31 dxxA  

рядів з точністю до 0,01 

А 

2 

Обчислити за допомогою ∫
+

=
2

1

0
41 x

dx
A  

рядів з точністю до 0,01 

А 

3 
Обчислити за допомогою 

e
A

1=  

рядів з точністю до 0,01 

А 

4 Обчислити за допомогою 5 40=A  рядів з точністю до 0,01 А 

5 Обчислити за допомогою 04,1ln=A  рядів з точністю до 0,01 А 

6 
Обчислити за допомогою dx

x

x
A ∫=

25,0

1,0

sin
 

рядів з точністю до 0,01 

А 

7 
Обчислити за допомогою 

e
A

1=  

рядів з точністю до 0,01 

А 

8 Обчислити за допомогою 02cos  
рядів з точністю до 0,01 

А 

9 Обчислити за допомогою 3,1=A  

рядів з точністю до 0,01 

А 

10 

Обчислити за допомогою dxeA x
∫= −4

1

0

2

 

рядів з точністю до 0,01 

А 

11 

Обчислити за допомогою dx
x

x

A ∫











=
2

1

4

1
2

2

2
cos

 

рядів з точністю до 0,01 

А 

12 
Обчислити за допомогою dxA ∫=

3

2

1
36,8  

рядів з точністю до 0,01 

А 

13 

Обчислити за допомогою dxxA ∫ +=
2

1

0

21  

рядів з точністю до 0,01 

А 
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Продовження таблиці 
 
14 

Обчислити за допомогою dx
x

x
A ∫=

1

0

sin
 

рядів з точністю до 0,01 

А 

15 

Обчислити за допомогою dxxA ∫=
4

1

0

2sin  

рядів з точністю до 0,01 

А 

16 Обчислити за допомогою 5 250=A  
рядів з точністю до 0,01 

А 

17 
Обчислити за допомогою 

3

1

e
A =  

рядів з точністю до 0,01 

А 

18 

Обчислити за допомогою dx
x

arctgx
A ∫=

2

1

0
 

рядів з точністю до 0,01 

А 

19 
Обчислити за допомогою dxxxA ∫ ⋅=

1

0

3 cos  

рядів з точністю до 0,01 

А 

20 
Обчислити за допомогою 

( )
dx

x

x
A ∫

+=
100

10

1ln
 

рядів з точністю до 0,01 

А 

21 Обчислити за допомогою 3 9=A  
рядів з точністю до 0,01 

А 

22 Обчислити за допомогою 010cos=A  
рядів з точністю до 0,01 

А 

23 Обчислити за допомогою 4 20=A  
рядів з точністю до 0,01 

А 

24 Обчислити за допомогою 2,1ln=A  
рядів з точністю до 0,01 

А 

25 
Обчислити за допомогою dxxA ∫=

1

0
cos  

рядів з точністю до 0,01 

А 

26 
Обчислити за допомогою 







=
2

1
arctgA  

рядів з точністю до 0,01 

А 
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Відповіді: 
 Диференціальне числення функцій двох змінних 

Завдання № 1 

 1. Вся площина, окрім точки (0,0); 2. Вся площина, окрім точок прямої 

xy
5

2= ; 3. Вся площина, окрім точок кола 422 =+ yx ; 4. Частина площини, що 

міститься поза колом 422 =+ yx , не включаючи його точок; 5. Смуга, що 
лежить між паралельними прямими 12 −= xy   і 12 += xy , включаючи точки 

цих прямих; 6. Вся площина, окрім точок прямої ( )1
3

1 += xy ; 7. Частина 

площини, що міститься над прямою xy −= , включаючи її точки; 8. Частина 
площини, що міститься під прямою xy 2= , не включаючи її точок; 9. Частина 

площини, що міститься поза колом 122 =+ yx , включаючи його точки; 10. 

Частина площини, що міститься всередині параболи xy 22 = , включаючи і її 

точки; 11. Вся площина, окрім точок кола 622 =+ yx ; 12. Частина площини, 

що міститься всередині кола 322 =+ yx , включаючи і його точки; 13. частина 

площини, що міститься всередині кола 922 =+ yx , не включаючи його точок; 

14. Вся площина, окрім точок кола 622 =+ yx ; 15. Частина площини, що 

міститься поза колом 522 =+ yx , включаючи і його точки; 16. Смуга, що 
лежить між паралельними прямими 1−−= xy  і 1+−= xy , включаючи точки 
цих прямих; 17. Вся площина, окрім точки )0;0(O ; 18. Частина площини, що 

міститься поза колом 122 =+ yx ; 19. Область xy ≤ , окрім точки )0;0(O ;  

 
 
 

20. Частина площини, що міститься всередині еліпса 1
22

22

=+ yx
, включаючи і 

його точки; 21. Частина площини, що міститься поза еліпсом 1
42

22

=+ yx
, 

включаючи  його точки; 22. Вся площина, окрім точки )0;0(O ; 23. Частина 
площини, що міститься у першому та третьому кутах; 24.  Частина площини, 
що міститься всередині кола 122 =+ yx , не включаючи його точок; 25.  
Частина площини, що міститься над прямою 0=+ yx  ( 0>+ yx ); 26. Вся 
площина, окрім точок прямої xy = . 
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Завдання № 2 

 1. xyysin− , xyxsin− ; 2. xyy cos , xyxcos ; 3. xyye , xyxe ; 4. 22xy , 

yx22 ; 5. 32xy , 223 yx ; 6. 223 yx , yx32 ; 7. ( )yx 3510 + , ( )yx 356 + ; 8. 

( )226 yxx + , ( )2226 yxy + ; 9. 
22

2 yxxe + , 
22

2 yxye + ; 10. ( )22sin2 yxx +− , 

( )22sin2 yxy +− ; 11. ( )22cos2 yxx + , ( )22cos2 yxy + ;  12. 
22

2

yx

x

+
, 

22
2

yx

y

+
; 

13. 
y

1
, 

2y

x− ; 14. 
2x

y− , 
x

1
; 15. ( )yxx sincossin2 +− , ( )yxx sincoscos2 + ; 16. 

( )23 yxx eee + , ( )23 yxy eee + ; 17. 
33

2

2

3

yx

x

+
, 

33

2

2

3

yx

y

+
; 18. 

2
2

y

x
, 

3

2

2
y

x− ; 19. 

x

y

x

y
sin

2
⋅ , 

x

y

x
sin

1 ⋅− ; 20. 
y

x

y

2
cos

2 ⋅ , 
y

x

y

x 2
cos

2
2

⋅− ; 21. 
221 yx

y

+
, 

221 yx

x

+
; 22. 

2222 xyey −⋅− , ( )xye xy 4
22 −− ; 23. 

y

x

y

2
cos

1
, 

y

x

y

x 2
cos

2
− ; 24. ( )222

2

yx

x

+
− , 

( )222

2

yx

y

+
− ; 25.

22

2

yxyx

yx

++
+

, 
22

2

yxyx

yx

++
+

; 26. 
3323 yxex +⋅ , 

3323 yxey +⋅ . 

 
Завдання № 3  

1. 







+−⋅ dy

x
dx

x

y
e x

y

2

1

4 2
2 ; 2. ( )[ ]dyxdxxyexy 21 ++⋅ ; 3. dy

yy

x
dx

xy 22

1 − ;             

4. ( )xdyydx
yx

+
+ 221

1
; 5. ( )[ ]dyyydxe yx −+− 122 ; 6. 







 +− dydx
x

y

x

y

2

3

2
;             

7. 
( )

( )dyxdxy
xy

22
2

2 −
−

; 8. ( )dyxdx
yx

+
+ 2

2
2

; 9. dy
x

y
dx

x

y
e x

y



















 ++− 1
2

2
;              

10. ( )( )dydxyx −− 222sin ;11. xdyyxdxxy yy ln2
22 12 ⋅+− ;                                        

12. ( )xdyxdxe y sin2cos2 + ; 13. ( ) 






 −− dydxxy
2

1
2sin ; 14. 

( )dyedxe
ee

yx
yx

+
+

1
; 15. ( )xdyydx

e

e
xy

xy
+

+ 21
; 16. 







 +− dy
y

dx
xyx

111
; 17. 

ydyxdx 2sin2sin +− ; 18. 







⋅+⋅− dy

y
dx

x 22

11
; 19. ( )xdyydx

xy
−

+ 22

1
; 20. 
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+ dy

y

x
dx

x

y
e xy

2
1

; 21. ( )xdyxdxyy 2cos2sin2 +− ; 22. 














 − dy
y

x
dxe y

x

1 ; 23. 

( ) ( )xdyydx
xyxy

+
+12

1
; 24. ( ) 










+

+ y

dy

x

dx

yx2

1
; 25. 








+−+

dy
y

dx
xxy

xy 1122

; 26. 








 +−
−

dydx
x

y

yx 22

1
. 

 
Завдання № 4 

 1.6х, -3, 0; 2. 0, 3, 6у; 3. 212x− , 4, 0; 4. 0, 4, 212x− ; 5. 6х, 3, 0; 6. 0, -3, 

6у; 7. 0, -5, 320y ; 8. 320x , 5, 0; 9. xcos2− , 0,  ysin− ; 10. xsin− , 0, ycos2− ;             

11. xe24 , 0, ye 39 − ;  12. xe 39 − , 0, ye24 ; 13. yex cos , yex sin− , yex cos− ;            

14. xe y sin− , xe y cos , xe y sin ; 15. 30х, 0, 42у; 16. x12− , 0, 18у; 17. ( )yx +6 , 

6х, 0; 18. xyx 2,2,6− ; 19. ( )16 −x , 2у, 2х; 20. 2,3,6 2xxy ; 21. ( ) 0,2,62 xyx + ; 22. 

yeyeye xxx 2cos4,2sin2,2cos −− ; 23. ( )26,0,6 +yx ; 24. ;2cos6;2sin9 33 yeye xx −− −  

ye x 2sin4 3−− ; 25. yxyxxy 62,6,6 322 + ; 26. 
3

sin
3
1

,0,
2

cos
2
1 yx −− . 

Завдання № 5 

1. ( )( )22222 642 dyxyxydxdydxy −+−− ; 2. ( )( )2222 28232 dyxxydxdydxyx +++ ;                                

3. ( )2232 dydxdydx −− ; 4. ( )( )22226 xydydxdyyxxydx −−+ ;                                         

5. ( ) ( )( )2232224 1852185292 dyyxxdxdyyxydxxy −+−+− ;                                           

6. ( )( ) ( ) ( ) 22 3cos3cos623cos9 dyyxdxdyyxdxyx +−+−−+− ;                                        

7. ( ) ( ) 222 6sin6cos22sin2 dyxyxdxdyyyxydx +−−+ ; 8. 

( )222 362 dydxdydxx +− ; 9. 

( ) ( ) ( ) 2255225 2422 dyxedxdyxyedxye yxyxyx +++++ −+−+−+ ;                               

10. ( )( )2222 226 xydydxdyxyxdx +−+− ; 11. 

( )( )2322 24234 xdydxdyyxydxx −−+ ;  

 
 
 

12. ( )22 232 dydxdydx −+ ; 13. ( ) ( )( ) 224332242 3432364 dyyxdxdyyxxdxyxxy −−+− ;                
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14. ( ) ( ) ( ) 232223 6926 dyyxedxdyyxedxxye yxyxyx +++−++ −−− ;                                

15. ( ) ( )( )222322 183422 dyxxydxdyxyydxy ++++ ;                                                        

16. ( )( )234423 2210 xdyydxdyyxydxx −−+ ; 17. ( )[ ]22 3232 ydyxdxdydxyx +++ ; 

18. 







+− 2

4

2

3
2

2

341
2 dy

y

x
dxdy

y

x
dx

y
;  

19. 2222222 2
4
1

2
1

82
4
1

dyxedxdyexydxye
yxyxyx














++














−+














+

−−−

; 

20. ( )[ ]2222sin dybabdxdydxabyax ++++− ; 

21. ( )[ ]22223 612322 ydyxdxdyxydxxy ++− ; 22. 

( ) ( ) ( )[ ]22 64cos964cos1264cos42 dyyxdxdyyxdxyx −+−−−⋅− ; 

23. ( ) ( ) ( )[ ]22 22cos222cos422cos2 dyyxdxdyyxdxyx +++++⋅ ; 

24. 














 +++






 +++






 ++⋅ 22 4
2
1

24
2
1

24
2
1

2
1

3 dyyxdxdyyxdxyx ; 

25. 
( )

( )
( ) 









+
−+

+
+

+
−⋅ 2

3

2

2
2

12

12

12

4
12

1
2 dy

y

x
dxdy

y

x
dx

y
; 

26. 
( )

( ) ( ) 








+
−

+
+

+
−⋅ 2

2
2

3

2

21
1

21

4

21

24
2 dy

x
dxdy

x

y
dx

x

y
. 

 

Завдання № 6 

1. не має; 2.  не має; 3.  не має; 4.  не має; 5.  не має; 6.  не має;  7.  не 

має; 8.  не має; 9.  не має; 10.  не має; 11.  не має;  12.  не має; 13.  не 

має; 14.  не має; 15.  не має; 16.  не має; 17. (0;0)- т. min; 18. не має; 

19. (0;3)- т. min; 20. (1;0)- т. min; 21. (1;0)- т. min; 22. не має; 23. (2;-

2)- т. mах; 24. (4;-2)- т. mах; 25. не має; 26. (0;3)- т. mах.  
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Невизначений інтеграл 
Завдання № 7 

1. 1;  2. 0;  3. 1;  4. 1;  5. 0;  6. 2;  7. ;  8. 2;  9. -1;  10. 2;  11. 1;  12. -1; 13. 1;  14. 

3;  15. 3;  16. 2;  17. 1;  18. 1;  19. 3;  20. -5; 21. 
2

1
; 22. 

3

1
; 23. 0; 24. 0; 25. 0; 26. 

1. 
Завдання № 8 

1. 1;  2. 1;  3. 1;  4. -1;  5. 1;  6. 1;  7. 1;  8. 0;  9. -1;  10. 1;  11. 1;  12. 1;  13. -1;  

14. 0;  15. 0;  16. 
2

1− ;  17. 
5

1− ;  18. 
7

1
; 19. 0; 20. 

2

1
; 21. -2; 22. 0; 23. 0; 24. 1; 

25. 0;        26. 0. 
                                                    Завдання № 9 
1. 2π ;  2. 1;  3. 1;  4. 2π− ;  5. -1;  6. 2π ;  7. 1;  8. 2π− ;  9. 1;  10. -1;  11. 1;  12. -1;  

13. π ;  14. 0;  15. π ;  16. 0; 17. 
4

3
; 18 

3

1
; 19. 0; 20. 0; 21. 1; 22. 

3

4
; 23. 

6

π
 ; 24. -

1;  25. 
2

1− ; 26. 4.  

Завдання № 10 
1. 0;  2. 0;  3. 0;  4. 0;  5. 0;  6. 0;  7. 0;  8. 0;  9. 0;  10. 0;  11. 0;  12. 0;  13. 0;  14. 

0.; 15. 0; 16. 0; 17. 0; 18. -1; 19. -2; 20. 1; 21. 
3

2
; 22. 6; 23. 0; 24. 2ln

2

1− ; 25. 

3ln4

π
; 26. 1. 

Завдання № 11 

1. 1;  2. 1;  3. 1;  4. 1;  5. 1;  6. 1;  7. 1;  8. 1;  9. 1;  10. 
4

1
;  11. 1;  12. 1;  13. 1;  

14. 
2

1
; 15. 1;  16. 1;  17. 1.; 18. ∞ ; 19. ∞ ; 20. 

2

1
; 21. 

4

π
; 22. 

8

π
; 23. 

2

1
; 

24. 
4

1
; 25. 

2

1
;  26. 

4

π
.    

 
 

Визначений інтеграл 
Завдання № 12 

1. -5;  2. 2;  3. 0;  4. -2;  5. -3;  6. 0;  7. 4;  8. 0;  9. -1;  10. 7;  11. 4;  12. -8;  13. 
-3;  14. 0; 15. -7; 16. 0; 17. -15; 18. 0; 19. -3; 20. 3; 21. -9; 22. 0; 23. 0; 24. 
0; 25. 4; 26. 0. 
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Завдання № 13 
1. 1;  2. 1;  3. 1;  4. 1;  5. 1;  6. 1;  7. 1;  8. 1;  9. 1;  10. 1;  11. 1;  12. 1;  13. 1;  14. 

1; 15. 1;  16. 1;  17. 1.; 18. 1; 19. 
4

7
; 20. 

2

3
; 21. 

5

2
; 22. 

4

5
ln ; 23. 40; 24. 

8

21
; 25. 

6

π
;  26. 1. 

Завдання № 14 
1. 1;  2. 1;  3. 1;  4. 1;  5. 1;  6. 1;  7. 1;  8. 1;  9. 1;  10. 1;  11. 1;  12. 1;  13. 1.; 
14.0,5; 15. 0,5; 16. 0,75; 17. 0,75; 18. 0,5; 19. 0,75; 20. 0,25; 21. 0,5; 22. 0,5; 23. 
0,5;              24. 0,5; 25. 0,5; 26. 1.  

 
 
 

Завдання № 15 
1. 4;  2. 4;  3. 4;  4. 4;  5. 4;  6. 4;  7. 4;  8. 8;  9. 2;  10. 3;  11. 4;  12. 1;  13. 4.; 14. 

3

4
; 15. 

3

24
; 16. 

18

1
; 17. 

3

32
; 18. 

5

3
; 19. 

3

1
; 20. 6; 21. 14,9; 22. 27; 23. 

3

16
; 24. 

2ln8 ;  25. 9,8; 26. 
3

32
. 

Завдання № 16 

1. 
25

16
;  2. 

81

4
;  3. 

15

2
;  4. 

27

5
;  5. 

35

2
;  6. 

9

16
;  7. 

9

7
;  8. 

8

27
;  9. 

9

8
;  10. 

4

3− ;  11. 

5

2− ;  12. 
3

1
;  13. 

27

16
;  14. 

81

8
; 15. 

3

1
;  16. 

5

4
;  17. 

8

3
;  18. 

5

2
;  19. 

7

4
; 20. 

52

9
;       

21. 
33

5
; 22. 

7ln6

1
2

− ; 23. 
3 424

13

⋅
− ; 24. 

!1

1− ; 25. 
2

2

59

2

⋅
; 26. 

4

103

− . 

 
 

Ряди 
Завдання № 17 

1. 1;  2. 
2

1 ;  3. 
3

1 ;  4. 
3

1 ;  5. 
4

3 ;  6.  
12

5 ;  7. 
24

7 ;  8. 
40

9 ;  9. 
18

11;  10. 
36

13 ;  11. 
180

47 ;  

12. 
180

37 ;  13. 1;  14. 
4

3 ;  15. 
18

11;  16. 
4

3 ;  17. 
18

1 ;  18. 
2

1 ;  19. 1;  20. 
5

1 . 

Завдання № 18 

1. 0;  2. 
2

1 ;  3. 
3

1 ;  4. 0;  5. 
4

1 ;  6. 
3

2 ;  7. 
2

1 ;  8. 
3

1 ;  9. 0;  10. 
4

1 ;  11. 0;  12. 
5

2 ;  13. 

5

1 ;  14. 0;  15. 0;  16. 
2

1 ;  17. 
9

1 ;  18. 
2

1 ; 19. 
3

1
; 20. 0; 21. 3; 22. 

3

1
; 23. 

7

1
; 24. 

2

1
; 

25. 0; 26. 
5

1
. 
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                                                    Завдання № 19 

1. 2;  2. 2;  3. 1;  4. 1;  5. 2;  6. 
2

1 ;  7. 
10

1 ;  8. 10;  9. 1;  10. 1;  11. 2;  12. 1;  13. 1;  

14. 3;  15. 
4

1 ;  16. 3;  17. 
3

1 ;  18. 2; 19. 2; 20. 0,2; 21. 3; 22. ∞ ; 23. 2; 24. 3; 25. 
2

1
;            

26. 
3

4
. 

 
Диференціальні рівняння 

Завдання № 20 
1. 5;  2. -2;  3. -2;  4. 1;  5. 4;  6. 2;  7. 1;  8. -1;  9. 0;  10. 0;  11. 2;  12. 2;  13. 2;  

14. 1;  15. 1.; 16. 2; 17. 
3

2
; 18. 0; 19. 

3

1
; 20. 1; 21. 1; 22. 0; 23. 

4

3
; 24. 

2

3
; 25. 1; 

26. 0. 
 

Завдання № 21 
1. 2;  2. -2;  3. 4;  4. -4;  5. 2;  6. 3;  7. -1;  8. -3;  9. 1;  10. 5;  11. -5;  12. 3;  13. -2;  
14. 3; 15. – 4;  16. 4;  17. 2;  18. -2;  19. -3; 20. 3; 21. -1; 22. 2; 23. 3; 24. -4; 25. -
2; 26. -3. 
  

Завдання № 22 

1. 2;  2. 3;  3. 3;  4. 2;  5. 2;  6. 4;  7. 1;  8. 1;  9. -2;  10. 
2

1 ;  11. 3;  12. -2;  13. -4;  

14. 2;  15. 
4

1− ;  16. 
3

1− ;  17. 
2

1 ;  18. 
2

3 ;  19. -5; 20. 4; 21. 
2

3− ; 22. -3; 23. -2; 24. 

2;      25. 5; 26. -5. 
 

Завдання № 23 
1. 2;  2. 33;  3. 4;  4. 5;  5. 6;  6. 7;  7. 8;  8. 1;  9. 9;  10. -1;  11. -2;  12. -3;  13. -4;  
14. -5;  15. -6;  16. -7;  17. -8;  18. -9; 19. 0,2; 20. -0,5; 21. 0,1; 22. -2.1; 23. 2,5; 
24. -2,8; 25. 3,2; 26. -3,5. 

 
Завдання № 24 

1. 3;  2. -2;  3. 6;  4. 3;  5. -9;  6. -4;  7. 7;  8. 1;  9. 1;  10. 2;  11. 10;  12. 7;  13. 
9;  14. 9;  15. 11;  16. 8;  17. -2;  18. 10;  19. 4; 20. -0,5; 21. 3,5; 22. -0,25; 

23. 
9

2
; 24. 3,5; 25. -0,25; 26. 

9

4
. 
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Завдання № 25 

1. -1;  2. 0;  3. 0;  4. -2;  5. 1;  6. -1;  7. 1;  8. -1;  9. 4;  10. 2;  11. 
2

1 ;  12. 
4

1 ;  13. 

2

1 ;  14. 8;  15. 
2

1− ;  16. 8;  17. 1;  18. 1;  19. 1;  20. 1.; 21. -5; 22. -1,5; 23. 
3

4
; 24. 

4

3
;       25. 0; 26.-2. 

 
Завдання № 26 

1. 0,508; 2. 0,494; 3. 0,605; 4. 2,10; 5. 0,04; 6. 0,141; 7. 0,367; 8. 0,999; 9. 
1,140;        10. 245; 11. 1,995; 12. 2,030; 13. 0,508; 14. 0,946; 15. 0,005; 16. 
3,017; 17. 0,716; 18. 0,487; 19. 0,608; 20. 8,041; 21. 2,080; 22. 0,984; 23. 
2,058; 24. 0,182; 25. 0,764; 26. 0,464. 
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ДОДАТОК 

 ДИФЕРЕНЦІАЛЬНЕ ЧИСЛЕННЯ ФУНКЦІЙ ДВОХ ЗМІННИХ 

Змінна z  називається однозначною функцією змінних x і y, якщо 

кожній парі значень x і y з деякої області їх змінювання відповідає одне 

значення z. Ця залежність записується у вигляді ),( yxfz = . Геометрично це 

рівняння визначає деяку поверхню у просторі, а область існування функції є 

деяка частина площини XOY, обмежена лініями, які можуть належати або не 

належати цій області. Тобто, якщо функція задана аналітичним виразом 

(формулою), то областю існування (областю визначення) слід вважати 

область існування її аналітичного виразу – множину всіх тих точок ),,( yx  в 

яких даний аналітичний вираз визначений і набуває тільки дійсних і 

скінченних значень. 

Величина ),(),( 0000 yxfyyxxfz −∆+∆+=∆ називається повним приростом 

функції ),( yxfz =  в точці ),( 00 yx , а величини ),(),( 0000 yxfyxxfzx −∆+=∆  та 

),(),( 0000 yxfyyxfzy −∆+=∆  називаються частинними приростами функції 

),( yxf  в точці ),( 00 yx . 

Частинною похідною функції ),( yxfz =  за змінною x в точці ),( 00 yx  

називається  

x

yxfyxxf

x

z

x

x

x ∆
−∆+

=
∆

∆
→∆→∆

),(),(
limlim 0000

00
 і позначається xx f

x

f
z

x

x ′
∂
∂′

∂
∂

,,, . 

При цьому змінна y  вважається сталою величиною. 

Аналогічно визначається частинна похідна функції ),( yxfz =  за змінною y: 

y

yxfyyxf

y

z

y

y

y ∆
−∆+=

∆
∆

→∆→∆

),(),(
limlim 0000

00
; позначається yy f

y

f
z

y

z ′
∂
∂′

∂
∂

,,, . 

Відповідно змінна x  при цьому x  вважається сталою величиною. 

x∆  і y∆  прямують до нуля довільним чином. 

 Частинні похідні другого порядку визначаються так: 
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∂
∂

∂
∂=

∂
∂










∂
∂

∂
∂=

∂∂
∂










∂
∂

∂
∂=

∂
∂

y

z

yy

z

y

z

xyx

z

x

z

xx

z
2

22

2

2

,, . При певних умовах 
xy

z

yx

z

∂∂
∂=

∂∂
∂ 22

. 

Можна записувати yyxyxx zzz ′′′′′′ ,, . 

 Повним диференціалом функції двох змінних в довільній точці ),( yx  

називається вираз  dy
y

z
dx

x

z
dz

∂
∂+

∂
∂= , (*) 

 де ydyxdx ∆=∆= ,  - диференціали незалежних змінних. Повний диференціал 

використовується у наближених обчисленнях значень функцій , тому що 

dzz ≈∆ , тобто  

),(),(),( 000000 yxdzyxfyyxxf +≈∆+∆+ . 

 Диференціал другого порядку zd 2  записується за формулою 

2
2

22
2

2

2
2 2 dy

y

z
xdy

yx

z
dx

x

z
zd

∂
∂+∂

∂∂
∂+

∂
∂= . 

Екстремум функції двох змінних. Точка ),( 000 yxM  називається точкою 

локального максимуму (мінімуму) функції ),( yxf , якщо в будь-якому досить 

малому околі цієї точки ),(),( 00 yxfyxf >  ( ),(),( 00 yxfyxf < ). 

Необхідна умова існування екстремуму. В точках екстремуму всі 

частинні похідні дорівнюють нулю 







=

∂
∂=

∂
∂

0;0
y

z

x

z   або ∞ , або не існують. 

Достатні умови існування екстремуму.  

Нехай 0
)()( 00 =

∂
∂=

∂
∂

y

Mz

x

Mz  і в точці 0M  існують частинні похідні другого 

порядку 2
0

2
0

2

2
0

2 )(
,

)(
,

)(
y

Mz
C

yx

Mz
B

x

Mz
A

∂
∂=

∂∂
∂=

∂
∂=  і 

CB

BA
=∆ . Тоді, якщо  

1) 0>∆  і 0<A  - точка 0M  є точкою max; 

2) 0>∆  і 0>A  - точка 0M  є точкою min; 

3) 0<∆  - екстремуму немає; 

4) 0=∆  - необхідні додаткові дослідження. 
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При знаходженні найбільшого і найменшого значень функції в 

обмеженій замкненій області слід мати на увазі, що ці значення досягаються 

або в точках екстремуму, або на межі області. 

Невизначений інтеграл 
Функція  F(x) називається первісною для функції  f(x)   на (а; b), 

якщо для будь-якого х, яке належить інтервалу   (a; b)  має місце формула   
( ) ( )xfxF =′ . 

Сукупність усих первісних функцій  F(x) + с  для функції  f(x)  на 
деякому інтервалі називається невизначеним інтегралом від функцій  f(x)  
і позначається    

∫ += ,c)x(Fdx)x(f  
де c - будь-яка стала. 
 Відомо, що будь-яка неперервна на деякому інтервалі функція має 
на цьому інтервалі первісну. 

Основні властивості невизначеного інтеграла: 

  1. [ ] dx)x(fdx)x(fd =∫ ;  

 2. ∫ += c)x(F)x(dF ;  

 3.  [ ]∫ ∫ ∫+=+ dx)x(fdx)x(fdx)x(f)x(f 2121 ; 

 4. ∫ ∫= dx)x(fcdx)x(cf  ,      де с = const; 
 Таблиця інтегралів : 

1.  c
n

u
duu

n
n +∫ +

=
=

1

1

 (n ≠  −1);          2. ∫ += culn
u

du
; 

3.  ∫ =udusin −cosu + с ;               4.∫ uducos  = sinu + с; 
 

5.  ∫ += ctgu
ucos

du
2 ;                   6.∫ +−= cctgu

usin

du
2 ;  

 

7.  ∫ +−= cucoslntgudu ;             8. ∫ += cusinlnctgudu ; 

 

9.  ∫ += cedue uu
;                             10.∫ += c

a

a
dua

u
u

ln
 









≠
>

1

0

a

a
; 

11.∫ +=
+

c
a

u
arctg

aua

du 1
22 ;        12. c

au

au
ln

aau

du +∫ +
−=

− 2

1
22 ; 

13.∫ +=
−

c
a

u
arcsin

ua

du
22

;    
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14. .cauuln
au

du +∫ ±+=
±

22

22
 

 
 
 
 

  Методи  інтегрування 

Заміна змінної 
    Якщо  х = ϕ (t)  - монотонна функція, яка має неперервну похідну  

)(tϕ ′ , тоді  

[ ] dt)t(tfdxxf ϕϕ ′∫ ∫= )()( . 
 Інтегрування частинами 
   Нехай u(x) i v(x) мають неперервні похідні  )(xu ′   та  )(xv ′ , тоді 

.vduuvudv∫ ∫−=  
 Розглянемо кілька типів підінтегральних виразів і способи 
визначення функцій u та v в методі інтегрування частинами: 
 а)   Pn(x)costx dx ;   Pn(x)sintx dx ;   Pn(x)atx dx ; 
        де  а,t  - сталі. У цьому випадку позначають 

u = Pn(x),                   ;dx

a

txsin

txcos

dv
tx 
















=  

 б)   Pn(x)lnx dx ;   Pn(x)arctgx dx ;   Pn(x)arcsinx dx ; у цьому випадку 

















=
xarcsin

arctgx

xln

u          dxxPdv n )(= ; 

 в)   txdxcose ax ;   .txdxsine ax  
 У випадку в інтегрування частинами проводиться двічі до появи в 
правій частині інтеграла, що збігається із даним з точністю до довільної 
сталої. 

 
 Інтегрування раціональних дробів 

     При інтегруванні найпростіших раціональних дробів маємо: 

1.  ;caxlnAdx
ax

А
∫ +−⋅=

−     

2. ;c
naxn

A

ax(
n

A
∫ +−−−

=
− 1))(1()
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3. .c
pq

px
arctg

pq

ApB
qpxxln

A
dx

qpxx

BAx
+

−

+

−

−
+++=∫ ++

+














2
4

2

4

2

2 2

2
2  

 
 

Інтегрування тригонометричних функцій 
 Невизначені інтеграли від тригонометричних функцій можна 
привести до інтегралів від раціональних функцій за допомогою 
універсальної тригонометричної підстановки 

  t
x

tg =
2

,     
21

2

t

dt
dx

+
= ,    21

2

t

t
xsin

+
= ,     2

2

1

1

t

t
xcos

+
−=  

22

2

2 1

2

1

1

1

2
)(

t

dt

t

t
,

t

t
Rdxxcos,xsinR

+
∫ ∫ 









+
−

+
= . 

 Існують окремі види підстановoк, які ефективні для деяких 
підінтегральних функцій. 
 Якщо інтеграл має вигляд ∫ xdxcosxsinR )(  , то після використання 

заміни  sinx = t, cosx dx = dt  інтеграл матиме вигляд  ∫ dttR )( . 

Для знаходження інтегралу ∫ xdxsinxcosR )( слід зробити заміну  cosx = 
t,   

-sinx dx = dt. 

Якщо інтеграл має вигляд  ∫ dxtgxR )( ,  то заміна   

tgx = t,  21 t

dt
dx

+
=  приводить до інтегралу  ∫

+ 21

)(

t

dttR
. 

Цю заміну доцільно використовувати і тоді, коли підінтегральна 
функція має вигляд  R (cos2 x, sin2 x). 

Для інтегралів ∫ ⋅ nxdxmx cossin , ∫ ⋅ nxdxmx coscos , 

∫ ⋅ nxdxmx sinsin  cлід використати формули із Додатку, а саме: 

[ ]xnmsinxnmsinnxcosmxsin )()(
2

1 −++=⋅ ; 

[ ]xnmcosxnmcosnxcosmxcos )()(
2

1 −++=⋅ ; 

[ ]xnmcosxnmcosnxsinmxsin )()(
2

1 −++−=⋅ . 

 
 Інтегрування найпростіших ірраціональних 

  виразів 
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Розглянемо інтеграл dxx,...,x,xR s

r

n

m

∫ 












,    де  R - раціональна 

функція своїх аргументів. 
В цьому випадку робимо заміну  х = tk, dx = ktk-1 dt,  де  к - спільний 

знаменник дробів. 

  При інтегруванні виразів ( )22 ax,xR ±     використовують   такі  
заміни змінної: 
 

( )∫ − dxxa,xR 22 ,     




−==
==

tdtsinadx,tcosax

tdtcosadx,tsinax
 

( )∫ + dxxa,xR 22
,     









−=⋅=

=⋅=

dt
tsin

a
dx,ctgtax

dt
tcos

a
dx,tgtax

2

2

 

         ( )∫ − dxax,xR 22 ,     








−==

==

tdtcos
tsin

a
dx,

tsin

a
x

tdtsin
tcos

a
dx,

tcos

a
x

2

2

 

 
 

 Визначений інтеграл 
Нехай функція y = f(x)  визначена на відрізку [ ]ba, . Розділимо відрізок 

[ ]ba,  довільно на n елементарних частин точками 
 
 bxx...xxxa nn =<<<<<= −1210  
 
Позначимо через kx∆  довжину елементарного відрізку  [ ]kk x,x 1− ,  

тобто  
                        1−−=∆ kkk xxx ,         k = 1,2,...,n. 

На кожному елементарному відрізку виберемо довільну точку 
 

[ ]kkk x,x 1−∈ξ  та визначимо λ як 

 
kx∆= maxλ , k= 1,2,…, п. 

Складемо суму   

∑ ∆=
=

n

k
kk xf

1
)(ξσ λ . 
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Число  σλ  називається інтегральною сумою. 
 

Скінчена границя інтегральної суми при  λ → 0  називається 
визначеним інтегралом від функції  y = f (x)  на відрізку  [a, b]  і позначається 

символом  ∫
b

a

dxxf )( : 

∫=∑ ∆
=→∆

b

a

n

k
kk

xmax
dxxfxflim

k

)()(
10

ξ . 

 
Якщо функція  f(x)  неперервна на проміжку  [ a,b ],  то вона інтегрована 

на цьому проміжку й існує інтеграл 

∫
b

a

dxxf )( . 

Числа  a  та  b  називають відповідно нижньою та верхньою межею 
інтеграла. 

Властивості визначеного інтеграла 
 

1. Якщо міняти місцями верхню і нижню границі інтеграла, знак інтеграла 
змінюється на протилежний : 

 

∫ ∫−=
b

a

a

b

dxxfdxxf )()( . 

 
2. Сталий множник можна виносити за знак інтеграла: 
 

∫ ∫= dxxfcdxxcf )()( . 

 
3. Адитивність відносно інтервалу в інтегруванні: 
 

             ∫ ∫ ∫+=
b

a

c

a

b

c

dxxfdxxfdxxf )()()( ,       якщо  a < c < b. 

 
4. Властивість лінійності: 
 

                      ∫ ∫∫ +=+
b

a

b

a

b

a

dxxgdxxfdxxgxf )()()]()([ . 

 
Формула  Ньютона−Лейбніца 
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Якщо  F (x) − первісна функції  y = f (x), неперервної в проміжку  [a,b],  
то 

 

.aFbFxFdx)x(f
b

a a

b
)()()( −=∫ =  

Обчислення визначених інтегралів як границь інтегральних сум вимагає 
значних зусиль. Застосування формули Ньютона-Лейбніца істотно спрощує 
задачу обчислення інтегралів. 

Визначений інтеграл не залежить від позначення змінної інтегрування. 
 

 
 Методи інтегрування 

Якщо  ϕ (t)  i  )(tϕ ′  − неперервні на відрізку  [α,β]  i   

ϕ (α) = a,  ϕ (β) = b,  а складена функція  f [ ϕ (t) ]  також неперервна на 
цьому відрізку, тоді 

[ ] dtttfdxxf
b

a

)()( )(
β

α

ϕϕ ′=∫ ∫ . 

При застосуванні формули заміни змінної у визначеному інтегралі 
треба: 
1) визначити співвідношення між старою і новою змінними та їхніми 
диференціалами; 
2) знайти межі границі інтегрування для нової змінної. 

 
Формула  інтегрування  частинами 

           ,vduvuudv
b

a

b

a a

b

∫−∫ ⋅=  

де u(x), v(x) − диференційовані функції на проміжку [a,b]. При розбитті 
підінтегрального виразу на співмножники  u  i  dv  слід керуватися тими 
самими правилами, що й при обчисленні невизначених інтегралів. 

 
 Застосування  визначеного  інтеграла 

Обчислення площі.   
Площа  S  криволінійної трапеції, обмеженої прямими  у = 0, х = а,  х = 

b  та кривою  y = f (x),  де  f (x) > 0  й неперервна на проміжку  [a,b], 
виражається формулою 

∫=
b

a

dx)x(fS . 

При обчисленні площі слід переконатися, що на інтервалі інтегрування 
функція не змінює знак, бо площі фігур, що розміщені вище осі  ОХ, беруться 
зі знаком  “ + ”, а ті, що розміщені під віссю  ОХ − зі знаком “ − “. Якщо 
область обмежена замкнутою кривою, верхня частина якої  y =  f1 (x),  a 
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нижня  y = f2 (x), де  f2 (x) > f1 (x)  всюди на  [a,b], то площу можна обчислити 
за формулою 

[ ] .dxxfxfS
b

a
∫ −= )()( 12  

  Якщо рівняння лінії, що обмежує фігуру, дано в параметричній формі     
x = ϕ (t),     y = ϕ (t),      t1 ≤  t ≤  t2,, тоді для обчислення площі застосовується 
формула 

.dtttS
t

t
∫ ′=
2

1

)()( ϕϕ  

Якщо рівняння неперервної лінії дано в полярних координатах  r = r  
(ϕ); 

 ϕ1 ≤ ϕ ≤ ϕ2, то площа криволінійного сектора визначається за 
формулою 

.drS ∫=
2

1

)(2
2
1

ϕ

ϕ
ϕϕ  

 
 Об’єм  тіла  обертання 

Об’єм тіла, яке утворюється обертанням навколо осі OX криволінійної 
трапеції, обмеженої зверху кривою y = f (x), знизу віссю OX, а з боків 
прямими  х = а, х = b, визначається за формулою 

( )∫=
b

a

dxxfV 2π  

або 

.dxyV
b

a
∫= 2π  

 
Якщо треба знайти об’єм тіла, утвореного  обертанням ліній ( )xfy 11 =  

і ( )xfy 22 = , то маємо формулу  

                          ( )dxyyV
b

a
∫ −= 2

2
2
1π ,                 ( )21 yy > . 

 
Довжина дуги кривої 

Довжина дуги кривої  y = f (x), яка обмежена прямими  х = а  та  х = b,    
обчислюється за формулою 

∫ ′+=
b

a
x dxy 2)(1l . 

У випадку , коли рівняння кривої задане в параметричній формі :  
 x = ϕ (t), y = ϕ (t) ( α ≤ t ≤ β ), маємо формулу 

∫ ′+′=
β

α

dtyx tt
22 )()(l  
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Якщо рівняння кривої задане у полярних координатах  ρ = ρ (ϕ),                 
( ϕ1 ≤ ϕ ≤ ϕ2 ),  тоді 

.dρρ∫ ′= +
2

1

2
)(

2
ϕ

ϕ
ϕl                   

  
Невласні інтеграли 

 Невласні інтеграли виникають тоді, коли проміжок інтегрування є 
нескінченним або підінтегральна функція необмежена в деяких точках, що 
належать інтервалу інтегрування. 
 

Невласні інтеграли з нескінченою границею 
 Нехай, функція f(x) визначена у проміжку [a ; +∞), тобто для x ≥ a, і 
інтегрована у будь-якій скінченній частині [a;b]. Границя даного інтеграла 
(скінченна або нескінченна) при b→ +∞  називається невласним інтегралом 
функції  f(x) і позначається 

.dxxflimdxxf
b

aa b
∫∫ =

+∞

+∞→
)()(  

 Якщо границя скінченна, то невласний інтеграл є збіжним, а функцію 
f(x) називають інтегрованою у нескінченому проміжку [a;+∞). Якщо ж ця 
границя нескінчена або не існує, то невласний інтеграл є розбіжним. 
 Геометрично невласний інтеграл при f(x) > 0  визначає площу фігури, 
обмеженої графіком функції y = f(x), прямою x = a та віссю Ox. 

Аналогічно визначають невласний інтеграл функції f(x) на інтервалі від 
− ∞  до b. 

∫∫ =
∞− −∞→

b

a

b

a
dxxflimdxxf )()(  

 та інтеграл функції від − ∞  до +∞ 

∫∫ =
∞

∞− ∞→
−∞→

b

a
b
a

dxxflimdxxf )()(   

 Обчислюють невласний інтеграл у два етапи: спочатку відшукують 
інтeграл на скінченому проміжку, потім виконують відповідний граничний 
перехід. 

Якщо для f(x) існує первісна F(x) на всьому проміжку [a ; +∞), то 

,aFF
a

)x(Fdxxf
a

)()()( −∞=∫
∞

=
∞

 де 

)()( bFlimF
b ∞→

=∞  

і передбачається існування даної границі. 
 У випадках, коли первісна невідома, керуються ознаками порівняння, 
які  дозволяють з’ясувати збіжність невласного інтеграла, виходячи з аналізу 
збіжності іншого інтеграла. 
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1. Якщо хоча б при ∞<≤ xa має місце нерівність 0 ≤ f(x) ≤ g(x), то із 

збіжності інтеграла ∫
∞

a

dxxg )(  випливає збіжність інтеграла  ∫
∞

a

dxxf )( , або із 

розбіжності  ∫
∞

a

dxxf )(   витікає розбіжність  ∫
∞

a

dxxg )(  . 

2. Якщо існує границя 

( ) ( ) ,0)0,,0(     
)(

)(
lim >>∞<<=

∞→
xqxfkk

xg

xf
x

  то інтеграли ∫
∞

a

dxxf )(   та  ∫
∞

a

dxxg )(  

oдночасно або збіжні або розбіжні. 
Невласні інтеграли від необмежених функцій 

 Розглянемо неoбмежену функцію f(x), задану у скінченому проміжку 
[a; b]. Нехай f(x) обмежена й інтeгрована у будь-якому проміжку [a; b − ε] та 
необмежена у кожному проміжку [b − ε; b] зліва від точки b. Точку b 
називають особливою точкою. 

 Границя інтеграла ∫
−εb

a

dxxf )(  при ε → 0  (скінчена або нескінчена) 

називається невласним інтегралом функції f(x) від a до b і позначається  

∫ ∫
−

→
=

b

a

b

a

dxxfdxxf
ε

ε
)(lim)(

0
. 

 Якщо ця границя скінченна, то кажуть, що інтеграл є збіжним, а 
функцію f(x) називають інтегрованою на проміжку [a; b]. Якщо ж границя 
нескінчена або не існує, то інтеграл є розбіжним. 
 Аналогічно визначають невласний інтеграл, коли особливою точкою є 
нижня границя інтеграла (точка a), то 

∫=∫
+→

b

a

b

a

.dxxflimdxxf
εε

)()(
0

 

 Якщо функція необмежена в точці c ∈ [a; b], то тоді 

∫ ∫+=∫
−

+→

ε

εε

c

a

b

c

b

a

.dxxfdxxflimdxxf ))()(()(
0

 

 
 Диференціальні рівняння 

Рівняння, яке містить незалежну змінну x, невідому функцію y=f(x) та її 

похідні ,y,...,y,y n )(′′′ називається диференціальним. Символічно диферен-
ціальні рівняння n-го порядку можна записати так: 

0)( )( =′′′= ny,...,y,y,y,xF . 
Якщо шукана функція залежить від одного аргументу , то 

диференціальне рівняння називається звичайним. 
Порядком диференціального рівняння називається найвищий порядок 

похідної від шуканої функції цього рівняння. 
Розв’язком диференціального рівняння F(x,y,...)=0 називається така 

функція (загальний розв’язок рівняння) y=ϕ(x,c1, c2,..., cп ), яка  при 
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підставленні в рівняння перетворює його на тотожність, де c1, c2,..., cп − 
невизначені сталі, кількість яких визначається порядком диференціального 
рівняння. 

Якщо функція знайдена в неявній формі ϕ(x,y, c1, c2,..., cп)=0 , то цей 
вираз називають загальним інтегралом рівняння . Процес відшукання таких 
функцій називається інтегруванням диференціальних рівнянь. 

 
Диференціальні рівняння першого порядку 

Загальний вигляд диференціального рівняння першого порядку : 
.y,y,xF 0)( =′  

Якщо рівняння розв’язати відносно y′ , дістанемо 
.y,xfy )(=′  

Загальний розв’язок цього рівняння є функція 
                             y=ϕ(x,c) . 
Якщо до  рівняння додається ще і початкова умова  

y(x0 )=y0  , 
 тоді с=с0   і маємо  y=ϕ(x,c0) −частковий розв’язок. 

Диференціальні рівняння з відокремлюваними змінними. 
Рівняння  вигляду 

f1(x)ϕ2(y)dx+f2(x)ϕ1(y)dy=0 
називають диференціальним рівнянням з відокремлюваними змінними, 
якщо ϕ2(y)f2(x)≠0.    
 За умови ϕ2(y) f2 (x) ≠ 0 складові цього рівняння  перемножимо на   
1/ (ϕ2 (y) f2 (x)),  одержимо 

0
)(

)(

)(

)(

2

1

2

1 =+ dy
y

y
dx

xf

xf

ϕ
ϕ

. 

Такі перетворення називаються відокремлюванням змінних, а останнє 
рівняння називається рівнянням з відокремленими змінними.  
 Загальний інтеграл останнього рівняння має вигляд  

∫ ∫ =+ cdy
y

y
dx

xf

xf

)(

)(

)(

)(

2

1

2

1

ϕ
ϕ

. 

 Однорідні рівняння 
Диференціальне рівняння 
                                     ( )yxfy ,=′  або  p (x, y) dx + q (x, y) dy = 0 
називається однорідним,якщо p(x, y)  та  q(x, y) є однорідні функції одного й 
того ж виміру. Функцію  f (x, y) називають однорідною функцією виміру m, 
коли виконується рівність 
                                       f (tx, ty) = tm⋅f (x, y) 
для довільного 0≠t . 
 Вважаючи, що ( )yxf ,  − однорідна функція нульового виміру та  

використовуючи заміну 
x

t
1= , ( ),,, xzzzxzyzxy =′+=′=  
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одержимо  
                                               ( )zfzxz ,1=′+ . 

         Тоді                               ( ) x

dx

zzf

dz =
−,1

, 

а це уже рівняння з відокремленими змінними відносно z. Розв’язавши його, 
знаходимо zxy = .  

 
 
 

Лінійні рівняння першого порядку 
Диференціальне рівняння першого порядку називається лінійним, якщо 

воно першого ступеня відносно шуканої функції та її похідної. Загальний 
вигляд лінійного рівняння 
                                         )()( xqyxpy =+′ .                               

 Зробимо підстановку y = u(x)⋅ v(x) ,де u та v − деякі диференційовані 

функції. Тоді  vuvuy ′+′=′ . 
Підставляючи праві частини для y  і y′  в рівняння, маємо 

                                       )()( xquvxpvuuv =⋅+′+′  

або                              )()( xq
dx

dv
uuxp

dx

du
v =+







 + .                

 Цілком зрозуміло, що одну із функцій u або v можна вибрати довільно. 
Отже, підберемо u(x) так, щоб вона була розв’язком рівняння  

0=⋅+′ u)x(pu  

Звідки e dxxPu ∫−= )( . 

Вибравши так  u(x),одержимо рівняння відносно функції ν  
 

 )(xq
dx

dv
e dx)x(P =⋅∫−          або             dx)x(qedv dx)x(P ⋅= ∫ . 

Отже     ∫ += ∫ cdxxqxv e dxxP )()()( . 

Тому загальний розв’язок лінійного рівняння буде 
                               ( )∫ +=⋅= ∫∫− cdxxqvuy ee dxxPdxxP )()( )( . 
Викладений спосіб вперше застосував Йоган Бернуллі в 1697р. 
 

Лінійні диференціальні рівняння другого порядку 
 

 Загальний вигляд лінійного диференціального рівняння другого 
порядку 

)()()()( 210 xfyxayxayxa =+′+′′ . 
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Якщо f(x)= 0 рівняння називають однорідним, якщо ж  f(x)≠ 0 − 
неоднорідним. Будемо вважати, що y1(x), у2(х) лінійно незалежні розв’язки 
однорідного рівняння, тоді його загальний розв’язок буде y(x)=c1y1(x)+c2y2(x). 

Нагадаємо, що функції y1(x), y2(x) називаються лінійно незалежними, 
якщо їх лінійна комбінація α1y1(x)+α2y2(x)  (де α1, α2− сталі) дорівнює нулю 
лише тоді, коли α1 = α2 = 0. Якщо ж вказана лінійна комбінація  дорівнює 
нулю при α1 ≠ 0, або α2 ≠  0, то функції 1y  і 2y  називають лінійно залежними. 

Загальний розв’язок лінійного неоднорідного рівняння є сума будь-
якого його частинного розв’язку і загального розв’язку відповідного 
однорідного рівняння. 
 Рівняння вигляду 

)(210 xfyayaya =+′+′′ ,                       

де a0, a1, a2 − сталі, називають лінійним рівнянням другого порядку зі 
сталими коефіцієнтами. 
 

Лінійні однорідні рівняння зі сталими коефіцієнтами 
  
 Розглянемо однорідне рівняння зі сталими коефіцієнтами 

0210 =+′+′′ yayaya .                       
 Будемо шукати частинний розв’язок цього рівняння у вигляді y = ekx. 
Підставляючи в ліву частину рівняння, матимемо характеристичне рівняння 

   a0 k
2 + a1 k + a2 = 0. 

 Розв’язавши його, знайдемо два частинних розв’язки вихідного 
рівняння. Розглянемо три випадки. 

1) Корені характеристичного рівняння дійсні, різні. Тоді маємо два 
лінійно незалежних частинних розв’язка 

   ey xk1
1 = ,        ey xk 2

2 = . 

 Отже вираз  ee xkxk CCy 21
21 +=  буде загальним розв’язком вихідного 

однорідного рівняння зі сталими коефіцієнтами. Тут 1C , 2C  − довільні сталі. 
2) Корені характеристичного рівняння дійсні, кратні. Якщо є двократний 

корінь характеристичного рівняння, то йому відповідають два різних 
частинних розв’язки рівняння, а саме 
                     y1 = ekx ,             y2 = xekx . 
Тобто загальний розв’язок буде 
                       y = ekx ( C1 + C2 x). 

3)  Корені характеристичного рівняння комплексні. 
Якщо  k1 = α + βi   ( )1−=i , то повинен бути обов’язково спряжений з ним       
корінь k2 = α − βi. 
Тоді розв’язки  xcose)x(y x βα=1 ,  xsine)x(y x βα=2  − лінійно незалежні. 
 Отже, загальний розв’язок 

( )xsinCxcosCey x ββα
21 += . 
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Лінійне неоднорідне рівняння зі сталими коефіцієнтами 

 Як було вже зазначено, таке рівняння має вигляд   
)(210 xfyayaya =+′+′′ ,           

де       аі   (і = 0, 1, 2) − стала. 
 Загальний розв’язок неоднорідного рівняння є сума загального 
розв’язку відповідно однорідного рівняння і частинного розв’язку 
неоднорідного рівняння  *yyy += , де  

 )()( 2211 xycxycy += ,   а у* − частинний розв’язок неоднорідного рівняння. 
 Для того, щоб знайти частинний розв’язок неоднорідного рівняння 
вдаються до методу неозначених коефіцієнтів, який дозволяє, при певній 
структурі правої частини рівняння ( )( )xf , знайти його частинний розв’язок. 

 Якщо    ( ) ( )xxqxxpxf mn
x

e ββα sin)(cos)( +=  

а  рn (x)  i  qm (x)  − многочлени степеня  n  та  m  відповідно, то частинний 
розв’язок знайдемо у вигляді 

                         ( )xxqxxpxxy ee
xr

e ββα sin)(cos)()(* += , 

де α+βi є  r − кратним коренем характеристичного рівняння відповідного 
однорідного диференціального рівняння. 
 Якщо α+βi не є коренем характеристичного рівня , то слід покласти r = 
0. Тут рe(x) , qe(x) - многочлени степеня e = max (m; n)з невизначеними 
коефіцієнтами, а іменно 
pe (x) = A0x

e + A1x
e-1 +...+ Ae;     qe (x) = B0x

e + B1x
e-1 +...+ Be. 

 Якщо f(x) − сума кількох перелічених вище виразів , то y* слід шукати 
у вигляді суми всіх відповідних виразів з неозначеними коефіцієнтами. 
 
 

 Ряди  
 Розглянемо нескінченну послідовність чисел  u1, u2, ..., un, ... . 
 Вираз u1 + u2 + ... + un + ...  називають числовим рядом, числа u1, u2, ... − 
членами ряду, un − загальним членом ряду. Для означення рядів 
використовують запис 

∑
∞

=1n
nu . 

Ряд вважається заданим, якщо його загальний член є функцією номеру п.  
 Сума n перших членів ряду називається n-ю частковою сумою ряду і 
позначається Sn = u1 + u2 + ... + un. 
 

Необхідна ознака збіжності ряду. 
Ряд називається збіжним, якщо послідовність його часткових сум при 

необмеженому зростанні n прямує до скінченної границі, тобто 
SSlim n

n
=

∞→
. 
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 Число S називають сумою ряду. Якщо при n → ∞  послідовність 
часткових сум не прямує до скінченної границі, тоді ряд називають 
розбіжним. 
 Залишок ряду   rn = un+1 + un+2 + ..., називається  n - им залишком ряду. 
Якщо ряд збіжний, залишок ряду  rn  прямує до нуля зі зростанням  n.  
 При дослідженні рядів треба знати: ряд збіжний чи розбіжний. 
Необхідна ознака збіжності ряду формулюється так: якщо ряд збіжний, то 
загальний член ряду прямує до нуля при нескінченному зростанні  n, тобто 

0=
∞→

n
n

ulim  

 Невиконання цієї ознаки є достатньою умовою для розбіжності ряду: 
якщо  0≠

∞→
n

n
ulim , то ряд розбіжний. 

 Наведена ознака є необхідною, але недостатньою умовою для 
ствердження, що досліджуваний ряд збіжний. Наприклад, гармонічний ряд з 

загальним членом  
n

u n
1=  є розбіжним, незважаючи на те, що виконується 

необхідна ознака 
0=

∞→
n

n
ulim . 

 
Достатні ознаки збіжності знакопостійних рядів 

 При дослідженні збіжності або розбіжності рядів, по-перше, 
перевіряють необхідну ознаку, а потім достатню. Наведемо найвживаніші з 
достатніх ознак. 

Ознаки порівняння 
Задані два ряди з членами: 

 u1 + u2 + ... + un + ...                                                 (1) 
 v1 +  v2 + ... + vn + ...                                                 (2) 

а) якщо члени ряду (1) не перевершують відповідних членів  ряду (2)   (un  ≤  
vn)  і ряд (1) розбіжний, то й ряд (2)  розбіжний; якщо ряд (2) збіжний, то й 
ряд (1) збіжний; 

б) якщо для рядів з загальними членами un  та vn відношення   
n

n

v

u
 має 

скінченну границю при необмеженому зростанні п, то ряди збіжні або 
розбіжні одночасно 









=

∞→
const

v

u
lim

n

n

n
. 

 Щоб дослідити ряд за допомогою однієї з ознак порівняння, необхідно 
вибрати інший відомий ряд, з яким можна було б його порівняти. Найчастіше 

це розбіжний гармонічний ряд із загальним членом 
n

vn
1= ;  збіжна 
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нескінченно спадна геометрична прогресія ...... 1
1

2
111 +++++ −nqaqaqaa  

для довільного  

|q| < 1 та збіжні ряди з загальним членом 1,
1 >= ααn

vn . 

Ознака Даламбера 
 Якщо для ряду ......21 ++++ nuuu  існує границя відношення 
наступного члена до попереднього при необмеженому зростанні  n 

                                               ρ1lim =+

∞→ n

n

n u

u
, 

тоді при  ρ < 1  ряд збіжний, при  ρ > 1 − розбіжний. При  ρ = 1 ознака 
відповіді не дає. 
 

Радикальна ознака Коші 

 Якщо для ряду ......21 ++++ nuuu  величина  n
nu  має кінцеву 

границю при n → ∞ ρun
n

n
lim =

∞→
, тоді при ρ < 1 ряд збіжний, при ρ > 1 − 

розбіжний. При ρ = 1 ознака відповіді не дає. 
Інтегральна ознака Коші 

 Якщо f(x) при x ≥ 1 неперервна, додатня й монотонно спадаюча 

функція, тоді ряд ∑
∞

→1n
nu , де un = f(n), збіжний або розбіжний в залежності від 

того, збіжний чи розбіжний невласний інтеграл 

∫
∞

1
)( dxxf . 

 
 
 

Знакопереміжні ряди  
Числовий ряд  

u1 − u2 + u3 − u4 + ... + (−1)n+1uп +... ,  

де un > 0, n=1,2,… називається знакопереміжним рядом. 

 Достатньою ознакою збіжності знакопереміжного ряду є теорема 
Лейбніца: якщо в знакопереміжному ряді члени ряду складають спадну 
послідовність            (u1 > u2 > u3 >...> un >...) і загальний член ряду при 
необмеженому зростанні п прямує до нуля 0=

∞→ n
n

ulim , тоді ряд збіжний, 

його сума додатня і не перевищує першого члена. 
 Достатню ознаку знакопереміжного ряду становить твердження: якщо 

ряд, складений із абсолютних величин  членів знакопереміжного ряду 
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збіжний, тоді і початковий ряд збіжний і називається абсолютно збіжним. 

Якщо знакопереміжний ряд збіжний, а ряд із абсолютних величин його 

членів розбіжний, тоді він називається умовно збіжним. 

 
Степеневі ряди 

 Ряд, члени якого становлять функції змінної х, називається 
функціональним рядом 
 u1(x) + u2(x) + ... +un(x) + ... 
 Сукупність значень змінної х, для яких функції u1(x), u2(x),...,un(x) 

визначені і ряд ∑
∞

=1
)(

n
n xu  збіжний, називають областю збіжності 

функціонального ряду. В області збіжності ряду його сума становить 
функцію змінної х : S(x). 
 Для збіжного функціонального ряду його n-й залишок  задовольняє 
формулі 

0)(lim =
∞→

xrn
n

. 

 Функціональний ряд у вигляді   
С0 + С1х + С2х

2 + ... + Сn-1x
n-1 + Cnx

n + ...                            (3) 
називають степеневим рядом, сталі С0, С1, С2, ...,Сn,... коефіцієнтами ряду. 
 Ряд  C0 + C1(x − a) + C2(x − a)2 + ... + Cn(x − a)n + ... 
також є степеневим, він може бути зведений до ряду (10.3) заміною  х − а = 
х1. 
 Основу дослідження степеневих рядів складає теорема Абеля: якщо 
степеневий ряд (3) збіжний для деякого х = х0, тоді він збіжний абсолютно 
для всіх значень х, для яких 

0 x x < ; 

якщо ж ряд (10.3) розбіжний для х = х0,то він розбіжий для всіх значень х, 
для яких .0 x x >  

 Якщо степеневий ряд абсолютно збіжний для усіх значень х із 
інтервалу [−R,R], то такий інтервал є інтервалом збіжності. Іншими словами, 
ряд збіжний для усіхх< R.  
 Питання збіжності для  х = −R, x = R вирішується конкретно для 
кожного ряду. 
 Радіус збіжності степеневого ряду визначається за формулою 

.lim
1+∞→

=
n

n

n C

C
R  

 Основні властивості степеневих рядів 
 1. Якщо степеневий ряд збіжний, то його сума  неперервна функція від 
х. 
 2. Степеневий ряд можна почленно диференціювати, при цьому сума 
знайденого ряду дорівнює похідній від суми початкового ряду. 
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 3. Степеневий ряд в області збіжності можна почленно інтегрувати, при 
цьому сума знайденого ряду дорівнює інтегралу від суми початкового ряду. 

Розвинення функцій у степеневі ряди 
Основними для розвинення функції в степеневі ряди є формули 
Тейлора 
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На основі цих формул можна знайти розвинення   в степеневий ряд функцій: 
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x, sinx, cosx, ln(1+x), arctgx, arcsinx, mx)1( + : 
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    Використавши ці наведені формули можна обчислити значення цих функцій з 
яким завгодно ступенем точності. 
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