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ВНУТРИПОЧВЕННОЕ ВНЕСЕНИЕ ...

ВВЕДЕНИЕ

В настоящее время сельскохозяйственные земли в нашей стране нахо-
дятся в крайне запущенном состоянии. Выход из сложившейся ситуации
лежит в использовании методов и средств интегрированной системы защи-
ты растений, одним из важных звеньев которой, в частности, является при-
менение далеко небезвредных для окружающей среды гербицидов. Их при-
менение должно выполняться высокоэффективными и экологически щадя-
щими методами. Применительно к почвенным препаратам таким методом
прежде всего является ленточное внутрипочвенное их внесение. В случае
выхода земледелия в нашей стране на европейский уровень, востребован-
ность химических методов борьбы с сорняками останется, хотя и сместится
по шкале приоритетов в сторону страховых приемов, которые будут при-
меняться для быстрого исправления технологических ошибок или незапла-
нированных технологических ситуаций. Кроме того, технические средства
для применения гербицидов с успехом могут использоваться на внесении
химических удобрений, в частности в микродозах, и для иных целей.

Таким образом, разработка экологически щадящих технологий и тех-
нических средств для внесения жидких удобрений и химзащиты растений
является актуальной научно-производственной проблемой на пути разви-
тия растениеводства в Украине. Ее решению посвящена настоящая работа.
Далее приведем краткое описание полученных результатов.

Разработаны научные основы взаимодействия рабочих органов с почвой,
когда последняя рассматривается как весомая сплошная среда и описывает-
ся системой квазилинейных уравнений в частных производных гиперболи-
ческого типа. Для нее разработан новый метод поиска характеристического
решения, который позволил получить соотношения, выполняющиеся вдоль
декартовых координат и связывающие между собой параметры напряжен-
ного состояния и независимые координаты. Используя эти соотношения по-
лучены новые положения теории развития трещин в грунте.

Разработана математическая модель процесса распыления рабочей жид-
кости гидравлическими распылителями. В ее основе лежит представление
о факеле распыла как о векторном поле. На основе применения такой мо-
дели сформулированы требования к распылителям, в частности обоснова-
на необходимость получения их нормированной двумерной характеристики.
Для ее получения разработан стенд и математический метод представления
двумерного распределения жидкости распылителем в виде бикубического
сплайна. Разработаны математические методы позволяющие расчетным пу-
тем получать параметры распределения рабочей жидкости по обрабатыва-
емой поверхности в случае произвольной ориентации распылителя.

Разработаны функциональные связи, позволяющие согласовывать кон-
структивные и режимные параметры рабочего органа, предназначенного
для внутрипочвенного внесения жидких средств химзащиты растений.

Разработанные теоретические методы позволили получить ряд специа-
лизированных конструкций рабочих органов для ленточного внутрипочвен-



4 Введение

ного внесения жидких средств химизации, в том числе предназначенных
для работы на комковатых почвах, и реализующих метод размазывания
препарата по дну борозды. Разработана технология послепосевного ленточ-
ного внутрипочвенного внесения гербицидов, которая может быть реали-
зована самостоятельными агрегатами использующими метод их вождения
по технологическим щелям в почве. Для осуществления такой технологии
разработан ряд технических средств, предназначенных для нарезки техно-
логических щелей и для вождения агрегатов по ним. Для случая, когда
послепосевное ленточное внутрипочвенное внесение гербицидов осуществ-
ляется комбинированными машинами, орудиями или агрегатами показано,
что рабочие органы для внутрипочвенного внесения гербицидов должны
располагаться на собственных подвесках и не иметь жестких связей с иду-
щими впереди сошниками.

Полевые исследования неравномерности распределения химикатов под
слоем почвы в случае применения разработанных технических средств и
технологий проводились с использованием изотопных методов, в основном
(где это было необходимо) без выемки проб из почвы. При этом приме-
нялась сцинтилляционная исследовательская техника, в том числе и автор-
ской разработки. В качестве радионуклида использовался фосфор-32 (бета-
излучатель) и технеций-99m (гамма-излучатель). Обосновано, что в случае
применения фосфора-32 удается регистрировать только тормозное гамма-
излучение, что приводит к потере точности исследований. В этом смысле
применение технеция-99m предпочтительнее, только необходимо учитывать
время на полураспад (6,02 ч.).

Поскольку применение разработанной технологии послепосевного внут-
рипочвенного внесения гербицидов влечет за собой вероятностное перерас-
пределение ранее высеянных семян полезных растений, были проведены
соответствующие исследования. Для этого была разработана специальная
методика получения несмещенных оценок параметров распределения семян
растений в пределах ленты рассева рядка. При этом использовалась разра-
ботанная модель посева. В ее основе лежит метод Монте-Карло. Параметры
модели проверялись путем применения полевых исследований.

Для экспресс-оценки эффективности и безвредности для человека гер-
бицидного действия предложено использовать метод внутриклеточного ми-
кроэлектрофореза. Исследования показали его высокую перспективность.

Вопросы экологичности и эргономичности нашли свое отражение в раз-
работанных конструктивно-технологических решениях, в частности, в спе-
циальной конструкция распылителя и методе его безрезьбового крепления.

Хозяйственные испытания показали эффективность предлагаемых ин-
женерно-технологических решений. Их применение позволяет отказаться от
выполнения некоторых самостоятельных технологических операций (пред-
посевная культивация, заделка гербицидов, послепосевное прикатывание
кольчатошпоровыми катками) и снизить расход препаратов до 74%, а зна-
чит в той же мере снизить вредное воздействие на окружающую среду.
Окупаемость дополнительных капиталовложений не превышает 2,6 года.
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ПЕРЕЧЕНЬ УСЛОВНЫХ СОКРАЩЕНИЙ

ВВ — внутрипочвенное внесение;
ВВГ — внутрипочвенное внесение гербицидов;
КП — классификационный признак;
ЛВГ — ленточное внесение гербицидов;
МИВ — метка идеального высева;
МНПК— международная научно-практическая конференция;
МНТК— международная научно-техническая конференция;
ММП — математическая модель посева;
МЭФ — микроэлектрофорез;
НИМ — навесная исследовательская машина;
ПР — пятно распыла;
п.г. — подглава;
ПСЧ — псевдослучайное число;
РЖ — рабочая жидкость;
РНТК — республиканская научно-техническая конференция;
РО — рабочий орган;
СО — светоотражающая оболочка;
ТС — техническое средство;
ТСПГ — технические средства для применения гербицидов;
УМО — ультрамалообъемный;
ФР — факел распыла;
ФЭУ — фотоэлектронный умножитель;
ЩН — щелеватель-направитель;
ЭО% — количество электроотрицательных ядер в процентах.
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ГЛАВА 1
АНАЛИЗ СОСТОЯНИЯ ПРОБЛЕМЫ

1.1. Агротехническое обоснование прогрессивных технологий
использования гербицидов на посевах пропашных культур

Комплексное использование взаимосвязанных организационных, агро-
технических, химических и других мероприятий, способствующих лучшему
росту и развитию культурных растений, а также угнетению и уничтожению
сорняков, позволяет достигнуть прироста урожая на 10 – 12% [1].

Кукуруза — важнейшая из пропашных культур мирового земледелия [2].
Недобор урожая на ее посевах при сильной засоренности может составить
24 ц/га [3]. Биологической особенностью кукурузы, обуславливающей воз-
можность массового произростания сорняков в ее посевах, является высо-
кая чувствительность к сорнякам [4] и медленный рост в начальный пери-
од вегетации [5]. Механические приемы борьбы с сорной растительностью
и химические обработки, применяющиеся в отдельности, не дают желае-
мых результатов, поэтому в большинстве случаев их используют в ком-
плексе [6, 8–15]. Возможно и летне-осеннее применение гербицидов после
уборки предшественника, а также по вегетирующим растениям [4,16].

Большое разнообразие гербицидов и их смесей (около 100 наименова-
ний) [4], а также их препаративных форм (эмульгирующиеся концентраты,
которые при разведении с водой образуют эмульсии; смачивающиеся по-
рошки, образующие с водой суспензии; растворы в воде и органических рас-
творителях; гранулированные препараты; капсулы; пасты, растворяющие-
ся в воде, и применяющиеся в сухом виде порошки; пенящиеся жидкости и
др. [4,16,17]), существенно затрудняет не только использование гербицидов,

Рис. 1.1. Классификация гербицидов

но и разработку новых экологи-
чески обоснованных приемов и
технических средств (ТС) для
их применения. Чтобы выде-
лить из этого многообразия гер-
бициды, сходные по физико-хи-
мическим и другим свойствам,
их классифицируют по группам
(рис. 1.1) [3, 16].

На посевах пропашных куль-
тур получили широкое рас-
пространение органические кон-
тактные и системные гербициды
избирательного действия [4, 19,
20]. В качестве основных герби-
цидов чаще используют препа-
раты корневого действия, чаще
именуемые почвенными, а гер-
бициды листового действия — в
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качестве страховых [21, 22]. Основное преимущество почвенных гербици-
дов заключается в продолжительности их токсического действия, которое
нередко распространяется на весь вегетационный период, а также — в мень-
шей зависимости их эффективности от погодных условий [20]. Применение
страховых гербицидов по вегетирующим растениям приводит к уничтоже-
нию ранее взошедших сорняков, но не позволяет предотвратить появления
новых, а, значит, вероятна необходимость повторения таких обработок [6].
В целом рентабельность основных и страховых гербицидов на посевах зер-
новых может превышать 500% [16]. Но почвенные препараты дороже и по-
этому, в ряде случаев, предпочтительнее послевсходовые обработки [6, 7].
Находясь в поверхностном слое, почвенные гербициды проявляют токсиче-
ское действие прежде всего на прорастающие сорняки. Раннее подавление
конкурентов способствует повышению урожайности культуры [16]. Следует
подчеркнуть, что преимущества почвенных гербицидов удается использо-
вать невсегда. От способа внесения почвенных препаратов зависит не толь-
ко их эффективность, а даже избирательность [16]. Способы применения
препаратов требуют коренного улучшения [23]. Продолжительное время ин-
новации в области агрохимии в основном касались собственно химических
продуктов и в меньшей степени — технологий их внесения [23].

Многие годы до настоящего времени на посевах кукурузы в качестве
основных (почвенных) гербицидов широко применяют препараты триази-
новой группы (симазин, атразин и др.) [16]. Препараты на основе тиокарбо-
матов (эрадикан и др.) [24] появились несколько позже. В зависимости от
специфики почвенно-климатических условий и преобладания определенных
видов сорняков, применяют и другие препараты. Некоторые из химикатов,
прежде всего летучие, например эрадикан, после распыления по поверхно-
сти почвы требуют немедленной заделки [4]. Это условие чаще всего выпол-
няется путем использования комбинированных агрегатов на базе трактора
класса тяги 3 – 5 кН и соответствующим образом дооборудованной дисковой
бороны БДТ-7 [24–26]. О высоком качестве заделки химикатов с помощью
тяжелой дисковой бороны в оптимальных почвенноклиматических услови-
ях свидетельствует богатый опыт [4, 10, 12, 20, 27–30], но в условиях повы-
шенной влажности она залипает и плохо перемешивает почву [3, 10, 28], а
на рыхлом грунте — чрезмерно заглубляется. Неравномерность обработки
почвы дисковой бороной по глубине не позволяет отказаться от предпосев-
ной культивации. Проводят ее чаще всего с целью сохранения влаги вслед
за дисковой бороной, заделывающей гербицид [27].

При безотвальной системе земледелия основная масса 63 – 70% семян
сорняков сосредотачиваются в верхнем слое почвы (до 5 см) [3]. Пред-
шествующие заделке гербицидов операции по обработке почвы частично
уменьшают потенциальную опасность загрязнения посевов сорняками, в
частности и теми, которые не подавляются применяемыми химикатами, но
после прохода дисковых орудий верхний слой почвы, равный максимальной
глубине прорастания большинства сорняков 1,5 – 2 см [16], снова возобнов-
ляет запасы этих семян, а, следовательно, и возможность их прорастания.
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В отдельных случаях представляется возможным лучше заделать герби-
цид, применяя другие дисковые орудия, а также различные культиваторы
и бороны, но, как правило, далеко не с тем качеством, которое необходимо
с точки зрения эффективного использования токсиканта.

Известно, что в себестоимости мероприятий по защите растений льви-
ную долю затрат (иногда до 90%) составляют расходы на пестициды, а их
применение порой сопровождается некоторыми отрицательными действия-
ми, например, загрязнением окружающей среды. Отсюда повышенный ин-
терес к приемам, позволяющим добиваться высокой эффективности хими-
ческой защиты при уменьшенном расходе препаратов [31].

Активность почвенных гербицидов зависит от состояния влажности поч-
вы [4,21,32,33], которая должна быть не менее 20% [16,28,34], а также от ее
адсорбционной способности [19,35,36]. В целом доступность адсорбирован-
ных почвой пестицидов для растений недостаточно изучена, но полученный
опыт позволяет предполагать, что “...доступной для них является лишь та
часть токсиканта, которая находится в почвенном растворе” [16, 36]. Сле-
довательно, распыление гербицидов по поверхности почвы с последующей
их заделкой, приводит к бесполезным потерям той части химиката, которая
остается в верхнем сухом слое почвы. Чему способствует также и фотохими-
ческий распад этой части гербицидов под действием солнечных лучей [35].

Обозначенные проблемы частично решаются в Астраханской техноло-
гии возделывания овощных культур [37, 38], которая основана на вожде-
нии агрегатов по направляющим щелям в почве и предполагает ленточное
внесение гербицидов (ЛВГ) в открытые борозды и последующую их задел-
ку. Основным недостатком такого метода, является перемешивание и, как
следствие, дополнительное высушивание почвы. Для богарного земледелия
в зонах недостаточного увлажения это недопустимо.

Рациональным с этой позиции является внесение гербицидов непосред-
ственно на определенную глубину в почву в виде горизонтального экрана,
например, с помощью специально оборудованного штангового культивато-
ра [18]. Из результатов исследований, проведенных Минаковым Н.А., сле-
дует, что действенность, гербицида лучше всего проявляется при внесении
его концентрированным слоем непосредственно в зону заделки семян тест-
культуры (ячмень), т.е. на глубину 4 – 6 см. Этим достигаются два весьма
важных условия: во-первых гербицид сразу попадает в зону расположения
корневых волосков, во-вторых, в этом слое имеется достаточно влаги. При
таком внесении концентрация гербицида намного выше, чем при равномер-
ном перемешивании его с верхним слоем почвы до глубины заделки [19].
Подобные результаты получены Юнаевым А.А., также использовавшим в
своих опытах внутрипочвенное внесение гербицидов (ВВГ). Максимальное
количество сорняков уничтожалось при внесении гербицида на глубину за-
делки семян кукурузы, т.е. на 6 – 8 см. Совмещение операций внесения гер-
бицидов и предпосевной культивации способствовало сохранению влаги [40].
Такие же преимущества метода ВВГ получены и Гниломедовым В.П. [33],
а также сотрудниками Краснодарского НИИСХ им. П.П. Лукьяненко [41].
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Ученые Московской сельхозакадемии им. К.А. Тимирязева предложи-
ли свой способ внесения гербицидов в подповерхносный слой на глубину
5 – 10 см, предусматривающий использование рабочего органа (РО) в виде
стрельчатой лапы с приспособлением для смачивания дна бороды [42]. Но
и этот способ, и ранее упомянутые способы внесения гербицида в подпо-
верхностный слой до настоящего времени не получили широкого распро-
странения, главным образом, из-за отсутствия совершенных конструкций
устройств, позволяющих реализовать их преимущества.

Выше упоминалось, что возделывание пропашных культур даже по ин-
дустриальной технологии редко обходится без боронований посевов и ме-
ханизированных междурядных обработок. В последнем случае необрабо-
танными остаются только защитные зоны рядков (16 – 30 см), а, значит,
гербициды достаточно вносить лентами по рядкам посевов. Такой способ,
предусматривающий внесение химикатов одновременно с высевом или куль-
тивацией и распыление рабочей жидкости (РЖ) по поверхности почвы по-
лосами, с последующей заделкой или без нее, получил широкое распро-
странение [20]. С точки зрения качества заделки химикатов, этот способ
эквивалентен сплошному внесению. Но он трудно осуществляется как само-
стоятельная операция [43], а при совмещении операций приводит к сниже-
нию производительности машин [20]. Основными преимуществами способа
являются: экономия препаратов в несколько раз [31], возможность визуаль-
ного контроля качества распыла, а также некоторое понижение опасности
отрицательного последействия токсиканта в системе севооборота [5, 20].

Основные преимущества ленточного и экранного (открытого или внут-
рипочвенного) внесения гербицидов возможно реализовать одновременно.
Для этого следует использовать имеющийся опыт по возделыванию овощ-
ных культур [37,44,45] с минимальными затратами ресурсов и ручного тру-
да, основанный на использовании технологических щелей в почве, нарезае-
мых перед посевом, в качестве направляющих элементов для всех участву-
ющих в технологическом цикле орудий [37,38]. В этом же контексте заслу-
живает внимания гребневая технология возделывания овощных культур,
также предусматривающая ЛВГ [46–48].

1.2. Обзор известных технических решений
в области применения гербицидов

1.2.1. Кл а с с ифик а ц и я м е т о д о в и т е х н и ч е с к и х с р е д с т в
д л я п р им е н е н и я г е р б и ц и д о в. До настоящего времени комплекс
машин для использования почвенных гербицидов представлен, в основном,
универсальными ТС, предназначенными для применения различных видов
пестицидов, включающих химические средства для борьбы с сорняками,
вредителями и болезнями. Львиная доля из этого множества ТС приходится
на разного рода опрыскиватели и только незначительная их часть — на
машины, предназначенные, главным образом, для применения препаратов
в виде специальных препаративных форм (гранул, пенящихся жидкостей,
капсул и т.д.), а также другие специальные машины.
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На рис. 1.2 представлена классификация технических средств для при-
менения гербицидов (ТСПГ) по их назначению, способу агрегатирования и
передвижения, а также по виду приводного механизма [17,49–51]. Монтиру-
емые ТС могут агрегатироваться как с тракторами, так и с автомобилями
или летательными аппаратами (самолетами, вертолетами, дельтапланами
и пр.) [52–56] . Навесные, полунавесные и прицепные — с тракторами. Та-
чечные, переносные и ранцевые [57] применяются силами человека без при-
влечения сторонней техники. Перемещаемые ТС работают стационарно, но
предполагают смену рабочей позиции, причем для этого необходимо задей-
ствовать стороннюю технику.

Рис. 1.2. Классификация технических средств для применения гербицидов

Само агрегатирование ТСПГ с каким-либо другим механизмом пресле-
дует две цели: первая — использование последнего для перемещения ТСПГ
в пространстве; вторая — использование его энергетической установки для
привода РО и/или иных устройств ТСПГ. Если решается только первая
задача, то в таком случае ТСПГ имеет собственную энергетическую уста-
новку и классифицируется как индивидуально-приводное. Если достигают-
ся обе цели, то в собственной энергетической установке нет смысла. Такое
ТСПГ относят к ТС с общим приводом.

Колесно-приводные ТСПГ энергию для осуществления рабочего про-
цесса также получают от энергетической установки трактора, с которым
агрегатируются, но опосредствованно через движетель. Особняком стоят
безприводные ТСПГ. К ним относятся устройства для внесения гербицидов
с поливной водой и другие подобные устройства. Оставаясь стационарны-
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ми, они выполняют только дозирование и подмешивание гербицида к воде
из системы орошения, а поэтому не требуют индивидуального привода ни
для перемещения себя в пространстве, ни для распыления жидкости.

Для применения почвенных препаратов наибольший интерес представ-
ляют наземные ТС: самоходные, монтируемые, прицепные, навесные и по-
лунавесные. ТС для внесения гербицидов с поливной водой [58] малопер-
спективны. Они очень требовательны к рельефу местности и непригодны
для использования летучих и плохорастворимых в воде препаратов.

Совершенствование методов и устройств для химической защиты рас-
тений осуществляется путем создания принципиально новых и/или модер-
низации уже известных технологий и ТС. Основные задачи модернизации
— повышение технико-экономических показателей машиноиспользования,
эффективности химических обработок и целевого использования химпре-
паратов, а также улучшение эргономических и экологических показателей.

Созданные для решения вышеупомянутых проблем гранулированные и
капсулированные препараты, а также пенящиеся гербициды и устройства
для их использования не находят пока широкого внедрения. Исключением
является применение пенного маркера [59].

Следующая группа машин, которая занимает главенствующее положе-
ние среди других ТС для защиты растений, включает в себя устройства,
рабочим веществом которых являются жидкие препараты. Далее рассмот-
рим только те из них, которые пригодны для внесения гербицидов (рис. 1.3).

Первым классификационным признаком (КП) этих ТС является место
внесения гербицидов. В соответствии с ним различают устройства для внут-
рипочвенного и поверхностного применения гербицидов.

Вторым КП является деление по сплошности (полноте) обработки пре-
паратом рабочей поверхности на ТС для сплошного, ленточного и выбороч-
ного внесения гербицидов.

Выборочную обработку отдельных высокорослых сорняков и их куртин
могут выполнять: а) ТС, у которых распылительная головка или бранс-
пойт оборудованы шланговым барабаном или без него [51] и перемещают-
ся по обрабатываемой территории вручную; б) ТС, работающие по прин-
ципу намазывания; в) опрыскиватели, распылители которых оборудованы
устройствами автоматического включения их по потребности. Например,
подобным образом могут работать садовые опрыскиватели [60], которые
оборудованы механизмом обнаружения кроны дерева. В классификацион-
ную таблицу они не попали, т.к. не нашли применения в полеводстве.

Намазывание, нагнетание и распыление — это группы третьего КП
по способу распределения РЖ. Распыление предусматривает дробление
жидкости на мелкие капли и последующее нанесение их на обрабатывае-
мый объект. Если ТС для поверхностного внесения гербицидов работают
по принципу распыления, то их называют опрыскивателями. Технологиче-
ский процесс внесения почвенных гербицидов путем нагнетания, в основ-
ном, осуществляется при их внесении в одной баковой смеси с жидкими
удобрениями, которые закачивают под слой почвы, где они распределяется
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по ширине захвата растеканием [61]. Намазывание — это процесс увлаж-
нения РЖ РО и, посредством последнего, находящихся с ним в контакте
поверхностей листьев растений или почвы [62]. Чаще всего устройства, ра-
ботающие по принципу намазывания, применяются для уничтожения вы-
сокорослых сорняков, возвышающихся над посевами.

Рис. 1.3. Общая классификация наземных технических средств для
применения жидких гербицидов
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По виду РО (пятый КП) все ТС для применения жидких гербици-
дов подразделяют на десять групп. Три из них (барабанные, ковровые или
фитильно-шнуровые [63]) относятся к ТС, работающим по принципу нама-
зывания. Два других (струнные и многосопловые) — к ТС, работающим по
принципу нагнетания, а остальные пять — к распылительным ТС.

В зависимости от способа диспергирования жидкости последние делят-
ся: на ТС с гидравлическим, пневматическим, ротационным, электродина-
мическим и вентиляторным распылением. В гидравлических распылителях
диспергирование жидкости происходит при истечении ее под давлением из
отверстия [51], а в пневматических — при помощи сжатого воздуха или
выхлопных газов [64, 65]. Известна разновидность индукционных пневмо-
форсунок, в которых используются сопла Вентури, подсасывающие воздух
и дающие факел распыла с каплями РЖ, содержащими воздушные пузырь-
ки [66]. Распылители, в которых формирование частиц РЖ происходит при
использовании вращающегося с большой скоростью ротора, называются ро-
тационными, а распылители, в которых этот же процесс происходит за счет
использования только лишь электрического тока — электродинамически-
ми [67]. Вентиляторные устройства объединяют в себе два вида дисперги-
рования жидкости: предварительное (гидравлическое) и окончательное с
помощью воздушного потока, создаваемого вентилятором [50,51,68].

Технологический процесс опрыскивания составляют два этапа: первый
— это распыление РЖ до мелкодисперсного состояния, второй — целевая
доставка распыла к обрабатываемому объекту [17, 68]. В зависимости от
способа целевой доставки диспергированной РЖ (шестой КП) целесооб-
разно классифицировать опрыскиватели на гравитационные, инерционные,
электростатические и воздушно-напорные. У гравитационных опрыскива-
телей целевая доставка капель РЖ осуществляется за счет их собственного
веса. К ним относятся, прежде всего, штанговые опрыскиватели [69] различ-
ных конструкций с гидравлическими и пневматическими распылителями.
К инерционным относятся устройства, позволяющие использовать для це-
левой доставки распыла кинетическую энергию капель, которую они при-
обрели в момент диспергирования. Например бранспойты, широкозахват-
ные головки или вращающиеся распылители без каких-либо дополнений к
ним. Средства, оборудованные какими-либо дополнительными устройства-
ми, позволяющими транспортировать распыл к обрабатываемому объекту
под действием электрических сил [70–75], относятся к электростатическим
опрыскивателям, а устройства, в которых для этих целей используется вен-
тилятор [50,51] — воздушно-напорным.

Компоновка РО и устройств целевой доставки РЖ в машинах для при-
менения средств химзащиты растений, также может выполняться по разно-
му. Это седьмой КП. Различают штанговые [69,76,77], мачтовые, вентиля-
торные и ручные, т.е. оборудованные одной распылительной головкой или
бранспойтом с шланговым барабаном или без него [51], которые предпола-
гают ручной перенос и управление. Мачтовые устройства не включены в
классификацию (рис. 1.3), т.к. для внесения гербицидов не применяются.
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Кроме вышеприведенного, ТСПГ следует классифицировать (рис. 1.4)
на полнопоточные, т.е. те, у которых вся жидкость, подведенная к распыли-
телям или другим РО, расходуется при распылении, и рециркуляционные
— у которых часть жидкости либо от распылителей, либо после распыления
снова возвращается в систему ТС [78–80]. К рециркуляционным опрыскива-
телям следует относить и ТС, работающие по принципу гидроэкранирова-
ния [81], у которых капли-спутники размером менее 100 мкм, являющиеся
потенциальными источниками сноса [82,83], с помощью воздушного потока
возвращают обратно в систему ТС.

Рис. 1.4. Классификация наземных технических средств для применения
жидких гербицидов в зависимости от конструктивных особенностей гид-

равлической схемы и расхода рабочей жидкости

Дозирование РЖ в ТСПГ может выполняться также различными спо-
собами. Наиболее распространенный — дозирование по давлению, в соот-
ветствии с которым в системе опрыскивателя поддерживается фиксирован-
ное давление и считается, что при этом временной расход жидкости через
каждый РО (распылитель) или групу РО (распылителей) остается одинако-
вым [84–90]. Есть и более прогрессивный вариант объемного дозирования,
когда вне зависимости от давления жидкости в системе, либо через каждый
распылитель, либо через их группу, или же, самый худший вариант, сум-
марно через все распылители системы прокачивается стабильное по объему
количество РЖ. При этом используются объемные насосы дозаторы с од-
ним или несколькими независимыми каналами дозирования. Известны ТС
с раздельной подачей воды и концентрированных препаратов, у которых
пестицид находится в отдельной емкости и подается в поток воды к распы-
лителям с помощью насоса во время опрыскивания [91].



1.2. Обзор известных технических решений ... 15

Норма расхода РЖ (л/га), с которой может работать конкретное ТС
является основным фактором для определения его технико-экономических
показателей. По этому признаку, применительно к полеводству, их класси-
фицируют на три группы: ТС для обычного (50 – 500 л/га), малообъемного
(5 – 50 л/га) и ультрамалообъемного (УМО) (до 5 л/га) [93–95] внесения.

Для опрыскивателей (на рис. 1.4 не показано) важным показателем,
определяющим эффективность обработок, является дисперсность распыла
РЖ. По этому признаку опрыскивание подразделяют на четыре группы.
Для обычного опрыскивания 80% капель по объему должны превышать
150 мкм, для мелкокапельного и высокодисперсного — попадать в интер-
валы 50 – 200 и 25 – 125 мкм, а для аэрозольного — не превышать 50 мкм.
Особенно ценен монодисперсный распыл РЖ, при котором в идеале все кап-
ли имеют одинаковый размер 60 – 80 мкм. Этому условию отвечают только
некоторые ТС для УМО опрыскивания, оборудованные ротационными рас-
пылителями и работающие со специальными маслянистыми препаратами.

Интересно, что большинство известных ТС для применения жидких гер-
бицидов [84–90, 96] имеют практически одинаковую принципиальную гид-
равлическую схему (рис. 1.5). Отличаются они лишь рядом конструктивных
особенностей отдельных узлов и наличием автоматики. Это обстоятельство
облегчает изучение, проектирование, производство и эксплуатацию таких
ТС. Тем не менее, прогрессивными являются ТС с индивидуальным, на-
пример, объемным, дозированием [80,97–99].

1.2.2. У л ь т р ам а л о о бъ емн о е о п ры с к и в а н и е. Опрыскивание
концентрированными растворами со сверхмалыми нормами расхода РЖ,
т.е. УМО опрыскивание, весьма перспективно, т.к. позволяет, до 100 раз,
снизить норму расхода РЖ, а, следовательно, отказаться от ее приготов-

Рис. 1.5. Гидравлическая принципиальная схема машины для применения
жидких гербицидов: 1 — емкость; 2 — фильтр; 3 — насос; 4 — пульт управ-
ления и регулирующее устройство; 5 — контрольные приборы; 6 — распре-
делительное устройство; 7 и 8 — магистрали всасывания и нагнетания; 9 и

10 — обратная и рабочая магистрали
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ления в поле и перейти на одноразовую заправку в начале смены. Реально
использование РЖ фабричного производства в соответствующей таре [93].
Это важно как с точки зрения повышения качества рабочих веществ, так и
с точки зрения снижения затрат на их приготовление. В целом применение
УМО технологий позволяет снизить издержки в 1,5 – 5 раз [95]. Вследствие
уменьшения объема емкостей, устанавливаемых на машинах для УМО тех-
нологий, существенно снижена их материалоемкость [100].

Теоретической основой УМО технологий является научный факт, суть
которого в том, что для большинства препаратов, при прочих равных усло-
виях, норма расхода и концентрация РЖ не оказывает прямого действия
на их токсичность [101]. Наиболее важным является равномерность и плот-
ность (по действующему веществу) распределения препарата по обрабаты-
ваемой поверхности [49]. Понятно, что, для равносильного по равномерно-
сти покрытия, при УМО опрыскивании дисперсность распыла должна быть
выше. Хорошо, если размер капель составляет 50 – 150 мкм [102], и созданы
условия для предотвращения их сноса.

УМО опрыскивание можно проводить различными машинами, напри-
мер, вентиляторными, пневматическими или с помощью авиации, но ма-
шины с гидравлическими распылителями для этой цели непригодны [103].

Наибольшее распространение получают устройства, оборудованные ро-
тационными распылителями, позволяющими сравнительно легко регулиро-
вать тонину распыла и получать монодисперсный аэрозоль [93]. Чаще все-
го ротационные РО представляют собой перфорированный вращающийся
элемент, выполненный в виде диска, пакета дисков, цилиндрического бара-
бана, сетчатого барабана, концентрично расположенных двух цилиндриче-
ских барабанов, усеченного конуса, чаши [92] и т.д. [93].

Процесс дробления жидкости в них аналогичен процессу капания жид-
кости из неподвижного капиляра, но наряду с силой тяжести на жидкость
действует куда большая центробежная сила [49]. В странах СНГ изучение
и применение УМО технологий стало возможным после того, как около 40
лет назад во Всесоюзном НИИ фитопаталогии была создана серия опрыс-
кивателей с вращающимися распылителями [81,104,105,107–109].

Для образования мелких капель при умеренных размерах распыливаю-
щего ротора требуется очень большая скорость его вращения. Это обсто-
ятельство до сих пор является основным препятствием на пути широкого
производственного использования УМО опрыскивания. Сейчас в мире экс-
плуатируются такие устройства с электроприводом [81,108–117], с гидроста-
тическим приводом [94], с приводом от ветроколес [118, 119] и посредством
гибкого вала [120] и даже с помощью двигателя системы Ванкеля [93].

Есть в УМО опрыскивания и другие недостатки. Большинство вращаю-
щихся распылителей в процессе диспергирования жидкости, кроме основ-
ных капель, образуют до 20% капель-спутников, диаметром меньше 50 мкм,
которые способны витать в воздухе вследствие конвективной диффузии, и
не осаждаются в зоне обработки [121]. Образуются они в результате быст-
рого разрушения перемычки между основной каплей и капиляром ротора
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распылителя [49]. Но даже и при монодисперсном распылении высокодис-
персный аэрозоль более подвержен старению, чем малодисперсный и обыч-
ный. При прочих равных условиях высыхание капель и потеря токсиканта
находятся в обратной зависимости от размера капель [49].

На пути к преодолению этого недостатка были созданы устройства для
УМО опрыскивания, сочетающие вращающийся распылитель с вентиля-
тором [92, 108, 109, 116]. Воздушный поток способствовал скорейшей це-
левой доставке препарата. Созданы устройства, способные отделить мел-
кие капли от крупных и вернуть первых обратно в систему опрыскивате-
ля [80,81,108,109]. Применяется также метод электростатического осажде-
ния аэрозоля. Все эти дополнительные устройства еще более усложняют и
без того очень сложную аппаратуру для УМО технологий.

Наиболее рациональными являются нелетучие препараты на масляной
основе. Они легче диспергируются, а их аэрозоли меньше подвержены ста-
рению. Такие препараты должны иметь плотность не менее 1,0 и пологую
вязкостнотемпературную характеристику [93]. Кроме этого препараты для
УМО опрыскивания должны быть либо растворами, либо устойчивыми сус-
пензиями [103], которые не так подвержены оседанию в каналах опрыски-
вателя. В результате ассортимент препаратов для УМО технологий весьма
ограничен, а стоимость — существенно выше обычных [122].

При УМО внесении особые требования предъявляются и к точности до-
зирования препаратов. Чем меньше его норма внесения, тем выше требо-
вания на точность дозирования. В устройствах для УМО опрыскивания
часто используются объемные насосы-дозаторы, которыми снабжают каж-
дый распылитель [93]. Это также усложняет ТС для УМО технологий.

Высокая агрессивность препаратов для УМО технологий исключает воз-
можность использования в конструкциях опрыскивателей привычных для
сельхозмашиностроения материалов [123] и отрицательно сказывается на
эргономике. Есть трудности и с промывкой такой аппаратуры после за-
вершения работ и при переходе на другой препарат. Поскольку препараты
для УМО технологий вода не растворяет, то промывку осуществляют спец-
растворами, например, этиленгликольмоноалкидами или более доступными
жидкостями, такими как дизельное топливо или керосин [124].

1.2.3. Г и д р а в л и ч е с к и е р а с пыли т е л и. Гидравлические распы-
лители — это такие, у которых диспергирование жидкости происходит под
действием гидродинамических сил в момент или после ее истечения из от-
верстия в результате взаимодействия с неподвижными деталями. Большая
универсальность, малая материалоемкость и простота конструкции явились
их основными преимуществами и обеспечили широкое применение в кон-
струкциях самых разнообразных опрыскивателей.

На рис. 1.6 приведена классификационная схема гидравлических распы-
лителей. По принципу работы они делятся на центробежные и струйные.

В центробежных распылителях жидкость перед выходным отверстием
интенсивно вихрится и при выходе из него образует утончающуюся пленку
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Рис. 1.6. Классификация гидравлических распылителей

в виде конуса, которая теряет устойчивость и распадается на капли [120]. В
распылителях с сердечником (рис. 1.7,A; 1.7,B) используется специальный
сердечник-завихритель, выполненный в виде тела вращения с наружными
винтовыми канавками, а в тангенсиальных распылителях (рис. 1.7,C) — ка-
мера завихрения с внутренней полостью, также представляющей собой тело
вращения, с одним или несколькими подводными каналами, ориентирован-
ными по касательной к ее периферийной поверхности.

Распылители c сердечником могут быть выполнены регулируемыми (са-
довые бранспойты) и нерегулируемыми. В регулируемом варианте имеется
возможность плавно изменять параметры распыла путем осевого перемеще-
ния сердечника внутри распылителя. Такие распылители обычно работают
при большом рабочем давлении жидкости, порядка 2,0 – 2,5 МПа. Нерегу-
лируемые, как правило, с небольшим — до 0,8 МПа [68].

Тангенсиальные распылители также классифицируют на две группы:
полнопоточные распылители, в конструкции которых предусмотрено рас-
пыление всей подводимой к ним РЖ, и на рециркуляционные распылители
(рис. 1.7,D), в которых распыляется лишь часть подводимой РЖ, а часть
— посредством специального канала возвращается снова в систему. Рецир-
куляционные распылители позволяют: во-первых, получить более тонкий
распыл при меньшем минутном расходе и лучшей равномерности распре-
деления РЖ по ширине захвата [79] и, во-вторых, осуществлять распыл
малоустойчивых суспензий, не опасаясь оседания химиката в подводящих
и рециркуляционных трубопроводах. Последнее обусловлено увеличенной
скоростью течения РЖ в подводящем и рециркуляционном каналах, при-
чем независимо от величины расхода ее через распылитель.

Струйные распылители (рис. 1.8), к которым относятся прямоструйные
и плоскоструйные, не имеют специальных устройств для закручивания по-
тока РЖ. Прямоструйные распылители образуют факел распыла в виде
тонкой струи или заполненного конуса, и представляют собой насадку с
сужающимся к выходу, снабженным калиброванным отверстием, каналом.
Насадки с факелом распыла в виде тонкой струи называют дальнобойными.
Они имеют большую дальность действия, работают при больших давлениях
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A B

C D

Рис. 1.7. Центробежные распылители: A, B — нерегулируемый с сердеч-
ником (А — внешний вид деталей; В — схема строения; 1 — корпус; 2 —
сердечник; 3 — подводной патрубок); C — тангенсиальный полнопоточный
(1 — корпус; 2 — отражатель; 3 — подводной патрубок); D — тангенсиаль-

ный рециркуляционный (1 — корпус; 2 — штуцер)

и расходах РЖ. Такими распылителями чаще всего оборудуют бранспойты.
Распылители с факелом в виде заполненного конуса называют короткофа-
кельными и применяют в полеводстве (рис. 1.8,A и 1.8,B).

Плоскоструйные распылители объединяют в себе также две группы. К
первой группе относятся дефлекторные распылители (рис. 1.8,C; 1.8,D),
у которых на пути истекающей из калиброванного отверстия жидкости
предусмотрен отражатель для распыления и дробления последней, а ко
второй группе — щелевые (рис. 1.8,E; 1.8,F), у которых диспергирование
жидкости и формирование факела распыла происходит за счет прохода ее
через щелевидное отверстие. Таких отверстий может быть несколько. По
отношению к каналу, по которому подводится жидкость, они могут распо-
лагаться как симметрично, так и асимметрично.

По мнению специалистов щелевые распылители наиболее полно отве-
чают требованиям, предъявляемым к равномерности опрыскивания поле-
вых культур. Однако качество работы распылителя зависит не только от
его типа, но, в значительной степени, от точности изготовления. Надле-
жащую равномерность могут обеспечить и центробежные распылители, но
изготовление их с высокой точностью очень дорого [120]. Чаще всего ще-
левые и струйные распылители применяются на штанговых машинах для
опрыскивания с нормами расхода РЖ свыше 200 л/га. Наиболее широкое
распространение получили щелевые [125].
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E F

Рис. 1.8. Струйные распылители (A, C, E — внешний вид; B, D, F — схема
внутреннего строения): A, B — прямоструйный короткофакельный; C, D —

плоскоструйный дефлекторный; E, F — плоскоструйный щелевой

Несмотря на целый ряд перечисленых ранее преимуществ гидравличе-
ских распылителей в целом и щелевых, в частности, все они малопригодны
для использования при УМО опрыскивании [103,120]. Главная причина со-
стоит в невозможности распыла малых количеств РЖ [93]. Задача состоит
в поиске других конструктивных решений гидравлических распылителей,
обладающих способностью устойчиво работать при малых расходах РЖ.

1.2.4. Т е х н и ч е с к и е с р е д с т в а д л я в н у т р и п о ч в е н н о г о
в н е с е н и я г е р б и ц и д о в. Несмотря на большие преимущества ВВ ос-
новных гербицидов, в настоящее время такой метод не получил широкого
распространения. Более того, для его реализации до сих пор нет ни серий-
ных машин, ни хороших конструктивных разработок.

РО для ВВГ, разработанные учеными постсоветских стран, в основном,
представляют собой универсальную стрельчатую лапу, под поверхностью
крыльев которой установлены один или несколько распылителей. При этом
большинство их авторов, например, Юнаев А.А. и др. из Краснодарского
НИИСХ им. П.П.Лукьяненко, в своей конструкции использовали серийные
стрельчатые лапы по ГОСТ 1343-82, расценивая это как одно из преиму-
ществ их конструкции. На самом деле это не так. Серийные лапы с углом
раствора 65◦ и углом крошения 28◦ даже при ширине захвата 220 мм [126]
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могут устойчиво работать на глубине не менее 6 см [127], что выходит за
пределы оптимальной глубины заделки гербицидного экрана. Необходимо
разрабатывать РО, способные работать на глубинах менее 5 см.

В отношении равномерности распределения гербицида под слоем поч-
вы, то РО Юнаева А.А. и Гниломедова В.П. [128], также представляющий
собой стрельчатую лапу с несколькими жиклерами под крыльями, не ли-
шены недостатков. Использование нескольких распылителей на одном РО,
несмотря на предельное уменьшение проходных сечений жиклеров, приво-
дит к существенному увеличению расхода РЖ, а, следовательно — к ухуд-
шению ряда технико-экономических показателей. Уменьшение проходных
сечений жиклеров неоправдано и с позиции надежности технологического
процесса, поскольку увеличивает возможность их засорения.

С этой точки зрения более рациональным является РО Краснодарского
НИИ сельского хозяйства имени П.П.Лукьяненко, в конструкции которого
предусмотрено использование одного распылителя.

Наиболее совершенным является РО, разработанный учеными США
(рис. 1.9) [129], также представляющий собой плоскорежущую лапу 1, вы-
полненную заодно со стойкой 2 и кожухом 3, внутри которого установлен
двухжиклерный распылитель 4.

Рис. 1.9. Рабочий орган для внутрипочвенного внесения гербицидов:
1 — плоскорещущая лапа; 2 — стойка; 3 — кожух; 4 — распылитель

Особенностями такой конструкции являются: во-первых, малые значе-
ния углов крошения плоскорежущей лапы 1, а, во-вторых, наличие защит-
ного кожуха 3, предотвращающего попадание почвы на распылитель 4. Пер-
вое свойство обеспечивает устойчивую работу лапы на малой глубине и яв-
ляется положительным. Второе — нерационально. На самом деле наличие
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защитного кожуха усугубляет склонность РО к залипанию. Причина за-
ключается в том, что верхний козырек кожуха 3 сильно выступает назад
за пределы распылителя 4 и при вынужденной остановке РО под слоем
почвы смачивается раствором гербицидов. В результате на смоченный ко-
зырек кожуха 3 снизу прилипает почва. Наличие металлической плоскости
под распылителями 4 также способствует закреплению налипшей почвы.

Нерациональным является и применение двухжиклерного распылителя,
вместо щелевого с одной проточной частью. В целом удачная компоновоч-
ная схема этого РО могла бы послужить прототипом для разработки новых
конструкций таких устройств.

1.2.5. А г р о т е х н и ч е с к и е т р е б о в а н и я к п е р с п е к т и в ным ма-
шин ам и т е х н о л о г и ям. В настоящее время использование почвенных
гербицидов является одним из самых эффективных средств борьбы с сор-
няками в посевах пропашных культур. Большие преимущества почвенных
препаратов можно реализовать только при комплексном их использовании,
т.е. в случае применения интегрированного метода защиты растений, вклю-
чающего комплекс различных агротехнических приемов.

Совершенствованию подлежат как технологии применения почвенных
препаратов, так и устройства для их осуществления. Набор ТС для внесе-
ния почвенных гербицидов и технология возделывания культуры в целом
должны предусматривать выполнение этой операции как в комплексе с дру-
гими, так и самостоятельно. Агротехнические требования, которым должны
отвечать ТС для внесения почвенных гербицидов, следующие:

1. Распределение препарата в объеме почвы — в виде расположенного
на заданной глубине горизонтального, токсичного для сорняков слоя [42];

2. Способ внесения препарата в почву — опрыскивание дна борозды от-
крытым или подповерхностным способом;

3. Внесение гербицидов — ленточное, с шириной лент не менее 20 см,
что соответствует ширине защитной зоны рядков [127];

4. Заделка гербицидного слоя — полная, при глубине внесения 3 – 10 см
и стабильности хода РО по глубине до ±1 см;

5. Норма расхода препарата — не более 50 л/га, т.е. в пределах малообъ-
емного опрыскивания [17];

6. Рабочее вещество — препараты в виде летучих и нелетучих жидко-
стей, представляющих собой растворы, устойчивые эмульсии или суспензии
различной концентрации, а также их баковые смеси;

7. Отклонение расхода РЖ по распылителям — не более ≤ ±5 % [17];
8. Отклонение расхода РЖ по длине гона — не более ±15 % [17];
9. Адаптивность — возможность настройки на различные режимы рабо-

ты в зависимости от нормы расхода РЖ, скорости передвижения, рабочего
давления и числа задействованных распылителей, а также возможность
быстрой очистки и освобождения системы от ядохимиката;

10. Экологичность — оснащение распылителей индивидуальными отсе-
кателями, исключающими выток РЖ после снятия рабочего давления;
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11. Надежность — обеспечивается системой фильтрации, в частности,
индивидуальными для каждого распылителя фильтрами, исключающими
нарушения техпроцесса по причине засорения системы.

Повышение эффективности применения почвенных препаратов, путем
создания отвечающих приведенным выше требованиям ТС для ВВГ, а
также некоторые совершенствования технологий возделывания пропашных
культур, является одной из целей настоящей работы.

1.3. Обзор методов математического моделирования почвообработки
как теоретической основы проектирования рабочих органов
для внутрипочвенного внесения гербицидов

Каким бы ни был РО для ВВГ, в любом случае он должен взаимо-
действовать с почвой, а, значит, понимание механизмов этого взаимодей-
ствия лежит в плоскости теории почвообработки. Основоположником этой
теории, равно как и воообще земледельческой механики в постсоветских
странах заслужено считается академик ВАСХНИЛ Василий Прохорович
Горячкин (годы жизни 1868 – 1935; научные труды — около 300 печатных
листов) [130]. Несколько позже в области земледельческой механики пло-
дотворно работал Петр Мефодиевич Василенко (годы жизни 1900 – 1999,
более 200 научных работ) [131]. Значительный вклад в теорию почвообра-
ботки внесли Зеленин А.Н. [132], Синеоков Г.Н., Панов И.М. [133], Вето-
хин В.И. [134,135], Кушнарев А.С. [136–138], Дубровин В.А. [139], Панчен-
ко А.Н. [140], Пащенко В.Ф. [141, 142], Ковбаса В.П. [143], Сало В.М. [144]
и др.. Состояние земледельческой механики за рубежем можно проследить
по работе [145] и монографии А.Кулена и Х.Куиперса [146].

Общим в работах перечисленных выше ученых является то, что они
построены на основе теорий сплошных сред, в частности пластичности,
упругости и предельного равновесия. Но поскольку почва обладает слож-
ным набором свойств, то все перечисленные ученые предприняли действия
по развитию математических моделей почв в сторону их усложнения. Т.е.,
благодаря этим и другим работам теория почвообработки была наполнена
рядом математических моделей, порой весьма сложных [143]. Такой подход
не всегда оправдан, т.к. формально адекватная, но сложная математиче-
ская модель не всегда приводит к более точному решению практических
задач, а порой бывает даже наоборот. Такой вывод можно сделать если
проследить историю развития теории пластичности, которая начиналась
примерно на 50 лет раньше с работ Сен-Венана (годы жизни 1797 – 1886), в
частности, посвященных критерию пластичности [147] (1871 год). В после-
дующем было разработано большое множество моделей пластичности, но
тем не менее, на сегодняшний день, в подавляющем большинстве случаев
ученые обращаются именно к модели Сен-Венана и на ее основе получают
более точные, а, значит, адекватные модели. Извлекая урок из этого обсто-
ятельства, обратимся к теориям пластичности и предельного равновесия,
сосредоточившись на их развитии и приложении к почвообработке.
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ВЫВОДЫ

1. В системе интегрированной защиты растений применение почвенных
гербицидов следует рассматривать как один из наиболее эффективных при-
емов борьбы с сорняками.

2. Внесение гербицидов ленточным внутрипочвенным методом можно
относить к экологически щадящим приемам химобработок, т.к. этот прием
позволяет существенно сократить поступление химпрепаратов в окружаю-
щую среду и одновременно повысить их хозяйственную эффективность.

3. Основными недостатками известных технических средств и техноло-
гий для ленточного внутрипочвенного внесения являются: а) малая про-
изводительность; б) повышенный расход рабочих жидкостей; в) низкое ка-
чество распределения препарата в пределах полосы внесения, в частности,
недостаточная равномерность распределения препарата по ее длине и от-
клонения от заданного закона распределения препарата по ее ширине.

4. В основу конструкции рабочего органа для ленточного внутрипочвен-
ного внесения гербицидов рационально положить стрельчатую лапу.

5. Из всех известных конструкций распылителей для рабочих органов,
вносящих гербицид внутрипочвенно, наиболее подходящими являются гид-
равлические одноструйные щелевые распылители. Тем не менее, подавля-
ющее большинство таких распылителей предназначены для применения на
штанговых орудиях и поэтому имеют неприемлемую для обозначеных выше
целей характеристику распределения жидкости по ширине захвата.

6. Обоснование формы рабочего органа для внутрипочвенного внесения
гербицидов следует выполнять, понимая почву как сплошную среду.

7. Анализ достижений современной теорий почвообработки, пластично-
сти и предельного равновесия сплошных сред показывают, что усложнение
математических моделей не всегда приводит к повышению точности реша-
емых задач. В этой связи развитие теоретической базы для обоснования
конструкции взаимодействующего с почвой рабочего органа следует про-
водить, не прибегая к усложнению известных моделей, а совершенствуя
методы их анализа и решения и устанавливая новые закономерности.
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ГЛАВА 2
ОСНОВНЫЕ ПОЛОЖЕНИЯ ТЕОРИИ НАПРЯЖЕННОГО СОСТОЯНИЯ

ПОЧВЫ КАК СПЛОШНОЙ НЕУПРУГОЙ СРЕДЫ

2.1. Дифференциальные уравнения равновесия

Рассмотрим определенный в декартовой ортонормированной системе ко-
ординат Oxyz ортогональный тензор напряжений σij = σij(x, y, z), где
i, j ∈ {x, y, z}, а x, y и z — декартовы координаты. Компоненты тензора σij

Рис. 2.1

действуют на проходящих через точ-
ку O гранях элементарного парал-
лелепипеда c размерами dx×dy×dz
(рис. 2.1). Предполагая предельный
переход, считаем, что на любой из
этих граней компоненты σij остаются
постоянными.

В направлении любой из осей ко-
ординат каждая из компонент σij пре-
терпевает прирост, определяемый че-
рез частные дифференциалы [148]:

dxσxi =
∂σxi

∂x
dx,

dyσyi =
∂σyi

∂y
dy,

dzσzi =
∂σzi

∂z
dz.

(2.1)

Тогда компоненты тензора напряжений, относящиеся к граням, не содер-
жащим начало системы координат, можно определить так:

σ′
xi = σxi+

∂σxi

∂x
dx, σ′

yi = σyi+
∂σyi

∂y
dy, σ′

zi = σzi+
∂σzi

∂z
dz. (2.2)

Условимся, что модуль γ вектора объемных (весовых) сил (на рис. 2.1
не показан) остается постоянным в пределах всего элементарного объема,
а его проекции на оси координат x, y и z обозначим γx, γy и γz. В таком
случае условия статического равновесия элементарного параллелепипеда
представляют собою систему уравнений [149–152]:

∂σxi

∂x
+
∂σyi

∂y
+
∂σzi

∂z
+ γi = 0, (i = x, y, z), (2.3)

которые в механике называют дифференциальными уравнениями Навье
[151]. В двумерном случае система (2.3) упрощается к виду:

∂σxi

∂x
+
∂σyi

∂y
+ γi = 0, (i = x, y). (2.4)

Последнюю в случае, когда объемные силы равны нулю, связывают с име-
нем Сен-Венана, [153,154].
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2.2. Предельные условия

Из [155] известно, что большинство веществ, похожих на металлы, в
процессе одноосного растяжения по мере возрастания внешней нагрузки
проходят три состояния: упругости, пластичности и разрушения. Такая по-
следовательность смены механических состояний типична для материалов,
именуемых пластическими.

Есть материалы, для которых состояние пластичности нехарактерно.
Например, порошки окиси магния MgO и алюминия Al2O3, нашедшие при-
менение в сцинтилляционной технике [156], называют идеально-сыпучими,
а строительный бетон — идеально-связным. Почва занимает среднее поло-
жение, ибо в разной мере проявляет и сыпучие свойства, и связность.

Для идеально-сыпучих материалов испытание на растяжение не имеет
смысла, а сжатие для них вполне возможно. Идеально-связные материалы,
также лучше сопротивляются сжатию. Именно по этой причине в статике
сыпучих и связных сред [157] положительными считаются именно сжима-
ющие напряжения, а не растягивающие, как в теории пластичности [158].

Возвращаясь к рассматриваемым материалам, напомним, что в случае
любой схемы нагружения, идеально-сыпучие, сыпучие и связные материа-
лы пластического состояния не претерпевают, т.е. у них сразу после завер-
шения фазы упругости наступает разрушение.

Таким образом, если для всех материалов разработать критерий конца
фазы упругости, то для пластических материалов этот показатель будет
одновременно обозначать начало фазы пластических деформаций, а для
сыпучих — начало разрушения, т.е. перехода от статического состояния к
динамическому. По этой причине для пластических материалов такой по-
казатель называют критерием пластичности, а для сыпучих и связных ма-
териалов — критерием предельного равновесия.

Рассмотрим сыпучую среду в случае, изображенном на рис. 2.2. В за-
висимости от соотношения между распределенными нагрузками P1 и P2,
возможны два варианта событий: в первом случае предельное равновесие

Рис. 2.2

среды 1 достигается по условию погружения пуан-
сона 3, а, во-втором — по выдавливанию его вверх
через отверстие в диске 2. Таким образом, крите-
рий предельного равновесия, кроме интенсивности
силового воздействия, должен учитывать и разли-
чия схем нагружения. То же можно сказать и по
отношению к критерию пластичности.

Есть и другие факторы, влияющие на поведе-
ние материалов в ответ на внешнее силовое воздей-
ствие, например, фактор времени и фактор исто-

рии нагружения. Но, тем не менее, напряженное состояние в точке является
главной причиной изменения механического состояния материала. Значит,
необходимо установить меру напряженного состояния, по достижению ко-
торой происходит переход пластического материала от упругого состояния
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к пластическому [155], а сыпучих и связных материалов — от упругого со-
стояния к фазе разрушения, т.е. выбрать критерий пластичности для одних
материалов и критерий предельного равновесия — для других.

По своей сути оба критерия очень сходны. Пренебрегая упругостью оба
критерия можно понимать как условие перехода от статического состояния
к динамическому, а, значит, пренебречь различиями между ними.

Первый критерий базируется на гипотезе, которую связывают с име-
нами Треска [155, 158] и Сен-Венана [149, 155, 158, 159]. Суть ее состоит в
предположении, что переход от упругого состояния материала к пласти-
ческому с достаточной точностью определяется величиной максимальных
касательных напряжений. Т.е. пластические деформации в данной точке
среды возникают тогда, когда максимальные касательные напряжения τmax

достигают C1 — определенного предельного значения:

τmax = C1 = τт, (2.5)

где τт — предел текучести при чистом сдвиге.
Фактическое значение τmax определяется как полуразность наибольшего

σ3 и наименьшего σ1 главных нормальных напряжений:

τmax =
1
2

(σ3 − σ1) . (2.6)

Воспользовавшись круговой диаграммой напряжений Мора, представим
геометрическую интерпретацию условия пластичности (рис 2.3) по Треску–
Сен-Венану. Тут σνν и σντ — нормальная и касательная составляющие пол-
ного напряжения, действующего на площадке общего положения, ориен-
тацию которой задает единичный вектор-нормаль �ν. Прямую |σντ | = C1

Рис. 2.3

называют предельной прямой. На
рис. 2.3 отображено ее крайнее
верхнее положение, когда окруж-
ность Мора, построенная на наи-
меньшем σ1 и наибольшем σ3

главных нормальных напряжениях,
имеет с ней единственную общую
точку D. Саму окружность Мора
в этом случае также назвают пре-
дельной окружностью.

Связанные зависимостью 2α1 =
2α3 = 1

2π, углы α1 и α3 между
вектором-нормалью �ν и векторами

σ1 и σ3 показывают, что условие пластичности (2.5) достигается на пло-
щадках, равнонаклонных к векторам σ1 и σ3.

Площадки (поверхности), на которых выполняются предельные условия
(2.5), называют предельными площадками (поверхностями) или площадка-
ми (поверхностями) пластичности.
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Принимая во внимание октаэдрическое напряжение σokt, условие пла-
стичности (2.5), (2.6) можно переписать в виде [158]:

τmax = max
{
|σ1 − σokt|, |σ2 − σokt|, |σ3 − σokt|

}
=

2
3
σт, (2.7)

где σт = |σ3−σ1| — предел текучести при чистом растяжении. В таком виде
условие пластичности впервые предложено А.Ю.Ишлинским [160], затем
Р.Хиллом [161] и несколько позже Д.Д.Ивлевым [162].

Следующую гипотезу пластичности впервые сформулировал Хубер в
1904 году. По его утверждению, переход к пластическому состоянию связан
с уровнем накопленной в единице объема потенциальной энергии дефор-
мации [155], и по этой причине такую гипотезу называют условием посто-
янства удельной энергии формоизменения [149] или энергетической гипо-
тезой [152]. В рамках статики, когда величиной деформаций пренебрегают,
привести стройные выкладки этого условия не представляется возможным.
В общем итоге она сводится к выражению:

σт =
√

2
2

√
(σ3 − σ2)2 + (σ2 − σ1)2 + (σ3 − σ1)2, (2.8)

где принято, что σ1 ≤ σ2 ≤ σ3.
В условии Хубера (2.8) перестановка местами индексов 1, 2 и 3 не меняет

величины σт, а, значит, нет необходимости следить за тем, какое из главных
напряжений является наибольшим, а какое наименьшим [155].

Последнее обстоятельство заставило Мизеса (1913 г.), незнакомого с ра-
ботами Хубера, в целях упрощения выполнить поиск аналитического вы-
ражения, близкого к теории Сен-Венана, но свободного от перестановки
индексов. Так, было предложено в качестве критерия пластичности исполь-
зовать касательные напряжения в октаэдрических площадках [155]:

τ2
okt =

1
9

[
(σ3 − σ2)2 + (σ2 − σ1)2 + (σ3 − σ1)2

]
. (2.9)

Для простого растяжения из (2.9) получаем τ2
okt = 2

9σ
2
т. Решив последнее

относительно σт и подставив τ2
okt из (2.9), получаем критерий Хубера (2.8).

Можаровский М.С. [158], касательно критерия пластичности со ссылкой
на работу [163], отмечает вклад Г.Генки в развитие теорий Хубера и Мизеса.

Рис. 2.4

Сейчас гипотезу Хубера часто свя-
зывают с двумя Хубера-Мизеса [155]
и реже с тремя именами Хубера-
Мизеса-Генки [158].

Следующий критерий пластично-
сти Мора [159], базируется на обоб-
щении и упрощении эксперименталь-
ных зависимостей (рис. 2.4). Такой
подход Мора Феодосьев В.И. назы-
вает феноменологическим [155].
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Суть метода в следующем: 1) в начале материал подвергают некоторо-
му механическому воздействию, не выходя за пределы упругости; 2) затем
нагрузку пропорционально увеличивают до начала пластического течения;
3) для предельных значений в плоскости σνν , σντ строят наибольший из трех
кругов Мора; 4) первые три пункта повторяют для как можно большего
числа различных напряженных состояний; 5) на плоскости σνν , σντ строят
предельную огибающую кривую.

Технически наиболее простым является получение экспериментальных
данных для кругов 2, 4 и 3, которые относятся, соответственно, к одноос-
ному растяжению (σ2 = σ3 = 0, σ1 = −σтр), сжатию (σ1 = σ2 = 0, σ3 = σтс)
и чистому сдвигу (σ1 = −σ3, σ2 = 0). Тут положительные постоянные σтр
и σтс обозначают предел текучести при растяжении и сжатии.

На практике ограничиваются двумя испытаниями на одноосное растя-
жение и сжатие и, опираясь на них, строят предельную прямую (рис. 2.5).

Рис. 2.5

Аналитическое представление
предельного условия Мора по-
лучают на основании геомет-
рических построений: σтр =
Kσ3 − σ1, где K = σтр/σтс.
В случае, когда K = 1 (если
σтр = σтс = σт), условие Мо-
ра переходит в условие Треска–
Сен-Венана, поэтому, что чаще
всего, критерий пластичности
Мора применяется, когда σтр и
σтс различны.

Возвращаясь к рис. 2.5, че-
рез ρ обозначим угол между

предельной прямой (ее отрезком DF ) и направлением оси нормальных на-
пряжений σνν , а через k длину отрезка NO. Таким образом, предельное
условие Мора можно переписать в следующем виде:

|σντ | = σνν tg ρ+ k. (2.10)

Далее, заметим, что касательное напряжение |σντ |, действующее на пло-
щадках скольжения, меньше максимального главного касательного напря-
жения τmax (2.6). Его величину теперь можно определить из графических
построений на рис. 2.5 выражением:

|σντ | =
σ3 − σ1

2
cos ρ <

σ3 − σ1

2
. (2.11)

Далее увидим, что условие пластичности Мора в представлении (2.10) и
условие предельного равновесия для сыпучей среды [157,181], несмотря на
различия физической природы параметров, формально совпадают.

Рассмотрим мысленно эксперимент по разрушению монолитного куби-
ческого фрагмента почвы (рис. 2.6), который со всех сторон окружен жест-
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кой оболочкой, состоящей из двух невесомых частей 1 и 2. Плоскость разъ-
ема оболочки совпадает с плоскостью A−A, ориентацию которой задает
угол β, равный углу трения “почвы о почву”. Плоскость A−A делит куби-
ческий фрагмент испытуемой среды на две части: 1 и 2.

Рис. 2.6

Повторяя этот эксперимент с фрагментами среды
разных размеров, а также варьируя величиной распре-
деленной внешней нагрузки P можно установить ве-
личину сопротивления сдвигу части 1 по отношению
части 2, или, что то же — касательной компоненты σντ

полного напряжения σν , действующего на площадке ds
в момент перед началом скалывания:

|σντ | = σνν tg ρ+ k, (2.12)

где ρ — угол внутреннего трения; k — коэффициент
сцепления [157]. Таким образом, видим, что сопротив-

ление сдвигу σντ слагается из сопротивления от внутреннего трения и из
сопротивления от сцепления.

Если среда характеризуется наличием внутреннего трения и сцепления,
то ее условимся называть сыпучей средой.

Напряженное состояние среды в некоторой точке ее объема называется
состоянием предельного равновесия, если для всего множества площадок,
проходящих через эту точку, справедливо неравенство:

|σντ | ≤ σνν tg ρ+ k, (2.13)

а на некоторых элементарных площадках, именуемых площадками сколь-
жения, к тому же обязательно достигается строгое равенство (2.12). Об-
ласть (точка) в объеме среды, где достигается состояние предельного рав-
новесия, называют областью (точкой) предельного равновесия или предель-
ной областью (точкой).

Если в некоторой точке среды для всех возможных площадок справед-
ливо неравенство

|σντ | < σνν tg ρ+ k, (2.14)

то скалывание или скольжение среды вдоль таких площадок невозможно.
В таком случае говорят, что в этой точке выполняется условие устойчи-
вого равновесия, соответствующее напряженное состояние среды называют
состоянием устойчивого равновесия, а области (точки) в объеме среды, на
которые оно распространяется, — областями (точками) устойчивого рав-
новесия. Области предельного и устойчивого равновесия обычно граничат
друг с другом и одна может полностью или частично окружать другую.

Равенство (2.12) именуют условием предельного равновесия (предель-
ным условием) для сыпучей среды. Формально оно повторяет условие пла-
стичности Мора (2.10), а, значит, и его геометрический образ (рис. 2.7)
можно построить, опираясь на относящийся к условию Мора рис. 2.5.
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Если ввести величину H = k ctg ρ, именуемую временным сопротивлени-
ем всестороннему равномерному растяжению, то предельное условие (2.12)
можно переписать так [157]:

|σντ | = (σνν +H) tg ρ. (2.15)

На рис. 2.7 показаны величины k, ρ и H, характеризующие среду, а так-
же связанные с ними графические построения [157]. Ориентацию площадок

Рис. 2.7

скольжения по отношению к век-
тору минимального главного на-
пряжения σ1 задает угол α1 меж-
ду вектором последнего и внеш-
ним вектором-нормалью к площад-
ке скольжения:

2α1 ≡ 2ε =
π

2
− ρ. (2.16)

Соотношение (2.16) с учетом воз-
можного зеркального отображения
верхней части рис. 2.7 вниз по от-
ношению к оси σνν устанавлива-
ет, что проходящих через вектор
σ2 площадок скольжения всего две.

По отношению к вектору σ3, они ориентированы под углами ±ε, а, значит,
между собою пересекаются под углом 2ε [157].

Выражения для нормального σνν и касательного σντ напряжений, дей-
ствующих на площадках скольжения, также определяются исходя из гра-
фических построений на рис. 2.7:

σνν =
σ3 + σ1

2
− σ3 − σ1

2
sin ρ, σντ =

σ3 − σ1

2
cos ρ. (2.17)

Обобщенное условие пластичности для несжимаемых сплошных сред,
обладающих пластичностью, вязкостью и внутренним трением, предложе-
но Гениевым А.Г. и представляет собой зависимость между инвариантами
тензоров напряжений и скоростей деформаций [164]:

τint = C1 + C2 σmid + C3H + C4Hσmid, (2.18)

где τint — интенсивность касательных напряжений (введена А.А.Иллюши-
ным и определяется через октаэдрические касательные напряжения τint =√

3
2 τokt; σmid — среднее гидростатическое давление (определяются через

компоненты тензора напряжений и равно октаэдрическому нормальному
напряжению σmid = σokt = 1

3 (σ1 + σ2 + σ3) = 1
3 (σxx + σyy + σzz); H — ин-

тенсивность скоростей деформации сдвига (определяется через ξxx = ∂
∂xVx,

ξxy = 1
2

(
∂
∂yVx + ∂

∂xVy

)
, · · · — компоненты тензора скоростей деформации и
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Vx, Vy, Vz, — проекции вектора скорости перемещения); C1 — предел теку-
чести при чистом сдвиге (сцепление) из условия Мизеса; C2 — коэффициент
внутреннего трения, входящий в условие пластичности Мизеса–Шлейхера;
C3 — динамический коэффициент вязкости из Ньютоновской модели вязкой
среды [165]; C4 — константа, имеющая размерность времени из выражения
для обобщенного динамического коэффициента вязкости, соответствующе-
го модели баровязкой среды [166].

В зависимости от того, какие из коэффициентов C1, C2, C3, и C4 правой
части уравнения (2.18) принимают ненулевые значения, Гениев классифи-
цирует среды на шестнадцать видов (табл. 2.1) [164].

В случае статической задачи: Vx = 0, Vy = 0, Vz = 0, а, следователь-
но, также равны нулю и все компоненты тензора скоростей деформации и,
наконец, H = 0 — интенсивность скоростей деформации сдвига. Это обстоя-
тельство существенно ограничивает многообразие математических моделей
сред от шестнадцати (в динамике) до трех (в статике):
пластическая среда, обладающая только сцеплением C1 �= 0

τint = C1; (2.19)

несвязная сыпучая среда, обладающая только внутренним трением C2 �= 0

τint = C2; (2.20)

сыпучая среда, обладающая и сцеплением C1 �= 0, и трением C2 �= 0

τint = C1 + C2 σmid. (2.21)

Таблица 2.1
Классификация несжимаемых сплошных сред

Название среды
по Гениеву

Частная форма
условия пластичности

1.Идеально-деформируемая τint = 0
2.Пластическая τint = C1

3.Несвязная сыпучая τint = C2 σmid

4. Сыпучая τint = C1 + C2 σmid

5. Вязкая τint = C3H
6. Вязко-пластическая τint = C1 + C3H
7.Несвязная вязко-сыпучая τint = C2 σmid + C3H
8. Вязко-сыпучая τint = C1 + C2 σmid + C3H
9.Идеальная баровязкая τint = C4Hσmid

10.Идеальная баровязко-пластическая τint = C1 + C4Hσmid

11.Идеальная баровязкая
несвязная сыпучая

τint = C2 σmid + C4Hσmid

12.Идеальная баровязкая сыпучая τint = C1 + C2 σmid + C4Hσmid

13. Баровязкая τint = C3H + C4Hσmid

14. Баровязко-пластическая τint = C1 + C3H + C4Hσmid

15. Баровязкая несвязная сыпучая τint = C2 σmid + C3H + C4Hσmid

16. Баровязкая сыпучая τint = C1+C2 σmid+C3H+C4Hσmid
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В работе [149] указывается на то, что переход нагруженной среды в пла-
стическое состояние не зависит от величины гидростатического давления.
В конечном итоге, такой подход позволяет обобщить условия пластичности
Треска–Сен-Венана (2.5) и Хубера-Мизеса-Генки (2.8), понимая, что первое
является приближением второго.

Возвращаясь к обобщенному условию Гениева (2.18) и его частному ва-
рианту (2.21), укажем, что последнее можно понимать как (2.18) в статике.
Теперь, усматривая аналогию между (2.21) и (2.12), условие предельного
равновесия сыпучей среды (2.12) также можно трактовать как обобщенное
условие для статической задачи, объединяющее свойства двух сред:
идеально-сыпучей [157], обладающей только внутренним трением ρ �= 0, но
не проявляющей связности k = 0

|σντ | = σνν tg ρ; (2.22)

идеально-связной [157], обладающей только сцеплением k �= 0, но не прояв-
ляющей внутреннее трение ρ = 0

|σντ | = k. (2.23)

Как видим, предельное условие (2.23) для идеально-связной среды пол-
ностью повторяет такое (2.5) для пластической среды (условие Треска–Сен-
Венана). В этом можно также убедиться, посмотрев на рис. 2.7 и 2.3. В слу-
чае, когда внутреннее трение отсутствует (ρ = 0), положение предельной
прямой на обеих рисунках 2.7 и 2.3 одинаково горизонтальное.

Поскольку усложнение математической модели часто приводит к сни-
жению результирующей точности решения конкретной задачи [167], то в
дальнейшем моделируя свойства почвы ограничимся применением условия
предельного равновесия (2.23) для идеально-связной среды.

2.3. Понятие плоской задачи

В механике сплошных сред можно выделить три вида задач (основных),
которые могут рассматриваться в рамках двумерного базиса, так называ-
емые плоские (двухосное) задачи, а именно: плоское напряженное состоя-
ние, плоское деформированное состояние (плоская деформация) и плоское
предельное равновесное состояние (плоское предельное равновесие). Разу-
меется, они неэквивалентные.

• — плоское напряженное состояние.
В работе [158] дано определение: “Если напряженное состояние рассмат-

ривать в ортогональной декартовой системе координат, то при плоском на-
пряженном состоянии компоненты тензора напряжений σzz, σxz, σyz равны
нулю, а остальные компоненты являются функциями координат x, y и не
зависят от z”. Главные нормальные напряжения в таком случае определя-
ются из условия равенства нулю определителя [158]:

det

(
(σxx − σν) τyx τzx

τxy (σyy − σν) τzy

τxz τyz (σzz − σν)

)
= 0 . (2.24)
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Последнее, с учетом того, что σzz = σxz = σyz = 0, дает [158]:{
σ1,2 = σν± =

1
2

[
(σxx + σyy) ±

√
(σxx − σyy)2 + 4τ2

xy

]
,

σ3 = σzz = 0.
(2.25)

В работе [155] приводится, что если третий инвариант напряженного
состояния I3 равен нулю, то такое напряженное состояние среды называется
плоским. По своей сути это определение не отличается от предыдущего.
Ведь I3 = 0, только в случае, когда σzz = σxz = σyz = 0.

В работе [159] плоским напряженным состоянием называется такое, при
котором все действующие на материальную точку напряжения параллель-
ны одной плоскости и выполняется требование σzz = σxz = σyz = 0.

Требование на равенство нулю одного из главных нормальных напряже-
ний предполагает и формулировка плоского напряженного состояния сре-
ды, приведенная в работе [168].

• — плоское деформированное состояние.
Если напряженное состояние нагруженного тела таково, что перемеще-

ния всех его точек происходят в одной плоскости (x, y), то такую дефор-
мацию называют плоской [158]. При этом напряжения, перемещения и де-
формации не зависят от координаты z и являются функциями двух других
координат x, y. Сечения, перпендикулярные к оси z, при деформации не
искривляются. Касательные напряжения в этих сечениях равны нулю, а,
значит, плоскости, перпендикулярные к оси z, являются главными [158].

Напряженное состояние при плоской деформации в каждой точке на-
груженного тела характеризуется тензором напряжений [158]:

σij =

⎧⎨⎩
σxx τyx 0
τxy σyy 0
0 0 σzz

⎫⎬⎭ , (2.26)

где, в случае несжимаемого материала, предполагается, что

σzz =
σxx + σyy

2
. (2.27)

Как видим, формулировки плоского напряженного и деформированного
состояний, взятые из одного источника [158], по ограничениям, накладыва-
емым на компоненты тензора напряжений, не совпадают. В первом случае
предполагается σzz = 0, а во втором требуется (2.27). В работе [159] ситуа-
ция повторяется. В случае плоского деформированного состояния равенство
нулю одного из главных нормальных напряжений не требуется.

В работе [149] сказано, что в случае плоской деформации или плоского
напряженного состояния частные производные в дифференциальных урав-
нениях равновесия (2.3) от компонент тензора напряжений, содержащих
индекс z, обращаются в нули. В таком случае, из (2.3) получаем (2.4). В
этой работе в случае плоского напряженного состояния предполагается,
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что σzz = σxz = σyz = 0, в то время как в задачах плоской деформации
σxz = σyz = 0, а σzz определяется выражением (2.27). Такие же требова-
ния приводятся в работах [161,169]. В работе [170] в формулировке понятия
плоской деформации ограничение на значение σzz не выдвигается.

• — плоское предельное равновесие.
Плоским равновесием будем называть равновесие бесконечно длинного

цилиндрического или призматического тела под действием сил, перпенди-
кулярных к образующим и распределенных в их направлении равномер-
но [157]. Обычно при изучении плоского равновесия принято применять
прямолинейную систему координат x, y, z, ось z которой направлена па-
раллельно образующим [157]. Компоненты напряжений σyz = σzx = 0, а
остальные компоненты σxx, σyy, σzz, σxy не зависят от координат z [157].
Такое определение нельзя назвать строгим, поэтому далее его уточним.

Плоским называется такое предельное равновесие (п. 2.2), при котором
кроме какого-либо предельного условия, например, (2.12) и (2.13), выпол-
няется следующие: а) тензор напряжений σik, определенный в декартовом
базисе, является функцией только двух координат, которые обозначаем x
и y; б) компоненты тензора напряжений σzx, σzy, σxz и σyz — равны ну-
лю; в) для ориентированного вдоль оси Oz нормального напряжения σzz,
которое является главным σ2, выполняется ограничение

σzz = σ2 ∈ [σ1, σ3]. (2.28)

С учетом объявленных ограничений заключаем, что ось Oz всегда сов-
падает с одним из главных нормальных напряжений, а плоскость Oxy —
с одной из главных площадок. В этом случае наряду с отсутствием каса-
тельных напряжений на Oxy и параллельных к ней площадках, вследствие
закона о парности касательных напряжений, отсутствуют и другие ориен-
тированные перпендикулярно к плоскости Oxy касательные напряжения.

Если из интервала (2.28) исключить граничные значения: σzz ∈ ]σ1, σ3[,
то положение площадок скольжения, на которых выполняются предельные
условия (2.12) и (2.13), становится определенным (рис. 2.7): они всегда па-
раллельны оси 0z или содержат ее. Бесконечные совокупности площадок
скольжения образуют поверхности скольжения, которые в рассматривае-
мом случае остаются цилиндрическими и, пересекаясь с плоскостью Oxy,
отображаются на ней в виде криволинейных линий скольжения.

Если же условие (2.28) выполняться не будет, то линии скольжения пе-
рейдут на другую, перпендикулярную к Oxy плоскость, и решение задачи в
рамках координат x и y станет невозможным. В случае, когда σzz = (σ3∨σ1),
на самом деле положение площадок скольжения не определено, хотя реше-
ние может быть найдено в прежних координатах.

Таким образом, обозначенный класс задач — это плоское предельное
равновесие идеально-сыпучей, идеально-связной и сыпучей сред. Главное
их требование — выполнение предельных условий (2.12) и (2.13).

Как уже было показано выше, в работах [155, 158, 159, 168, 171] понятие
плоской задачи формулируется иначе, во-первых ее называют “плоским на-
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пряженным состоянием”, а во-вторых — полагают, что σzz = 0. В нашем
случае такой подход неприемлем, поскольку, в зависимости от величины и
знаков двух других главных нормальных напряжений, ориентация предель-
ных площадок изменяется и, в конечном итоге, положение линий скольже-
ния не ограничится координатной плоскостью Oxy.

Рис. 2.8

Физически изучаемая ситуация реализуется, на-
пример (рис. 2.8), в объеме модельного вещества 1,
покоящегося на основании 2 между двумя плоскими
параллельными вертикальными неподвижными стен-
ками 3 и 4 бесконечной длины. Длинная их сторона
ориентирована по нормали к плоскости рисунка. Пред-
полагается, что поверхность модельного вещества яв-
ляется цилиндрической или плоской, а их горизонталь-
ная образующая ориентирована параллельно стенкам.
Плоскость Oxy декартовой системы координат Oxyz
совпадает с плоскостью рисунка, ось z (не показана),

а одна из осей x или y — перпендикулярна к обеим стенкам. Модельное
вещество весомо (γ — параметр, определяющий его вес), а вдоль его по-
верхности возможно внешнее нагружение P, величина и характер которого
не зависят от координаты z. Такая задача нашла отражение в ряде теоре-
тических и прикладных работ автора [172–179].

2.4. Компоненты тензора напряжений
для случая плоского предельного равновесия

Все компоненты тензора напряжений σxx, σyy, σxy (рис. 2.9) в случае
плоского предельного равновесия идеально-связной среды (когда ρ = 0, k �=
0 и выполняется (2.23)) можно вычислить через главные напряжения σ1 и

Рис. 2.9

σ3, задавая их ориентацию по
отношению к декартовой си-
стемы координат Oxy с помо-
щью угла ϕ между вектором
σ3 и осью Ox.

Введем обозначение:

s =
σ3 + σ1

2
(2.29)

— полусумма главных нор-
мальных напряжений σ3 и σ1.
Вначале перепишем выраже-

ния (2.17), определяющие величины σνν и σντ , с учетом обозначений s (2.29),
τmax (2.6). Затем полученные выражения для σνν и σντ подставляем в (2.23).
В результате получаем:

τmax = k. (2.30)

Это выражение по сути эквивалентно предельному условию (2.23).
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Далее, воспользовавшись выражением (2.30) и методом Мора, получим
выражения для компонентов тензора напряжений:⎧⎨⎩

σxx = s+ k cos 2ϕ,
σyy = s− k cos 2ϕ,
σxy = k sin 2ϕ.

(2.31)

2.5. Условие предельного равновесия
в компонентах тензора напряжений

Обратившись к выражениям (2.31), путем ряда постановок и формаль-
ных преобразований получаем:

(σxx − σyy)2 + 4σ2
xy = 4 k2 (2.32)

— условие плоского предельного равновесия в компонентах тензора напря-
жений для идеально-связной среды. Последнее совпадает с таковым для
пластической среды [149,153,154,158].

2.6. Дифференциальные уравнения
плоского предельного равновесия

Обратимся к дифференциальным уравнениям равновесия (2.4), относя-
щимся к плоской задаче и рассмотрим рис. 2.10 как частный случай рис. 2.1.
Компоненты тензора напряжений σij и σ′

ij определяются формулами (2.1) и
(2.2). Положим, что модельное вещество весомо и γ — постоянная, характе-
ризующая его удельный вес. Ориентацию осей x и y определим углом α ≥ 0

Рис. 2.10

между положительным направлением оси y и
вектором силы тяжести. Тогда уравнения равно-
весия (2.4) примут следующий вид [157,158,171]:⎧⎪⎨⎪⎩

∂σxx

∂x
+
∂σxy

∂y
= γ sinα,

∂σxy

∂x
+
∂σyy

∂y
= γ cosα.

(2.33)

Эти уравнения, дополняются условием предель-
ного равновесия (2.32), которое связывают функ-
ции σxx(x, y), σyy(x, y), σxy(x, y) и делают систему
(2.33) определенной. Предельному условию (2.32)
тождественно удовлетворяют выражения (2.31).

Дифференцируя последние и подставляя полученное в уравнения (2.33),
получаем систему уравнений [158,171]:⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩

∂s

∂x
− 2k

(
sin 2ϕ

∂ϕ

∂x
− cos 2ϕ

∂ϕ

∂y

)
= γ sinα,

∂s

∂y
+ 2k

(
cos 2ϕ

∂ϕ

∂x
+ sin 2ϕ

∂ϕ

∂y

)
= γ cosα,

(2.34)
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именуемую системой предельного равновесия идеально-связной среды и по-
чти повторяющую такую-же — для пластической среды [158,171].

Путем формальных преобразований [157,167] система (2.34) приводится
к симметричной форме [157]:

cos
(
ϕ∓ π

4

) ∂s
∂x

+ sin
(
ϕ∓ π

4

)∂s
∂y

∓

∓ 2k
[
cos
(
ϕ∓ π

4

)∂ϕ
∂x

+ sin
(
ϕ∓ π

4

)∂ϕ
∂y

]
=

= γ
[
sinα cos

(
ϕ∓ π

4

)
+ cosα sin

(
ϕ∓ π

4

)]
.

(2.35)

Система (2.35) являются определенной. В качестве независимых пере-
менных выступают координаты x, y, а в качестве неизвестных — функции
s = s(x, y) (2.29) и ϕ = ϕ(x, y). Прежде чем приступать к решению, необ-
ходимо их исследовать, т.е. определиться, к какому классу они относятся
и какие методы решения известны для данного класса систем. Подробно
такое исследование приведено в работе [167].

Обозначим через R
2
(x,y) евклидову плоскость, отнесенную к фиксиро-

ванной декартовой прямоугольной системе координат Oxy и выделим в
ней некоторую непустую односвязную область (x, y) ∈ D ⊂ R

2
(x,y). Пусть

u1(x, y), u2(x, y), . . ., un(x, y) — множество некоторых непрерывных функ-
ций, для которых D является областью определения. Введем векторы

u = (u1, u2, . . . , un) ,
∂u
∂x

=
(
∂u1

∂x
,
∂u2

∂x
, . . . ,

∂un

∂x

)
,

∂u
∂y

=
(
∂u1

∂y
,
∂u2

∂y
, . . . ,

∂un

∂y

)
(2.36)

и обозначим через R
n+2
(x,y,u) некоторое евклидово пространство, также отне-

сенное к ортонормированному базису, и по отношению к которому ранее
определенная евклидова плоскость R

2
(x,y) является подпространством. По-

ложим G ⊂ R
n+2
(x,y,u) — некоторая непустая область.

Далее рассмотрим некоторую систему уравнений, записанную в вектор-
ной (матричной) форме:

Fi

(
x, y,u,

∂u
∂x

,
∂u
∂y

)
= 0,

(i = 1, 2, . . . , n), (x, y) ∈ D ⊂ R
2
(x,y), u : D → G ⊂ R

n+2
(x,y,u),

(2.37)

где D — область определения системы; G — область ее решений.
Система (2.37) называется системой квазилинейных уравнений, если

функции Fi линейны относительно производных ∂
∂xu, ∂

∂yu; если же Fi ли-
нейны по совокупности переменных u, ∂

∂xu, ∂
∂yu, то система (2.37) называ-

ется линейной [183].
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Имея ввиду двумерный случай предельного равновесия, далее остано-
вимся на рассмотрении систем двух квазилинейных дифференциальных
уравнений первого порядка, приводимых к нормальной форме [183]:

∂u
∂x

+ A
∂u
∂y

= b, (x, y) ∈ D ⊂ R
2, u : D → R

4, (2.38)

где область D — односвязная; u =
(
ui

)2
i=1

— вектор-столбец искомых функ-
ций ui = ui(x, y); b =

(
bi
)2
i=1

— вектор-столбец правых частей уравнений
bi = bi(x, y,u); A =

(
aij(x, y,u)

)2
i,j=1

— матрица системы.
В рамках рассматриваемого класса систем уравнений различают эллип-

тические [184–196], параболические [184,185,187–190,192–196] и гиперболи-
ческие [183–188, 190–197] уравнения и их системы. В теории предельного
равновесия применение нашли только гиперболические системы. Поэтому
далее будем рассматривать именно их.

Пусть li=
(
li1(x, y,u), li2(x, y,u)

)
, i=1, 2 — левые собственные векторы

матрицы A, соответствующие ее собственным значениям ξi(x, y,u), т.е.

liA = ξili, i = 1, 2, (2.39)

где суммирования по i не предполагается.
Система квазилинейных уравнений (2.38) называется гиперболической

в области D, если для всех (x, y) ∈ D: во-первых, все собственные значения
ξi(x, y,u), i = 1, 2 матрицы A = A(x, y,u) вещественны; во-вторых, суще-
ствуют линейно независимые нормированные левые собственные векторы
li(x, y,u), i = 1, 2 [183,186,195], т.е.

det

(
l11 l

1
2

l21 l
2
2

)
�= 0. (2.40)

Система квазилинейных уравнений (2.38) называется гиперболической
в узком смысле в D, если для всех (x, y) ∈ D выполняются условия квази-
линейности, а собственные значения ξi, i = 1, 2 матрицы A различны [183].

2.7. Характеристический метод решения
гиперболических систем уравнений

Если для системы (2.38) условия гиперболичности соблюдается, то, до-
множив ее слева на собственные векторы li, i− 1, 2 матрицы A и выполнив
замену liA согласно (2.39), приводим систему (2.38) к виду [186]:

li
(
∂u
∂x

+ ξ(i)
∂u
∂y

)
= lib, i = 1, 2. (2.41)

Под характеристическими направлениями системы (2.38) условимся по-
нимать определенные уравнениями

dy

dx
= ξi(x, y,u), i = 1, 2 (2.42)
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направления дифференцирования искомой функции u(x, y) в уравнениях
(2.41) [183], а сами уравнения (2.42) условимся называть дифференциаль-
ными уравнениями характеристик [157].

Первые интегралы

χi(x, y,u) = λi = const, i = 1, 2 (2.43)

дифференциальных уравнений характеристик (2.42) определяют два одно-
параметрических семейства характеристических кривых с параметрами λi,
i = 1, 2, соответствующими собственным значениям ξi матрицы A [157].

Заметим, что направление (2.42) дифференцирования вектора u зависит
от самого u, но, однако, определяется не в пространстве решений R

4
(x,y,u1,u2)

,
а на евклидовой плоскости аргументов R

2
(x,y) в пределах области определе-

ния D. По этой причине под характеристиками часто понимают их проек-
ции на плоскость аргументов R

2
(x,y) [157,183]. Характеристики как проекции

на R
2
(x,y), принадлежащие к разным семействам, пересекаются под углом 2ε,

который определяется из уравнений (2.42)

|2ε| =
∣∣arctg(ξ1) − arctg(ξ2)

∣∣. (2.44)

Именно проекции характеристик имеют в виду, когда два семейства ха-
рактеристик используют как семейства координатных кривых, т.е. предпо-
лагают замену x = x(λ), y = y(λ), где λ = (λ1, λ2). Часто характеристиками
называют линии λi = const, рассматривая их на плоскости R

2
(λ1,λ2)

.
Используем тоже такой подход, и поэтому рассмотрим замену x = x(λ),

y = y(λ). Учитывая выражения для полных дифференциалов

dx =
∂x

∂λ1
dλ1 +

∂x

∂λ2
dλ2, dy =

∂y

∂λ1
dλ1 +

∂y

∂λ2
dλ2 (2.45)

и обстоятельство, что вдоль каждой характеристики i-го семейства λi =
const и, соответственно, dλi = 0, уравнения (2.42) дают [157,158]:

∂y

∂λj
= ξi

∂x

∂λj
i, j = 1, 2, i �= j. (2.46)

Обозначим U(λ) = u(x(λ), y(λ)) и запишем частные производные

∂U
∂λj

=
∂u
∂x

∂x

∂λj
+
∂u
∂y

∂y

∂λj
, j = 1, 2. (2.47)

Далее, выполнив подстановку ∂y/∂λj из (2.46) в (2.47), получаем

∂U
∂λj

=
(
∂u
∂x

+ ξi
∂u
∂y

)
∂x

∂λj
. (2.48)

Теперь, с учетом системы (2.41), приводим систему (2.48) к виду [186]:

li
∂U
∂λj

= lib
∂x

∂λj
i, j = 1, 2, i �= j. (2.49)
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Уравнения (2.49), выполняющиеся вдоль линий характеристик λi =
const, i = 1, 2 и являющиеся следствиями уравнений исходной системы
(2.38), условимся называть соотношениями, выполняющимися на харак-
теристиках или соотношениями на характеристиках. Они одинаковы для
любой из характеристик одного и того же семейства, равно как и сами
уравнения (2.42) характеристик этого же семейства. Для некоторых систем
соотношения на характеристиках (2.49) удается интегрировать [157,158].

2.8. Определение и классификация краевых задач

Применительно к системе квазилинейных уравнений гиперболического
типа (2.38) большинство авторов выделяет три [158] или четыре [157] типа
задач с дополнительными условиями, которые обычно именуют краевыми,
начальными или граничными.

Для системы двух уравнений в частных производных (2.38) такие за-
дачи интерпретируется геометрически как задача построения в простран-
стве R

2+2
(x,y,u1,u2)

интегральной поверхности, соответствующей вектор-функ-
ции u(x, y) и содержащей отрезок некоторой, необязательно гладкой, кри-
вой L, заданной, например, параметрически

x = x(τ), y = y(τ), τ ∈ [a, b]. (2.50)

Предполагается, что вдоль отрезка L, который обязательно принадлежит
области определения (L ∈ D), выполняется требование:

u(x, y)|L = u
(
x(τ), y(τ)

)
= uo(τ), τ ∈ [a, b], (2.51)

где uo(τ) — некоторая известная функция.
Введем некоторые понятия и впредь условия (2.51) будем называють

граничными условиями, вектор-функцию uo(τ) — граничной функцией, а
кривую L (2.50) — граничной кривой. Термин “граничные” условия, функ-
ции и т.д. чаще применяется в задачах, когда в качестве независимых пе-
ременных выступают координаты геометрического пространства (как в на-
шем случае) [159]. В динамических задачах, когда одной из независимых
переменных является время t, условия, касающиеся времени t = 0, часто
называют “начальными”, а другие, не зависящие от t и связанные с коор-
динатами геометрического пространства, — “граничными” [193, 198]. Если
дополнительные условия связывают между собою и время, и координаты
пространства, то их называют “краевыми” [183]. Сами задачи условимся на-
зывать краевыми [157, 158], а условия, коль время в качестве независимой
переменной в статике не фигурирует, — граничными.

Собственно классификация краевых задач строится на том, что пред-
ставляет собой граничная кривая или составляющие ее отрезки.

Первая краевая задача [157] или задача Коши [158,184,185,187]. Ее отли-
чительная особенность состоит в том, что отрезок граничной кривой, вдоль
которого задана граничная функция, единожды пересекает каждую из ха-
рактеристик (2.42) системы (2.38) [158].
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Вторая краевая задача [157] или задача Римана [158] предполагает, что
граничная кривая состоит из двух сопряженных краями отрезков характе-
ристик, принадлежащих различным семействам.

Третья краевая задача [157], задача Гурса [183] также подразумевает,
что граничная кривая состоит из двух сопряженных концами отрезков,
один из которых совпадает с одной из характеристик, а второй соответ-
ствует требованиям первой краевой задачи.

Четвертая краевая [157] или смешанная задача [183] по своей сути яв-
ляет собою произвольную комбинацию первых трех задач и при их решении
последовательно возникают условия задач Коши, Гурса и/или Римана.

• Численное решение задачи Коши.
Возвращаясь к задаче Коши (2.38), (2.50), (2.51), рассмотрим как систе-

му уравнения характеристик (2.46) и соотношений на них (2.49)⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
∂y

∂λj
= ξi

∂x

∂λj
,

li
∂U
∂λj

= lib
∂x

∂λj
,

i, j = 1, 2, i �= j. (2.52)

Далее домножим оба уравнения (2.52) на полный дифференциал dλj . И
выполним замену развернутой записи частных дифференциалов

dλi
x =

∂x

∂λj
dλj , dλi

y =
∂y

∂λj
dλj , dλi

u =
∂U
∂λj

, i, j = 1, 2, i �= j (2.53)

на их обозначения: dλi
x, dλi

y, dλi
u = (dλi

u1, dλi
u1)t — вектор столбец. Тут

слева используется индекс i по той причине, что при дифференцировании
по ∂/∂λj в результате получаем производную по направлению характери-
стики семейства λi = const, которой соответствует собственное значение ξi.
В конечном итоге получаем:{

dλi
y = ξi dλi

x,

li dλi
u = lib dλi

x,
i = 1, 2. (2.54)

Далее откажемся от векторной записи переменных{
dλi

y = ξi dλi
x,

li1 dλi
u1 + li2 dλi

u2 =
(
li1b1 + li2b2

)
dλi

x,
i = 1, 2 (2.55)

и обратимся к графической интерпретации алгоритма решения рассматри-
ваемой задачи Коши (рис. 2.11). На рисунке AB обозначает отрезок гра-
ничной кривой L. Семейство характеристик λ1 = const ориентировано сле-
ва направо, а семейство λ2 = const снизу вверх. Частные дифференциалы
dλi

x, dλi
y, i = 1, 2 изображены для случая перехода от узлов характери-

стик под номерами 1 и 2 в безымянную точку пересечения разноименных
характеристик, исходящих из указанных узлов.
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Рис. 2.11

Обозначим конкретные значения незави-
симых координат x1, y1 и значений функций
ui1, i = 1, 2 в узле номер 1; x2, y2, ui2, i = 1, 2
— в узле номер 2; а также величинами без ин-
дексов x, y, ui, i = 1, 2 — те же параметры, от-
носящиеся к безымянному узлу. В таком слу-
чае частные дифференциалы dλi

x, dλi
y, dλi

u1,
dλi

u2, i = 1, 2 можем записать в виде конеч-
ных разностей:

dλi
x = x− xi, dλi

y = y − yi,
dλi

u1 = u1 − u1i, dλi
u2 = u2 − u2i.

(2.56)

Перепишем систему (2.55) с учетом конечных разностей (2.56):{
y − yi = ξi (x− xi) ,

li1 (u1 − u1i) + li2 (u2 − u2i) =
(
li1b1 + li2b2

)
(x− xi) ,

i = 1, 2, (2.57)

где собственные значения ξi, собственные векторы li1, li2, и правые части
уравнений b1, b2 следует понимать как функции xi, yi, u1i, u2i, i = 1, 2.

Как видим, в конечном итоге получили систему четырех уравнений с
четырьмя неизвестными x, y, u1, u2. Решение этой системы дает значения
перечисленных величин в безымянном узле характеристической сетки.

Последовательно повторяя решения системы (2.56) сначала для всех пар
узлов на L, а затем вдоль прежде просчитанных узлов, для задачи Коши
(2.38), (2.50), (2.51), можно получить решение u(x, y) для всей площади
опирающегося на L характеристического треугольника ABC.

Продлить решение за пределы огибающих характеристик AC и BC рас-
сматриваемым методом невозможно. И более того, коль раньше характе-
ристика определена как линия, через которую решение распространяется
неоднозначно, то для продления решения через характеристики AC и BC,
очевидно, потребуются дополнительные условия [183].

Предложенный выше метод решения задачи Коши рассматривается в
работе [157]. Известны также иные численные методы [200–203], в частно-
сти, предполагающие последовательное приближение решения [183].

• Задача Римана и ее численное решение.
Построим решение u(x, y) системы (2.38), когда граничная кривая L

состоит из двух отрезков LAB и LAC линий характеристик различных се-
мейств λ2 = const и λ1 = const, соответственно, выходящих из одной точки
(рис. 2.12). Оба отрезка заданы параметрически

x = XAB(τ), y = YAB(τ), τ ∈ [a, b];

x = XAC(τ), y = YAC(τ), τ ∈ [a, c].

XAB(τ)|τ=a = XAC(τ)|τ=a, YAB(τ)|τ=a = YAC(τ)|τ=a.

(2.58)
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Предполагается, что вдоль (LAB ,LAC) ∈ D, выполняются требования:

u(x, y)|LAB
= u
(
XAB(τ), YAB(τ)

)
= uo

AB(τ), τ ∈ [a, b],

u(x, y)|LAC
= u
(
XAC(τ), YAC(τ)

)
= uo

AC(τ), τ ∈ [a, c],

uo
AB(τ)|τ=a = uo

AC(τ)|τ=a,

(2.59)

где uo
AB(τ) и uo

AC(τ) — некоторые известные непрерывные, по меньшей мере
один раз дифференцируемые функции. Как минимум, такое же требование

Рис. 2.12

гладкости распространяется и на функции па-
раметра τ (2.58).

Пояснение процесса решения краевой за-
дачи Римана (2.38), (2.58), (2.59) выполним,
как и ранее, на примере метода конечных
разностей. При этом, непосредственно приме-
ним систему (2.57). Сначала расчет ведется
вдоль отрезка одной известной характеристи-
ки (AC), затем вдоль известного отрезка дру-
гой (AB). Далее процесс повторяется снова,
начиная с пары внутренних узлов. Таким об-
разом строится решение u(x, y) в пределах ха-
рактеристического четырехугольника ABDC.

• Простейший алгоритм решения задачи Гурса
Сформулируем применительно к системе (2.38) граничные условия для

краевой задачи Гурса. Положим, L, как и в задаче Римана, состоит из двух
сопряженных в точке A отрезков LAB и LAC (рис. 2.13), первый из которых
совпадает с характеристикой λ2 = const и задан параметрически

x = x(τ), y = y(τ), τ ∈ [a, b], (2.60)

и вдоль него известна граничная функция

u(x, y)|LAB
= u
(
x(τ), y(τ)

)
= uo(τ), τ ∈ [a, b], (2.61)

Рис. 2.13

а второй LAC отвечает требованиям задачи Коши
в том смысле, что каждую из характеристик пере-
секает только один раз. Вдоль LAC известны два
конечных или дифференциальных соотношения

Fi

(
x, y,u,

∂u
∂x

,
∂u
∂y

)
= 0, i = 1, 2. (2.62)

Решение задачи Гурса (2.38), (2.60) – (2.62) на-
чинается с приведения дифференциальных соот-
ношений (2.62) к конечно разностному виду:

F̃i (xA, yA,uA, x2, y2,u2) = 0, i = 1, 2, (2.63)
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где индексы при x, y, u соответствуют узлам на рис. 2.13. Значения xA, yA,
uA известны из (2.60), (2.61). Поэтому перепишем (2.63) с пониманием, что
неизвестными являются только x2, y2, u2

F̃i (x2, y2,u2) = 0, i = 1, 2. (2.64)

Если же вдоль LAC изначально заданы именно конечные соотношения,
то их следует понимать как форму (2.64). Система (2.64) не является опре-
деленной: неизвестных четыре, а уравнений два. Дополним ее двумя урав-
нениями в конечных разностях (2.57), соответствующих характеристике
λ1 = const, т.е. когда i = 1. Но при этом, имея в виду пару узлов 3 и 2,
в уравнениях (2.57) величинам x, y, u1 и u2, относящимся к безымянному
узлу на рис. 2.12, присвоим индекс 2, а величинам x1, y1, u11 и u21, относя-
щимся к узлу номер 1, присвоим индекс 3. В итоге имеем⎧⎪⎨⎪⎩

y2 − y3 = ξi (x2 − x3) ,

li1 (u12 − u13) + li2 (u22 − u23) =
(
li1b1 + li2b2

)
(x2 − x3) ,

F̃j (x2, y2,u2) = 0, j = 1, 2,

(2.65)

где i = 1 — в соответствии с номером семейства характеристики, кото-
рая рассматривается; x3, y3, u13 и u23 — известные из граничных условий
(2.60), (2.61) величины. Таким образом, получили систему четырех уравне-
ний относительно четырех неизвестных x2, y2, u12 и u22. Решив ее, находим
неизвестные величины для узла номер 2.

Дальше, имея в виду узлы 1 и 2, выполняются вычисления в точности с
алгоритмом решения задачи Римана. Ведь известные параметры принадле-
жат двум характеристикам из различных семейств, а безымянный узел, на
который указывают стрелки на рис. 2.13, расположен на их пересечении.

После выполнения этого шага выполняется предыдущий, но уже со сме-
щением на один узел вдоль граничного отрезка LAC . Затем снова выполня-
ется алгоритм решения задачи Римана, но уже дважды и т.д. пока не будет
построено решение u(x, y) для всей области ABC.

Как видим, поиск решения u(x, y) для задача Гурса предполагает ис-
пользование алгоритма, который ранее применялся при решении задачи
Римана. По этой причине задачу Гурса иногда называют смешанной.

• Конечно-разностный алгоритм решения смешанной задачи.
Постановку смешанной задачи для гиперболической системы (2.38) вы-

полним в соответствии с работой [183]. Следует найти решение u(x, y) си-
стемы (2.38), принимающее при y = 0 заданные значения

u(x, y)|y=0 = uo(x), (a ≤ x ≤ b) (2.66)

и удовлетворяющее некоторым дополнительным граничным условиям

Fi

(
x, y,u(x, y)

)|L1 = 0, Gi

(
x, y,u(x, y)

)|L2 = 0, (i = 1, 2), (2.67)
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которые задаются на некоторых линиях L1 и L2, выходящих соответственно
из концов x = a и x = b отрезка [a, b] оси y = 0 (рис. 2.14).

Будем считать, что кривые L1 и L2 обладают непрерывно изменяющейся
касательной, и условия (2.66) на концах отрезка x ∈ [a, b] тождественно
удовлетворяют соотношениям (2.67):

Fi

(
a, 0,uo(a)

)
= 0, Gi

(
b, 0,uo(b)

)
= 0, (i = 1, 2). (2.68)

Рис. 2.14

Алгоритм решения смешанной задачи
(2.38), (2.66) – (2.68) вытекает из анализа
рис. 2.14. Задача решается в три этапа:
первый — в границах характеристического
треугольника ABC решается задача Коши
(строятся отрезки характеристик AC иBC);
второй — в границах характеристических
треугольников ACD и CBE решается за-
дача Гурса (строятся недостающие отрезки
характеристик CD и CE); третий — в рам-
ках характеристического четырехугольника
CEFD решается задача Римана (строятся
отрезки характеристик DF и FE).

Как видим, текущая задача потому и называется смешанной, поскольку
алгоритм поиска ее решения предполагает “смешивание” алгоритмов реше-
ния трех ранее рассматриваемых задач Коши, Гурса и Римана.

В работе [157] также рассматривается смешанная задача, но в случае,
когда отрезок AB равен нулю, т.е. a = b.

2.9. Характеристическое решение
систем уравнений предельного равновесия

Рассмотрим систему уравнений предельного равновесия идеально-связ-
ной среды (2.35). Введем ряд обозначений

u = (s, ϕ)t
, (2.69)

где s = s(x, y) полусумма главных нормальных напряжений s = (σ3 +σ1)/2
(2.29), а ϕ = ϕ(x, y) — угол между направлением максимального главного
нормального напряжения σ3 и осью абсцисс (рис. 2.9). Тогда

∂u
∂x

=
(
∂s

∂x
,
∂ϕ

∂x

)t

,
∂u
∂y

=
(
∂s

∂y
,
∂ϕ

∂y

)t

. (2.70)

Далее определим матрицы

B =
(

cos
(
ϕ∓ π

4

)
∓ 2k cos

(
ϕ∓ π

4

) )
, (2.71)

C =
(

sin
(
ϕ∓ π

4

)
∓ 2k sin

(
ϕ∓ π

4

) )
, (2.72)
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вектор-столбец правых частей (2.35)

d =
(
γ
[
sinα cos

(
ϕ∓ π

4

)
+ cosα sin

(
ϕ∓ π

4

)] )
(2.73)

и перепишем систему (2.35) в матричной форме:

B
∂u

∂x
+ C

∂u

∂y
= d. (2.74)

В пространстве (x, y) области определения систем (2.35), (2.74) выберем
односвязную область D, такую, что для всех (x, y) ∈ D справделиво:

ϕ∓ π

4
�= (2n+ 1)

π

2
, n ∈ Z , (2.75)

где Z — множество целых чисел. Тогда можно утверждать, что det(B)|D �= 0
и, ограничившись (x, y) ∈ D, привести систему (2.74) к виду:

∂u
∂x

+ A
∂u
∂y

= b, (x, y) ∈ D ⊂ R
2
(x,y), (2.76)

где A = B−1C — матрица системы; b = (b1, b2)t = B−1d — вектор-столбец
ее свободных членов.

A=

⎛⎜⎝ 1
2

[
tg
(
ϕ+

π

4

)
+tg

(
ϕ− π

4

)]
k
[
tg
(
ϕ+

π

4

)
−tg

(
ϕ− π

4

)]
1
4k

[
tg
(
ϕ+

π

4

)
−tg

(
ϕ− π

4

)] 1
2

[
tg
(
ϕ+

π

4

)
+tg

(
ϕ− π

4

)]
⎞⎟⎠ . (2.77)

b1 = γ
{

sin α+
cos α

2

[
tg
(
ϕ+

π

4

)
+ tg

(
ϕ− π

4

)]}
,

b2 = γ
cos α
4k

[
tg
(
ϕ+

π

4

)
− tg

(
ϕ− π

4

)]
.

(2.78)

Собственные значения ξi, i = 1, 2 и соответствующие левые собственные
векторы li матрицы A (2.77) следующие:

ξi = tg
(
ϕ∓ π

4

)
,

li =

(
∓1√

4k2 + 1

2k√
4k2 + 1

)
,

(2.79)

где i = 1 — соответствует верхним знакам, а i = 2 — нижним.
Прибегнув к анализу формы записи (2.76) системы (2.35), собственных

значений ξi и собственных векторов li (2.79) матрицы A, заключаем, что
система уравнений предельного равновесия идеально-связной среды для
плоской задачи (2.35) квазилинейна и гиперболична в узком смысле на всей
евклидовой плоскости R

2
(x,y), исключая геометрические места, где не выпол-

няются условия требования (2.75), а значит квазилинейна и гиперболична
в узком смысле и во всей односвязной области D.
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• Характеристики. Соотношения на характеристиках.
Поскольку гиперболичность интересующих систем уравнений плоского

предельного равновесия идеально-связной среды (2.35) уже установлена,
то, значит, известно: а) представление этих системы по форме (2.76); б) соб-
ственные значения ξi, (i = 1, 2) (2.79); с) левые собственные векторы (2.79).
В таком случае уравнения характеристик можно записать сразу, воспользо-
вавшись выражениями (2.42). Соответствующие характеристикам соотно-
шения (2.49) можно получить путем подстановки уравнений характеристик
в уравнения исходной системы (2.35).

Уравнения характеристик системы (2.35) следующие:

cos
(
ϕ∓ π

4

)
dy − sin

(
ϕ∓ π

4

)
dx = 0. (2.80)

На плоскости (x, y) ∈ D характеристики (2.80) образуют криволинейную
ортогональную сетку. На них выполняются соотношения

ds∓ 2kdϕ = γ [sinαdx+ cosαdy] , (2.81)

которые могут быть интегрированы

s∓ 2kϕ = γ [x sinα+ y cosα] + fi(λi), при λi = const, i = 1, 2. (2.82)

где i = 1 — соответствует верхним знакам, а i = 2 — нижним; fi(λi) —
постоянные интегрирования, представленные как функции от параметров
характеристик λ, i = 1, 2. fi(λi), могут быть уточнены по граничным дан-
ным. Когда fi = λi, из (2.82) имеем

s =
λ2 + λ1

2
+ γ (x sinα+ y cosα) , ϕ =

λ2 − λ1

4k
. (2.83)

Уравнения характеристик (2.80) и соотношения на них (2.81), (2.82) яв-
ляют собою искомое характеристическое решение системы уравнений плос-
кого предельного равновесия идеально-связной среды (2.35). Известны дру-
гие методы поиска такого решения [153,157,158,171].

• Характеристики как линии скольжения.
Метод линий скольжения зародился в теории пластичности [149] и уже

потом был привнесен в теорию предельного равновесия [157,180,209–215].
Поскольку основные уравнения теорий пластичности и предельного рав-

новесия идеально-связной среды совпадают, то значит, с учетом специфики
терминологии, все известное из первой теории может быть почти полно-
стью распространено и на вторую. Различия проявляются: во-первых, в
формулировке краевых условий и трактовке результатов и, во-вторых, в
некоторых традициях записи основных уравнений и систем. Дальнейшее
изложение, строго говоря, относится к теории пластичности [149].

Первые исследования линий скольжения относятся к описанию фигур
деформации пластичных материалов, которое было дано В.Людерсом [216],
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Д.К.Черновым [217], Л.Гартманом [218]. Последующие теоретические ис-
следования показали, что такие линии совпадают с характеристиками си-
стем дифференциальных уравнений для плоской задачи. Если использу-
ется условие пластичности Треска–Сен-Венана, то линии скольжения сов-
падают с траекториями максимальных касательных напряжений. Г.Генки
[219] и Л.Прандталь [220], опираясь на более ранние исследования Б.Сен-
Венана [221] и М.Леви [222], сформулировали основные положения теории
линий скольжения. Дальнейшее развитие теория линий скольжения полу-
чила в работах А.Надаи [223,224], Х.Гейрингер [225], В.Прагера [226,227] и
С.Г.Михлина [228]. Общее решение задачи о пластическом распределении
напряжений в плоском сечении было дано С.А.Христиановичем [153].

В 1940 г. была опубликована работа В.В.Соколовского о давлении пла-
стической среды на плоский штамп [229]. В этой и других вскоре последо-
вавших статьях В.В.Соколовский предложил методы построения полей на-
пряжений для пластического напряженного состояния при различных гра-
ничных условиях. В 1946 году результаты этих исследований были обобще-
ны и систематизированы в монографии [230].

В.В.Соколовский разработал метод решения задач пластического тече-
ния металлов с учетом статических и кинематических граничных условий
[231, 232]. Б.А.Друянов предложил иной метод решения таких задач [233,
234]. Вопросы пластического течения рассматривали: А.А.Ильюшин [235–
237], А.Ю.Ишлинский [238], Ю.Н.Работнов [239, 240]. Д.Д.Ивлевым [168]
даны обобщения теории линий скольжения на пространственные задачи и
более сложные условия пластичности.

Методу линий скольжения уделено значительное внимание в моногра-
фиях Л.М.Качанова [241] и в работе И.А.Кийко [242].

В работах А.Надаи [223,224], Р.Хилла [161,243,244] В.Прагера [226,227,
245], Х.Гейрингер [225], Дж.Александера [246, 247], В.Джонсона [248–250],
А.Грина [251], Х.Кудо [249, 252, 253], П.Меллора [248], Х.Такахаши [252],
Р.Шилда [254], Д.Бишопа [255] теория линий скольжения получила даль-
нейшее развитие. Значительным вкладом в развитие теории линий сколь-
жения явились работы Р.Зауэра [256,257] и Х.Нейбера [258], предложивших
метод линеаризации основных уравнений.

Метод характеристик следует понимать как чисто математический ме-
тод, который является неотъемлемой частью теории дифференциальных
уравнений в частных производных и их систем. Поэтому метод линий сколь-
жения — это приложение метода характеристик в механике.

Быстрое развитие метода линий скольжения или метода характеристик
объясняется тем, что он позволяет полностью определять поля напряжений
в сечениях нагруженного материала и анализировать локальные явления,
обычно важные для решения технологических задач [149].

Свойства линий скольжения подробно изложены в работах [149,157,158,
163,167,183,183,219,259,260]..
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ВЫВОДЫ

1. Рассматривая почву, как сплошную среду ее равновесное состояние
можно описать, использовав дифференциальные уравнения Навье (в объ-
емном случае) или Сен-Венана (в двумерном случае), которые связывают
компоненты тензора напряжений и параметры веса среды. Они образуют
две системы, которые не является определенными и при решении предпо-
лагают применение дополнительных уравнений. В качестве последних ис-
пользуем критерии пластичности и/или предельного равновесия, которые,
собственно, и являют основу выбранной математической модели среды.

2. Наиболее известными условиями пластичности и предельного рав-
новесия являются: а) критерий максимальных касательных напряжений
Треска–Сен-Венана; б) условие постоянства удельной энергии формоизме-
нения Хубера–Мизеса–Генки; в) критерий пластичности Мора; г) условие
предельного равновесия Соколовского; д) обобщенное условие пластично-
сти несжимаемых сплошных сред Гениева.

3. Из анализа обобщенного условия пластичности Гениева вытекает, что
наиболее важными параметрами среды, которые проявляются как в статике
так и в динамике, являются ее связность и внутреннее трение. Вязкостные
свойства проявляются только в динамике.

4. Поскольку теории пластичности и предельного равновесия по своей
сути совпадают и различаются только принятыми соглашениями в отноше-
нии ранжирования и знаков главных напряжений, то в дальнейшем, приняв
единые соглашения, когда положительными считаются сжимающие глав-
ные нормальные напряжения, и большему из них присваивается больший
индекс, в рамках одной теории корректно использовать критерии как пла-
стичности, так и предельного равновесия.

5. С учетом изложенного выше, рационально рассматривать почву как
идельно-связную (по Соколовскому) неупругую весомую сплошную среду,
обладающую внешним трением. Ее состояние предельного равновесия опи-
сывается квазилинейной системой уравнений гиперболического типа. Для
таких систем известны характеристические методы решения, предполагаю-
щие поиск уравнений характеристик и соотношений, которые выполняются
вдоль них и связывают параметры напряженного состояния среды и неза-
висимые координаты.

6. В конечном итоге большинство рассматриваемых практических за-
дач, использовав характеристическое решение исходной системы уравне-
ний, могут быть сведены, к известным краевым задачам Коши, Римана,
Гурса или к смешанное задаче, являющей собою комбинацию первых трех.
В любом случае в рамках классических теорий пластичности и предельно-
го равновесия сплошных сред для решения перечисленных задач в качестве
граничных условий необходимо знать все компоненты тензора напряжений
действующих вдоль граничной кривой. Поскольку в техническом смысле
это почти нерешаемая практическая проблема, то в дальнейшем следует
сосредоточиться на разработке частных методов решения интересующих
задач, минимизирующих количество необходимых начальных данных.
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ГЛАВА 3
РАЗВИТИЕ ОБЩЕЙ ТЕОРИИ НАПРЯЖЕННОГО СОСТОЯНИЯ

ПОЧВЫ КАК СПЛОШНОЙ НЕУПРУГОЙ СРЕДЫ
В СОСТОЯНИИ ПРЕДЕЛЬНОГО РАВНОВЕСИЯ

3.1. Система уравнений плоского предельного равновесия
идеально-связной среды. Замена переменных
по характеристическому решению

Как показано выше, переход от исходной системы (2.38) к ее характе-
ристическому виду (2.46), (2.49) предусматривает неявную замену перемен-
ных, при которой функциональные зависимости x = x(λ), y = y(λ) остают-
ся неизвестными. Предложим явную замену переменных, когда связь меж-
ду старыми координатами x, y и новыми (параметрами характеристик) λi,
i = 1, 2 изначально представлена аналитически [204].

Напомним, что переход от (x, y) к λi, i = 1, 2, в процессе которого си-
стема (2.41) преобразуется в систему (2.49), возможен в случае, если такая
замена переменных является невырожденной, т.е. когда

D(x, y)
D(λ1, λ2)

= det

⎛⎜⎜⎝
∂

∂λ1
x

∂

∂λ2
x

∂

∂λ1
y

∂

∂λ2
y

⎞⎟⎟⎠ �= 0 . (3.1)

В известном случае частные производные ∂
∂λj

x, и ∂
∂λj

y, j = 1, 2, равно как
и якобиан (3.1), остаются неопределенными.

Заметим, что работа [204] — не первая попытка решения такой задачи
[157,158]. Первым обозначил эту задачу Христианович [153] в 1936 году.

• Переход на сетку характеристик. Явная замена переменных
Из газовой динамики известно преобразование координат (независимых

переменных) по решению [183], когда новые координаты записывают в ви-
де выражений для полных дифференциалов. Этот метод предусматрива-
ет введение четырех новых неизвестных функций ηi = ηi

(
λ,U(λ)

)
, θi =

θi

(
λ,U(λ)

)
, i = 1, 2, таких, что{

dy = η1dλ1 + θ1dλ2 ,
dx = η2dλ1 + θ2dλ2 .

(3.2)

Законность замены (3.2) предполагает выполнение двух условий [183]:

Δ = η1θ2 − η2θ1 �= 0 , (3.3)

∂ηi

∂λ2
=
∂θi

∂λ1
, i = 1, 2. (3.4)

Справедливость (3.3) вытекает из соображений существования решения си-
стемы (3.2) относительно дифференциалов dλi, i = 1, 2, а (3.4) — из равен-
ства смешанных производных:

∂2

∂λ1∂λ2
x =

∂2

∂λ2∂λ1
x ,

∂2

∂λ1∂λ2
y =

∂2

∂λ2∂λ1
y . (3.5)
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Поставленная выше цель достигается, если ηi, θi, i = 1, 2 — найдены
и обеспечивается выполнение требования (3.1). Известный [183] алгоритм
поиска функций ηi, θi, i = 1, 2 не всегда дает положительный результат (осо-
бенно в случае двух уравнений) и совсем не гарантирует переход к системе
(2.49). В работе [183] преследовались иные цели, поэтому далее модифици-
руем известное преобразование координат по решению.

Поскольку вдоль характеристик λi = const дифференциал dλi = 0, i =
1, 2, то из замены переменных (3.2) имеем⎧⎪⎨⎪⎩

dy

dx
=
θ1
θ2

= ξ1 ,

dy

dx
=
η1
η2

= ξ2 .
(3.6)

Собственные значения ξi, i = 1, 2 определяют направления дифферен-
цирования (2.42) и, следовательно, могут быть записаны как тангенс неко-
торого угла. Имея ввиду это обстоятельство, использовав замену

sinαi =
ξi√

1 + ξ2i

, cosαi =
1√

1 + ξ2i

, i = 1, 2 , (3.7)

представим их в виде отношений:

ξi =
sinαi

cosαi
, i = 1, 2 . (3.8)

С учетом (3.6) и (3.8) можно утверждать, что функции ηi и θi, i = 1, 2
имеют общие, отличные от единицы множители. Условимся называть их
масштабирующими и обозначим соответственно:

υ = υ
(
x, y,u(x, y)

)
= υ(λ,U) , и ω = ω

(
x, y,u(x, y)

)
= ω(λ,U) . (3.9)

Тогда, учитывая (3.6) – (3.9), из (3.2) получим{
dy = υ sinα2 dλ1 + ω sinα1 dλ2 ,
dx = υ cosα2 dλ1 + ω cosα1 dλ2 .

(3.10)

Запишем для (3.10) аналогичные (3.3), (3.4) уравнения ограничений

Δ = υ ω sin(α2 − α1) �= 0 , (3.11)⎧⎪⎨⎪⎩
∂

∂λ2
(υ sinα2) − ∂

∂λ1
(ω sinα1) = 0 ,

∂

∂λ2
(υ cosα2) − ∂

∂λ1
(ω cosα1) = 0 .

(3.12)

При условии, когда выполняются требования гиперболичности в узком смы-
сле1, т.е. когда ξ1 �= ξ2, выражение (3.11) трансформируется к виду

υω �= 0. (3.13)
1Для рассматриваемого класса систем уравнений, нашедших применение в теориях

пластичности [158,186] и предельного равновесия [157], условия гиперболичности в узком
смысле — соблюдаются.
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Система (3.12) путем формальных преобразований и замены δ = α1−α2

приводится к виду: ⎧⎪⎨⎪⎩
∂υ

∂λ2
sin δ = υ cos δ

∂α2

∂λ2
− ω

∂α1

∂λ1
,

ω

∂λ1
sin δ = υ

∂α2

∂λ2
− ω cos δ

∂α1

∂λ1
.

(3.14)

Далее систему уравнений (3.14) условимся называть системой-следстви-
ем замены независимых переменных по характеристическому решению ис-
ходной гиперболической системы (2.38).

Если sin δ, cos δ, ∂
∂λ1

α1 и ∂
∂λ2

α2 рассматривать как некоторые известные
функции λi, i = 1, 2, то в общем случае систему (3.14) следует классифици-
ровать как линейную гиперболическую. После приведения ее уравнений к
каноническому виду [190] их можно интегрировать, например, с примене-
нием метода разделения переменных (метода Фурье) [185,195].

В работе [204] приводится доказательство теоремы: “Применительно к
системе двух квазилинейных гиперболических в узком смысле дифферен-
циальных уравнений первого порядка (2.38), любое ненулевое решение υ =
υ(λ) и ω = ω(λ) системы равенств смешанных производных (3.12) удовле-
творяет требованию (3.1) невырожденности преобразований независимых
координат x = x(λ), y = y(λ), выполняемых с использованием предла-
гаемой явной замены (3.10) в процессе перехода на сетку характеристик
(λ1, λ2), т.е. к системе соотношений на характеристиках (2.49)”.

Таким образом, применительно к системе (2.38), можно осуществить пе-
реход на сетку характеристик λi, i = 1, 2 (к системе (2.49)), не заботясь о
поиске масштабирующих функций υ и ω.

3.2. Соотношения на декартовых координатах
для системы уравнений плоского предельного
равновесия идеально-связной среды

Вывод соотношений на декартовых координатах для системы уравнений
плоского предельного равновесия идеально-связной среды подробно рас-
сматривается в работах [204,261,262].

3.2.1. П о с т а н о в к а з а д а ч и. Обратимся к системе уравнений (2.35)
плоского предельного равновесия весомой идеально-связной среды.

В п.г. 2.9 показано, как, применив обозначения

u = (s, ϕ)t
,

∂u
∂x

=
(
∂s

∂x
,
∂ϕ

∂x

)t

,
∂u
∂y

=
(
∂s

∂y
,
∂ϕ

∂y

)t

, (3.15)

а также (2.77) и (2.78), она приводится к нормальной форме (2.76)

∂u
∂x

+ A
∂u
∂y

= b, (x, y) ∈ D ⊂ R
2
(x,y). (3.16)
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Собственные значения ξi (2.79) матрицы A (2.77), учитывая обозначения
(3.15), следующие:

ξ1
ξ2

}
= tg

(
ϕ∓ π

4

)
. (3.17)

В п.г. 2.9 приводится характеристическое решение системы (2.35) или,
что то же, — (3.16).

Перепишем уравнения характеристик (2.80) системы (2.35), (3.16) с уче-
том обозначений (3.15):

cos
(
ϕ∓ π

4

)
dy − sin

(
ϕ∓ π

4

)
dx = 0. (3.18)

Соотношения на характеристиках (2.81) получим непосредственно из ис-
ходной системы (2.35), учитывая обозначения (3.15), воспользовавшись при-
веденным в п.г. 3.1 методом замены переменных по характеристическому
решению, т.е. применяя замену (3.10):⎧⎨⎩ dy = υ sin

(
ϕ+

π

4

)
dλ1 + ω sin

(
ϕ− π

4

)
dλ2,

dx = υ cos
(
ϕ+

π

4

)
dλ1 + ω cos

(
ϕ− π

4

)
dλ2,

(3.19)

где υ = υ
(
x, y,u(x, y)

)
и ω = ω

(
x, y,u(x, y)

)
— предложенные ранее, мас-

штабирующие функции-множители (3.9).
Частные производные старых координат x, y, по новым λi, i = 1, 2 по-

лучаем из выражений полных дифференциалов (3.19)

∂y

∂λ1
= υ sin

(
ϕ+

π

4

)
,

∂y

∂λ2
= ω sin

(
ϕ− π

4

)
,

∂x

∂λ1
= υ cos

(
ϕ+

π

4

)
,

∂x

∂λ2
= ω cos

(
ϕ− π

4

)
.

(3.20)

Домножая уравнение (2.35) с верхними и нижними знаками соответственно
на ω и υ, учитывая (3.15) и (3.20), получаем форму (2.49) соотношений на
характеристиках λi, i = 1, 2. После интегрирования они дают:

s∓ 2kϕ = γ [x sinα+ y cosα] + λi , при i = 1, 2 . (3.21)

Из (3.21) имеем:

s =
λ1 + λ2

2
+ γ [x sinα+ y cosα] , ϕ =

λ2 − λ1

4k
. (3.22)

Частные производные (3.20) с учетом условия (3.13) удовлетворяют тре-
бованию (3.1), а, значит, проведенные выше преобразования независимых
переменных являются невырожденными. Таким образом, получено харак-
теристическое решение системы уравнений (2.35) плоского предельного рав-
новесия весомой идеально-связной среды. Его недостаток состоит в том,
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что соотношения (3.21) выполняются на характеристиках (3.18), положе-
ние и форма которых неизвестна. Поставим задачу получить соотношения,
подобные (3.21), но выполняющиеся вдоль ортогональных прямых, парал-
лельных осям системы координат. В дальнейшем такие соотношения будем
называть соотношениями на декартовых координатах.

3.2.2. Ма сшт а б и р ующи е функции-мн ожит е л и. Описанный
переход на сетку характеристик λi, i = 1, 2 с применением явной замены пе-
ременных (3.10) или (3.19), предполагает существование решения системы
равенств смешанных производных (3.12) или полученной от нее системы
(3.14), но не требует нахождения этого решения. В таком случае производ-
ные (3.20), равно как и уравнения (3.10) или (3.19) связи старых и новых
координат x = x(λ), y = y(λ), где λ = (λ1, λ2), остаются неизвестными.

• Система-следствие замены независимых переменных по характеристи-
ческому решению. Постановка задачи для поиска аналитического представ-
ления масштабирующих функций-множителей

В рассматриваемом случае условия ортогональности сетки характери-
стик (3.18) соблюдаются tg(ϕ − π/4) = − ctg(ϕ + π/4), следовательно α1 =
ϕ− π/4, α2 = ϕ+ π/4, δ = π/2, sin δ = 1, а cos δ = 0. Частные производные

∂
∂λi

αj (i, j = 1, 2; i �= j) находим с учетом (3.22) дифференцированием:

∂αj

∂λi
=

∂ϕ

∂λi
= ∓ 1

4k
= const , i, j = 1, 2, i �= j. (3.23)

Система (3.14) в этом случае дает:⎧⎪⎨⎪⎩
∂υ

∂λ2
= − ω

4k
,

∂ω

∂λ1
= − υ

4k
.

(3.24)

Сформулируем задачу Коши. Положим, в некоторой окрестности дуги
λ = λ(τ) кривой L, т.е.

λ1 = λo
1(τ), λ2 = λo

2(τ), τa ≤ τ ≤ τb (3.25)

требуется найти решение υ(λ), ω(λ) системы (3.24), принимающие на L
заданные значения:

υ
(
λ(τ)

)∣∣
L = υo(τ), (3.26)

ω
(
λ(τ)

)∣∣
L = ωo(τ), (3.27)

В отношении граничной кривой L полагаем, что L пересекает любую из ко-
ординатных прямых λj = const, j = 1, 2 только один раз. Последнее ограни-
чение обеспечивает однозначность: любому значению одной из независимых
переменных λi в пределах всего отрезка граничной кривой L соответствует
только одно значение другой переменной λj , i, j = 1, 2, i �= j.
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Гладкость искомого решения не оговариваем. Понятно, при этом пред-
полагается, что граничные функции (3.26) и (3.27), по меньшей мере, вдоль
кривой L удовлетворяют системе (3.24):⎧⎪⎨⎪⎩

υo′ = −ω
o

4k
λo

2
′ ,

ωo′ = −υ
o

4k
λo

1
′ ,

(3.28)

где

υo′ =
dυo

dτ
, ωo′ =

dωo

dτ
, λo

1
′ =

dλo
1

dτ
, λo

2
′ =

dλo
2

dτ
. (3.29)

• Интегралы системы-следствия замены независимых переменных по ха-
рактеристическому решению.

После дифференцирования уравнений (3.24) (первого по λ1, второго по
λ2) и последующей подстановки в правые части первых производных ∂

∂λ1
ω,

∂
∂λ2

υ из них же, получаем два независимых однородных линейных уравне-
ния 2-го порядка с постоянными коэффициентами гиперболического типа,
записанные в канонической форме [190]:

∂υ

∂λ2∂λ1
=

υ

8k2
, (3.30)

∂ω

∂λ1∂λ2
=

ω

8k2
. (3.31)

Таким образом, поставленная задача Коши (3.24) – (3.27) распадается на
две аналогичные подзадачи (3.30), (3.26) и (3.31), (3.27).

Уравнения (3.30), (3.31) удовлетворяют обобщенному принципу супер-
позиции [190], а значит искомое решение каждой подзадачи (3.30), (3.26) и
(3.31), (3.27) можно получить путем поиска множества частных решений с
их последующим, возможно, выборочным суммированием.

Решением общей задачи (3.24) – (3.27) является пересечение решений
подзадач (3.30), (3.26) и (3.31), (3.27), т.к. уравнения (3.30) и (3.31) не в пол-
ном смысле независимые и должны удовлетворять исходной системе (3.24).

Первая подзадача (3.30), (3.26).
Для ее решения воспользуемся методом разделения переменных (мето-

дом Фурье) [185,190,195,263] и найдем нетривиальные решения уравнения
(3.30) в виде произведения двух функций:

υ(λ1, λ2) = Λ1(λ1)Λ2(λ2), (3.32)

где Λ1 зависит только от λ1, а Λ2 — только от λ2. Подставив (3.32) в урав-
нение (3.30), получим 4kΛ′

1Λ
′
2 = Λ1Λ2/4k, или после деления на Λ1Λ′

2

4kΛ′
1(λ1)

Λ1(λ1)
=

Λ2(λ2)
4kΛ′

2(λ2)
. (3.33)
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Левая часть равенства (3.33) не зависит от λ2, а правая не зависит от λ1,
что возможно в случае, когда 4kΛ′

1/Λ1 = Λ2/4kΛ′
2 = const. Обозначим эту

постоянную через μυ, т.е.

4kΛ′
1(λ1)

Λ1(λ1)
=

Λ2(λ2)
4kΛ′

2(λ2)
= μυ. (3.34)

Из последнего соотношения получаем два обыкновенных дифференциаль-
ных уравнения

Λ′
1(λ1) − Λ1(λ1)

μυ

4k
= 0, (3.35)

Λ′
2(λ2) − Λ2(λ2)

1
4kμυ

= 0, (3.36)

из которых далее определим функции Λi(λi), i = 1, 2.
Так образом, пришли к задаче о собственных значениях [195, 264–267]:

требуется изучить, какими должны быть μυ, именуемые собственными зна-
чениями, чтобы интегралы Λ1 и Λ2 уравнений (3.35) и (3.36) дали нетриви-
альные решения рассматриваемой подзадачи (3.30), (3.26).

Тут возможно два варианта. Во-первых, μυ могут представлять собой
ряд дискретных собственных значений, а, во-вторых, непрерывный спектр.
Кроме того, в общем случае μυ — комплексная величина, в то время как воз-
можны частные варианты, когда μυ являются действительными или чисто
мнимыми. Причем не исключено, что мнимые или комплексные собствен-
ные значения μυ приведут к действительным решениям рассматриваемой
подзадачи (3.30), (3.26).

Начнем с комплексных дискретных значений μυ. k > 0 — по условию.
Случай μυ = 0 из рассмотрения исключаем, поскольку из (3.34) вытекает,
что Λ′

1(λ1) = 0, Λ1(λ1) = const и Λ2(λ2) = 0, а (3.30), с учетом (3.32), дает
тривиальное решение υ(λ1, λ2) = 0.

Приняв теперь μυ �= 0 уравнения (3.35), (3.36) можно интегрировать. Ис-
комые Λ1(λ1) и Λ2(λ2) имеют комплексные коэффициенты, но, тем не менее,
являются функциями действительного переменного, а значит при их инте-
грировании и дифференцировании требования условия Коши-Римана [268]
к ним предъявлять не следует [269]. С учетом сказанного выше, интегри-
рование уравнений (3.35), (3.36) дает:

ln(Λ1) =
μυ

4k
λ1 + ln(C1), ln(Λ2) =

1
4kμυ

λ2 + ln(C2), (3.37)

где ln(C1) и ln(C2) — записанные в виде логарифмов постоянные интегри-
рования. Сами C1, C2 и производные от них постоянные величины в даль-
нейшем условимся также называть постоянными интегрирования. C1 �= 0,
C2 �= 0. Заметим, что в выражениях (3.37) под знаками натурального ло-
гарифма не применяем операции взятия модуля ибо рассматриваем общий
случай комплексных решений уравнений (3.35) и (3.36). Несмотря на то, что
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функция-множитель υ(λ1, λ2) предполагается действительной, комплекс-
ные Λi, (i = 1, 2) — не исключаются. Ведь если комплексные Λi, (i = 1, 2),
например, являются сопряженными, то их произведение всегда будет дей-
ствительным [269].

Потенцируя уравнения (3.37), получаем:

Λ1 = C1 exp
(
μυ

4k
λ1

)
, Λ2 = C2 exp

(
1

4kμυ
λ2

)
. (3.38)

Подставив выражения функций Λi, (i = 1, 2) (3.38) в (3.32) и применив
замену Cυ = C1C2, окончательно имеем:

υ(λ1, λ2) = Cυ exp
(
μυ

4k
λ1 +

1
4kμυ

λ2

)
, Cυ �= 0, μυ �= 0 (3.39)

или, с учетом принципа суперпозиции,

υ(λ1, λ2) =
Nυ∑
n=1

Cυ
n exp (ηυ

n) , ηυ
n =

1
4k

(
μυ

nλ1 +
λ2

μυ
n

)
,

Nυ ∈ {1, 2, . . . ,∞}, Cυ
n �= 0, μυ

n �= 0,

(3.40)

где Cυ
n и μυ

n — частные аналоги Cυ и μυ. Граничные данные (3.26) пока не
рассматриваем и на определении постоянных Cυ

n и μυ
n не останавливаемся.

Вторая подзадача (3.31), (3.27).
Поступая аналогично процедуре поиска общего решения первой подза-

дачи (3.30), (3.26), методом разделения переменных получаем:

ω(λ1, λ2) =
Nω∑
n=1

Cω
n exp (ηω

n ) , ηω
n =

1
4k

(
μω

nλ1 +
λ2

μω
n

)
,

Nω ∈ {1, 2, . . . ,∞}, Cω
n �= 0, μω

n �= 0.

(3.41)

Общая задача (3.24) – (3.27).
В отношении выражений υ(λ1, λ2) и ω(λ1, λ2) из (3.40), (3.41) можно за-

ключить, что они не являются в полном смысле независимыми. Во-первых,
они оба должны удовлетворять системе (3.24), а, во-вторых, — краевым
условиям (3.25) – (3.27). В общем случае применительно к одной и той же
системе (3.24), краевые условия (3.25) – (3.27) могут быть различными, а по-
этому интересно изучить, какие ограничения на выражения (3.40), (3.41) на-
кладывает сама система (3.24) вне зависимости от краевых условий (3.25) –
(3.27). По сути следует ответить на вопрос, должны-ли каким-то образом
согласовываться между собой собственные значения μυ

n, μω
n и постоянные

интегрирования Cυ
n , Cω

n . И те, и другие могут быть комплексными.
В работах [167,261] доказано утверждение о том, что при любых краевых

условиях (3.25) – (3.27), система линейных гиперболических в узком смысле
двух дифференциальных уравнений первого порядка (3.24), тождественно
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удовлетворяется выражениями (3.40) и (3.41), полученными методом разде-
ления переменных (методом Фурье) для случая дискретных комплексных
собственных значений μυ

n ∈ {μυ
1 , μ

υ
2 , . . . , μ

υ
Nυ}, μω

n ∈ {μω
1 , μ

ω
2 , . . . , μ

ω
Nω}, где

Nυ, Nω ∈ {1, 2, . . . ,∞} и соответствующих им также комплексных посто-
янных интегрирования Cυ

n ∈ {Cυ
1 , C

υ
2 , . . . , C

υ
Nυ}, Cω

n ∈ {Cω
1 , C

ω
2 , . . . , C

ω
Nω},

тогда и только тогда, когда Nυ = Nω = N ∈ {1, 2, . . . , ∞} и для всех
n = 1, 2, . . . , N выполняется следующее:

а) все собственные значения попарно совпадают, т.е. μυ
n = μω

n = μn;
б) постоянные интегрирования Cυ

n , Cω
n и собственные значения μn удо-

влетворяют условию μn = −Cυ
n/C

ω
n .

Применив это утверждение, на основании выражений (3.40) и (3.41),
отложив пока рассмотрение граничных условий (3.25) – (3.27), запишем об-
щее решение (интегралы) системы (3.24) для случая дискретного спектра
комплексных собственных значений μn = μυ

n = μω
n и соответствующих им

также комплексных постоянных интегрирования Cυ
n и Cω

n :

υ(λ1, λ2) =
N∑

n=1

Cυ
n exp (ηn) , ω(λ1, λ2) =

N∑
n=1

Cω
n exp (ηn) ,

ηn =
−1
4k

(
Cυ

n

Cω
n

λ1 +
Cω

n

Cυ
n

λ2

)
,

N ∈ {1, 2, . . . ,∞}, Cυ
n �= 0, Cω

n �= 0.

(3.42)

Возвращаясь опять к граничным условиям (3.25) – (3.27) общей зада-
чи (3.24) – (3.27), заметим, что они действительные. Значит в дальнейшем
необходимо проанализировать: возможно ли, чтобы общее решение (3.42)
перешло в действительную форму и какие дополнительные условия или
ограничения для этого необходимы.

• Анализ интегралов системы-следствия замены независимых перемен-
ных по характеристическому решению с позиций возможности их преобра-
зования в чисто действительную форму [167].

Для такого анализа форма представления решения (3.42) не совсем удоб-
на. Преобразуем его. Для этого обозначим действительную R(z) и мнимую
iI(z) части (с учетом знака) [269] произвольного числа z. Т.е., для всякого
комплексного z справедлива запись z = R(z) + iI(z), а для сопряженного
z̄ = R(z)− iI(z). Сами же R(z) и I(z) — действительные величины. Перепи-
шем (3.39), явно обозначив действительные и чисто мнимые части собствен-
ных значений μυ. Затем в полученном выражении числитель и знаменатель
при λ2 домножаем на комплексно сопряженное число μ̄υ = R(μυ) − iI(μυ).
После ряда формальных преобразований имеем:

υ(λ1, λ2) = Cυ exp
[
R(μυ)

4k

(
λ1+

λ2

|μυ|2
)]

exp
[
iI(μυ)

4k

(
λ1− λ2

|μυ|2
)]
,

Cυ �= 0, μυ �= 0.
(3.43)

Также перепишем частное комплексное решение рассмотренной выше вто-
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рой подзадачи (3.31), (3.27):

ω(λ1, λ2)=Cω exp
[
R(μω)

4k

(
λ1+

λ2

|μω|2
)]

exp
[
iI(μω)

4k

(
λ1− λ2

|μω|2
)]
,

Cω �= 0, μω �= 0.
(3.44)

Дальше, по типу выражений (3.43) и (3.44), перепишем общее решение (3.42)
системы (3.24):

υ(λ1, λ2) =
N∑

n=1

Cυ
n exp (ηn) exp (i θn) ,

ω(λ1, λ2) =
N∑

n=1

Cω
n exp (ηn) exp (i θn) ,

ηn =
R(μn)

4k

(
λ1 +

λ2

|μn|2
)
, θn =

I(μn)
4k

(
λ1 − λ2

|μn|2
)
,

N ∈ {1, 2, . . . ,∞}, Cυ
n �= 0, Cω

n �= 0, μn �= 0.

(3.45)

Первый частный случай. Собственные значения μn — суть действитель-
ные числа. В этом случае, по утверждению (п. 3.2.2), постоянные интегри-
рования Cυ

n и Cω
n являются или также действительными, или чисто мни-

мыми. Вне зависимости от последнего обстоятельства iI(μn) = 0, θn = 0,
μn = R(μn), и (3.45) преобразуется к виду:

υ(λ1, λ2) =
N∑

n=1

Cυ
n exp (ηn) , ω(λ1, λ2) =

N∑
n=1

Cω
n exp (ηn) ,

ηn =
1
4k

(
μn λ1 +

λ2

μn

)
=

−1
4k

(
Cυ

n

Cω
n

λ1 +
Cω

n

Cυ
n

λ2

)
,

N ∈ {1, 2, . . . ,∞}, Cυ
n �= 0, Cω

n �= 0, μn �= 0.

(3.46)

Выражения (3.46) можно несколько упростить, если отношение постоян-
ных интегрирования Cυ

n/C
ω
n представить в виде тангенса Cυ

n/C
ω
n = tgχn от

некоторого вещественного параметра χn, где Cυ
n = Fn sinχn, Cω

n = Fn cosχn,(
χn ∓ 1

2πln
) ∈ ]− 1

2π, 0 [∪ ] 0, 1
2π [, ln ∈ {0, 1, 2, . . . ,∞}. Множитель Fn также

вещественный и сам может быть представлен в виде произвольной функции
от χn, но условимся Fn считать константой. Смещение интервала возмож-
ных значений χn посредством применения углового множителя ln обуслов-
ливается совокупностью возможных вариаций знаков исходных величин Cυ

n

и Cω
n . В конечном итоге имеем:

υ(λ1, λ2) =
N∑

n=1

Fn sinχn exp
(
λ1 tgχn + λ2 ctgχn

−4k

)
,

ω(λ1, λ2) =
N∑

n=1

Fn cosχn exp
(
λ1 tgχn + λ2 ctgχn

−4k

)
,

N ∈ {1, 2, . . . ,∞}, (
χn ∓ 1

2πln
) ∈ ]− 1

2π, 0
[ ∪ ] 0, 1

2π
[
,

Fn �= 0, ln ∈ {0, 1, 2, . . . ,∞} .

(3.47)
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Таким образом, в текущем случае (выражения (3.46) и (3.47)) функ-
ции-множители υ(λ1, λ2) и ω(λ1, λ2) от действительных аргументов λ1 и λ2

также являются действительными.
Второй частный случай. Собственные значения μn — чисто мнимые.

Применив утверждение (п. 3.2.2), заключаем, что возможны два варианта:
а) Cυ

n — действительное, Cω
n — чисто мнимое; б) Cυ

n — чисто мнимое, Cω
n —

действительное. Оба эти варианта дают R(μn) = 0, ηn = 0, μn = iI(μn), и
(3.45) с применением тождества Эйлера [269] преобразуется к виду:

υ(λ1, λ2) =
N∑

n=1

Cυ
n(cos θn + i sin θn),

ω(λ1, λ2) =
N∑

n=1

Cω
n (cos θn + i sin θn),

θn =
1
4k

(
I(μn)λ1 − λ2

I(μn)

)
,

N ∈ {1, 2, . . . ,∞}, Cυ
n �= 0, Cω

n �= 0, μn �= 0.

(3.48)

Полученный вариант решения (3.48) системы (3.24) в явном виде содер-
жит чисто мнимые компоненты, а, значит, функции-множители υ(λ1, λ2)
и ω(λ1, λ2) в рассматриваемом случае считать действительными не пред-
ставляется возможным. Но, тем не менее, возможны такие комбинации
собственных значений μn ∈ {μ1, μ2, . . . , μN} и постоянных интегрирования
Cυ

n ∈ {Cυ
1 , C

υ
2 , . . . , C

υ
N}, Cω

n ∈ {Cω
1 , C

ω
2 , . . . , C

ω
N}, при которых в выражени-

ях υ(λ1, λ2), ω(λ1, λ2) (3.48) после суммирования мнимые части полностью
пропадают и остаются только действительные.

В работе [167] доказано, что решение (3.48) системы линейных гипер-
болических в узком смысле двух дифференциальных уравнений первого
порядка (3.24) преобразуется в действительную форму:

υ(λ1, λ2) =
M1∑

m=1

Sυ1
m sin θ1m +

M2∑
m=1

Sυ2
m cos θ2m,

ω(λ1, λ2) =
M1∑

m=1

Sω1
m cos θ1m −

M2∑
m=1

Sω2
m sin θ2m,

θj
m =

1
4k

(
Sυj

m

Sωj
m

λ1 − Sωj
m

Sυj
m

λ2

)
,

Mj ∈ {0, 1, 2, . . . ,∞}, Sυj
m �= 0, Sωj

m �= 0, j ∈ {1, 2},

(3.49)

где Sυj
m и Sωj

m , j ∈ {1, 2} понимаем как произвольные постоянные, значения
которых задаются краевыми условиями задачи (3.25) – (3.27).

Далее путем ряда замен и формальных преобразований приведем ана-
литическое представление решения (3.49) в подобную выражениям (3.47)
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форму:

υ(λ1, λ2) =
M1∑

m=1

K1
m sin ξ1m sin θ1m +

M2∑
m=1

K2
m sin ξ2m cos θ2m,

ω(λ1, λ2) =
M1∑

m=1

K1
m cos ξ1m cos θ1m −

M2∑
m=1

K2
m cos ξ2m sin θ2m,

Mj ∈ {0, 1, 2, . . . ,∞}, θj
m =

1
4k
(
λ1 tg ξj

m − λ2 ctg ξj
m

)
,(

ξj
m ∓ 1

2πl
j
m

) ∈ ]− 1
2π, 0

[ ∪ ] 0, 1
2π
[
, ljm ∈ {0, 1, 2, . . . ,∞} ,

Kj
m �= 0, j ∈ {1, 2},

(3.50)

где для всех m = 1, 2, . . . ,Mj , j ∈ {1, 2} параметры ξj
m, коэффициенты Kj

m

и угловые множители ljm определяются краевыми условиями (3.25) – (3.27)
рассматриваемой задачи.

В частном случае может оказаться удобным представить коэффициенты
Kj

m в виде функцийKj
m = Kj

m(tjm) от произвольного параметра tjm, которые
также определяются, исходя из краевых условий. Для различных j, m па-
раметры tjm могут совпадать, а, значит, соответствующие индексы возле tjm
могут быть упущены. В некоторых случаях (покажем ниже) использование
такой возможности является продуктивным.

При определении величины θj
m из (3.49) или (3.50) можно ввести смеще-

ние ϕj
m, представив:

θj
m =

1
4k

(
Sυj

m

Sωj
m

λ1 − Sωj
m

Sυj
m

λ2

)
+ ϕj

m =

=
1
4k
(
λ1 tg ξj

m − λ2 ctg ξj
m

)
+ ϕj

m, j ∈ {1, 2}.
(3.51)

В правомерности такого действия всегда можно убедиться, подставив
(3.51) в выражения для υ(λ1, λ2) и ω(λ1, λ2) (3.49) или (3.50). Далее в полу-
ченных выражениях следует разложить члены этих рядов по формулам для
синуса и косинуса суммы, затем перегруппировать члены и переопределить
значения постоянных, а также углов θj

m. В результате придем к старому
представлению выражений для υ(λ1, λ2) и ω(λ1, λ2) (3.49), не содержащих
смещений ϕj

m, но с удвоенным количеством слагаемых.
Можно убедиться также, что υ(λ1, λ2) и ω(λ1, λ2) из (3.49) удовлетворя-

ют системе (3.24) в том числе и в случае, когда θj
m определяются с учетом

смещений ϕj
m по (3.51).

В выражения θj
m (3.51) смещения ϕi

m введены из соображений удобства
анализа простейших решений, например, применительно к системе (2.35),
когда требуется положить ϕj

m = ±π/4, j = 1, 2.
Третий частный случай: функции-множители υ(λ1, λ2) и ω(λ1, λ2) яв-

ляются действительными, собственные значения μn — комплексные. Для
такого случая в работе [167] была получена следующая форма решения
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(3.48) системы уравнений (3.24):

υ(λ1, λ2) =
N∑

n=1

exp (ηn)
[
Qυ

n cos θn −Gυ
n sin θn

]
,

ω(λ1, λ2) =
N∑

n=1

exp (ηn)
[
Qω

n cos θn −Gω
n sin θn

]
,

ηn =
Qυ

nQ
ω
n +Gυ

nG
ω
n

−4k

[
λ1

(Qω
n)2 + (Gω

n)2
+

λ2

(Qυ
n)2 + (Gυ

n)2

]
,

θn =
Qυ

nG
ω
n −Gυ

nQ
ω
n

4k

[
λ1

(Qω
n)2 + (Gω

n)2
− λ2

(Qυ
n)2 + (Gυ

n)2

]
,

N ∈ {1, 2, . . . ,∞}, Qυ
n �= 0, Gυ

n �= 0, Qω
n �= 0, Gω

n �= 0.

(3.52)

Выполнив формальные преобразования текущего представления (3.52)
решения (3.48) переходим к его следующей форме:

υ(λ1, λ2) =
N∑

n=1

exp (ηn)Rn sinψn cos (ζυ
n + θn) ,

ω(λ1, λ2) =
N∑

n=1

exp (ηn)Rn cosψn cos (ζω
n + θn) ,

ηn =
cos(ζυ

n − ζω
n )

−4k
(λ1 tgψn + λ2 ctgψn),

θn =
sin(ζυ

n − ζω
n )

−4k
(λ1 tgψn − λ2 ctgψn),(

ψn ∓ 1
2πln

) ∈ ]− 1
2π, 0

[ ∪ ] 0, 1
2π
[
, ln ∈ {0, 1, 2, . . . ,∞} ,

N ∈ {1, 2, . . . ,∞}, Pn �= 0.

(3.53)

Последние выражения (3.53) также предполагают уточнение парамет-
ров ψn, ζυ

n , ζω
n , значений постоянных Pn и угловых коэффициентов ln в

соответствии с краевыми условиями (3.25) – (3.27).
Можно показать, что последний случай с комплексными собственными

значениями μ, не единственный. Возможны иные комбинации собственных
значений μ и постоянных интегрирования Cυ, Cω, приводящие к действи-
тельному решению задачи (3.24) – (3.27). Но по отношению к независимым
переменным λ1 и λ2, такие решения всегда будут состоять из тригономет-
рических функций и экспонент.

В заключение текущего параграфа можно сделать вывод, что для зада-
чи (3.24) – (3.27) методом разделения переменных (методом Фурье) можно
получить три класса простейших решений: 1) экспоненциальный (3.46) или
(3.47) — когда независимые переменные λ1 и λ2 располагаются под знаком
экспоненты; 2) тригонометрический (3.49) или (3.50), когда те же независи-
мые переменные входят в аргументы тригонометрических функций; 3) сме-
шанный класс решений (3.52) или (3.53), содержащий как экспоненциаль-
ную, так и тригонометрическую компоненты.
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•Анализ краевых условий (3.26), (3.27) задачи Коши (3.24) – (3.27) пред-
полагает следующее: во-первых, оценку корректности постановки рассмат-
риваемой задачи Коши; во-вторых, поиск ответа на вопрос, какой из полу-
ченных классов действительных решений наиболее приемлем с точки зре-
ния процедуры согласования постоянных коэффициентов в них и, наконец,
в-третьих, обоснование математического аппарата согласования постоян-
ных коэффициентов выбранного класса решения.

На первый вопрос можно дать ответ исходя из анализа любого из най-
денных классов решений (3.47), (3.50) или (3.53). Если удалось согласовать
все коэффициенты (включая те, которые с нулевыми индексами) одного из
выражений, например, для υ(λ) так, чтобы удовлетворить краевым услови-
ям (3.25), (3.26), то коэффициенты другого выражения (для ω(λ)) вытека-
ют автоматически непосредственно из (3.47), (3.50) или (3.53), и тогда нет
необходимости знать краевую функцию ωo(τ). Отсюда следует, что произ-
вольно заданными υo(τ) (3.26) и ωo(τ) (3.27) быть не могут. Или они долж-
ны быть определенным образом согласованы между собой, или необходимо
исключить избыточность краевых условий. В представленном виде задача
(3.24) – (3.27) содержит переизбыток граничных данных и по этой причине
со значительной вероятностью является неразрешимой.

Ответ на второй вопрос вытекает из следующего. Чаще всего решение
подобной задачи представляется в виде разложения в ряды Фурье [195,270–
272,274], и с этих позиций наиболее подходящим является тригонометриче-
ский класс полученных действительных решений (3.49) или (3.50).

Третий вопрос о математических методах согласования коэффициентов
выражений (3.49) или (3.50), подробно рассматривался в работе [167]. Для
решения конкретных прикладных задач почвообработки он применения по-
ка не нашел. Поэтому далее приведем только общие подходы.

Использовав краевую функцию υo(τ), и, возможно, некоторые дополни-
тельные краевые условия, а также компоненты рядов тригонометрическо-
го класса решения (3.49) или (3.50), необходимо определить вошедшие в
них постоянные коэффициенты и, в конечном итоге, представить искомые
функции υ(λ) и ω(λ) в виде двух бесконечных равномерно и абсолютно
сходящихся, а также дважды дифференцируемых по обеим переменным
λ1 и λ2 рядов Фурье [190,195,274]. Для этого необходимо, чтобы граничная
функция υo(τ) в пределах промежутка τ ∈ [τa, τb] была интегрируема в соб-
ственном или несобственном смысле. В последнем случае она должна быть
абсолютно интегрируема [273]. Сходимость полученных рядов также зави-
сит от характера граничной функции υo(τ). Соблюдение всех этих условий
будет означать, что полученные таким образом выражения удовлетворят
как граничным условиям (3.26), так и системе уравнений (3.24), а значит
составят классическое решение задачи Коши (3.24) – (3.27).

3.2.3. Выб о р п р о с т е йших пр е д с т а в л е н и й м а сшт а б и р ую-
щих функций -мн ожит е л е й. В п. 3.2.2 приведена система-следствие
(3.24) замены независимых переменных (3.19) по характеристическому ре-
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шению исходной квазилинейной гиперболической системы (2.35) плоского
предельного равновесия весомой идеально-связной среды, для которой да-
лее были получены интегралы (3.42), названные ее общим решением. Затем
был проведен анализ тех условий, при которых общее решение (3.42) при-
водится к действительной форме частных решений. Таких частных пред-
ставлений общего решения (3.42) было найдено три: а) (3.46) или (3.47);
б) (3.49) или (3.50); в) (3.52) или (3.53). Все эти частные варианты пред-
полагают как конечные, так и бесконечные суммы (ряды). В дальнейшем
остановимся на простейших частных решениях.

Первый вариант дают (3.46) и (3.47), когда N = 1. В таком случае
нижний индекс суммирования n упускаем и соответствующим образом пе-
реписываем решение (3.46):

υ(λ1, λ2) = Cυ exp (η) , ω(λ1, λ2) = Cω exp (η) ,

η =
1
4k

(
μλ1 +

λ2

μ

)
=

−1
4k

(
Cυ

Cω
λ1 +

Cω

Cυ
λ2

)
,

Cυ �= 0, Cω �= 0, μ �= 0,

(3.54)

где, в соответствии с (3.47), вещественные постоянные Cυ, Cω могут быть
представлены в виде произведений:

Cυ = F sinχ, Cω = F cosχ,(
χ∓ 1

2πl
) ∈ ]− 1

2π, 0
[ ∪ ] 0, 1

2π
[
, l ∈ {0, 1, 2, . . . ,∞} , F �= 0.

(3.55)

Второй вариант дают (3.49) и (3.50) с учетом (3.51), когда M1 = 1,
M2 = 0. В таком случае в выражениях для υ и ω (3.49) вторые суммы
пропадают полностью, а от первых остается только по одному слагаемому.
Индексы суммирования m упускаем за ненадобностью. В итоге имеем:

υ(λ1, λ2) = Sυ1 sin θ1, ω(λ1, λ2) = Sω1 cos θ1,

θ1 =
1
4k

(
Sυ1

Sω1
λ1 − Sω1

Sυ1
λ2

)
+ ϕ1,

Sυ1 �= 0, Sω1 �= 0, ϕ1 �= 0.

(3.56)

Кроме того, положим, что

Sυ1 = Sω1 = S, ϕ1 =
π

4
(3.57)

и, наконец, перепишем (3.56) с учетом (3.22) и (3.57):

υ(λ1, λ2) = −S sin
(
ϕ− π

4

)
, ω(λ1, λ2) = S cos

(
ϕ− π

4

)
. (3.58)

Третий вариант дают также решения (3.49) и (3.50) с учетом (3.51),
но в случае, когда M1 = 0, в то время как M2 = 1. Теперь в выражениях
для υ и ω (3.49) полностью пропадают первые суммы, а вместо вторых сумм
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остается по одному слагаемому. Индексы суммирования m также упускаем.
В конечном итоге записываем:

υ(λ1, λ2) = Sυ2 cos θ2, ω(λ1, λ2) = −Sω2 sin θ2,

θ2 =
1
4k

(
Sυ2

Sω2
λ1 − Sω2

Sυ2
λ2

)
+ ϕ2,

Sυ2 �= 0, Sω2 �= 0, ϕ2 �= 0.

(3.59)

Кроме того, введем дополнительные, подобные (3.57) ограничения:

Sυ2 = Sω2 = S, ϕ2 =
π

4
. (3.60)

В заключение из (3.59) с учетом (3.22) и (3.60), получаем:

υ(λ1, λ2) = S cos
(
ϕ− π

4

)
, ω(λ1, λ2) = S sin

(
ϕ− π

4

)
. (3.61)

3.2.4. О бщая диффер е н ц и а л ь н а я форма с о о т н ош е н ий н а
д е к а р т о вых к о о р д и н а т а х. Решим систему уравнений замены неза-
висимых переменных (3.19) относительно dλ1 и dλ2:⎧⎪⎨⎪⎩

dλ1 = − 1
υ

sin
(
ϕ− π

4

)
dx+

1
υ

cos
(
ϕ− π

4

)
dy,

dλ2 =
1
ω

sin
(
ϕ+

π

4

)
dx− 1

ω
cos
(
ϕ+

π

4

)
dy.

(3.62)

Из полученных выражений (3.62) непосредственно следует:

∂λ1

∂x
= − 1

υ
sin
(
ϕ− π

4

)
,

∂λ1

∂y
=

1
υ

cos
(
ϕ− π

4

)
,

∂λ2

∂x
=

1
ω

sin
(
ϕ+

π

4

)
,

∂λ2

∂y
= − 1

ω
cos
(
ϕ+

π

4

)
.

(3.63)

Далее, применив характеристическое решение (3.22) системы (2.35), а
также выражения (3.63), запишем частные производные:

∂s

∂x
= − 1

2υ
sin
(
ϕ− π

4

)
+

1
2ω

sin
(
ϕ+

π

4

)
+ γ sinα,

∂s

∂y
=

1
2υ

cos
(
ϕ− π

4

)
− 1

2ω
cos
(
ϕ+

π

4

)
+ γ cosα,

(3.64)

∂ϕ

∂x
=

1
4kω

sin
(
ϕ+

π

4

)
+

1
4kυ

sin
(
ϕ− π

4

)
,

∂ϕ

∂y
= − 1

4kω
cos
(
ϕ+

π

4

)
− 1

4kυ
cos
(
ϕ− π

4

)
.

(3.65)

Частные производные ∂
∂λi

x и ∂
∂λi

y, (i = 1, 2) были получены ранее (3.20)
и в дальнейшем также могут использоваться.
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• Соотношения, удовлетворяющие системе (2.35) и выполняющиеся
вдоль прямых, параллельных оси абсцисс декартовой системы координат
(соотношения на абсциссе), т.е. когда dy = 0 и y = const.

Полагая, что λ1 = λ1(x, y) и λ2 = λ2(x, y), запишем частные дифферен-
циалы [148]:

dxλ1 =
∂λ1

∂x
dx, dxλ2 =

∂λ2

∂x
dx. (3.66)

Из характеристического решения (3.22) системы (2.35) следует:

4k dxϕ = dxλ2 − dxλ1, (3.67)

2 dxs = dxλ2 + dxλ1 + 2γ sinαdx, (3.68)

где dxϕ = ∂
∂xϕdx и dxs = ∂

∂xs dx — аналогичные (3.66) частные дифферен-
циалы, соответственно, функций ϕ = ϕ(x, y) и s = s(x, y).

Далее, выполнив подстановку частных производных (3.63) в уравнения
частных дифференциалов (3.66), а затем полученных выражений в (3.67) и
(3.68), соответственно, имеем:

4k dxϕ =
[

1
ω

sin
(
ϕ+

π

4

)
+

1
υ

sin
(
ϕ− π

4

)]
dx, (3.69)

2 dxs =
[

1
ω

sin
(
ϕ+

π

4

)
− 1
υ

sin
(
ϕ− π

4

)]
dx+ 2γ sinαdx. (3.70)

Полученные выражения (3.69) и (3.70) представляют собою искомую
дифференциальную общую форму соотношений на абсциссе для квазили-
нейной гиперболической системы (2.35) плоского предельного равновесия
весомой идеально-связной среды.

• Соотношения, удовлетворяющие системе (2.35) и выполняющиеся
вдоль прямых, параллельных оси ординат (соотношения на ординате), т.е.
когда dx = 0 и x = const. Их вывод аналогичен выкладкам (3.66) – (3.70).

Записываем частные дифференциалы:

dyλ2 =
∂λ2

∂y
dy, dyλ1 =

∂λ1

∂y
dy, (3.71)

4kdyϕ = dyλ2 − dyλ1. (3.72)

2dys = dyλ2 + dyλ1 + 2γ cosαdy. (3.73)

Два последних выражения (3.72) и (3.73), с учетом производных (3.63)
и дифференциалов (3.71), дают:

4k dyϕ = −
[

1
ω

cos
(
ϕ+

π

4

)
+

1
υ

cos
(
ϕ− π

4

)]
dy, (3.74)

2 dys = −
[

1
ω

cos
(
ϕ+

π

4

)
− 1
υ

cos
(
ϕ− π

4

)]
dy + 2γ cosαdy. (3.75)
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Полученная пара выражений (3.74) и (3.75) представляет собою искомую
общую дифференциальную форму соотношений на ординате для той же
квазилинейной гиперболической системы (2.35).

Тут и выше в определениях дифференциальных форм понятие “общая”
употребляется по той причине, что все они содержат неопределенные функ-
ции-множители υ и ω. Частные дифференциальные формы можно полу-
чить, если определиться с υ и ω, например, в соответствии с п. 3.2.3.

3.2.5. Ин т е г р а лы с о о т н ош е н ий н а д е к а р т о вых к о о р д и-
н а т а х. Далее рассмотрим три частных случая по числу простейших част-
ных решений системы-следствия (3.24), приведенных в п. 3.2.3.

Первый частный случай. Функции-множители υ и ω определены в
соответствии с частным решением (3.54) системы-следствия (3.24).

• Соотношения на абсциссе. Таких будет получено три.
1) Вывод соотношения s|y = const = s(ϕ, x).
Выполним подстановку υ и ω из (3.54) в (3.69) и (3.70). После формаль-

ных преобразований имеем:

4k dxϕ =
[

1
Cω

sin
(
ϕ+

π

4

)
+

1
Cυ

sin
(
ϕ−π

4

)]
exp (−η) dx, (3.76)

2 dxs =
[

1
Cω

sin
(
ϕ+

π

4

)
− 1
Cυ

sin
(
ϕ−π

4

)]
exp (−η) dx+ 2γ sinαdx. (3.77)

Полученные соотношения (3.76) и (3.77) содержат как старые независи-
мые переменные (x и y), так и новые (λ1 и λ2). Чтобы избавиться от по-
следних, решим соотношение (3.76) относительно exp (−η) dx и выполним
подстановку полученного в соотношение (3.77). В результате получаем:

dxs = 2k
Cυ sin

(
ϕ+

π

4

)
− Cω sin

(
ϕ− π

4

)
Cυ sin

(
ϕ+

π

4

)
+ Cω sin

(
ϕ− π

4

) dxϕ+ γ sinαdx (3.78)

— частную дифференциальную форму соотношения на абсциссе. Для ин-
тегрирования (3.78) выполняем замену:

sin
(
ϕ+

π

4

)
= cos

(
ϕ− π

4

)
(3.79)

и затем, воспользовавшись работой [275], непосредственно записываем:

s|y = const = 2k
CυCω

(Cυ)2 + (Cω)2
×

× ln
{[
Cυ cos

(
ϕ− π

4

)
+ Cω sin

(
ϕ− π

4

)]2}
+

+ 2k
(Cυ)2 − (Cω)2

(Cυ)2 + (Cω)2
(
ϕ− π

4

)
+ γ x sinα+ C̃y,

(3.80)

где C̃y — постоянная интегрирования.
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Введем обозначения:

K± =
Cω

Cυ
± Cυ

Cω
=

(Cω)2 ± (Cυ)2

CυCω
, (3.81)

F1 = F1(ϕ) = Cυ cos
(
ϕ− π

4

)
+ Cω sin

(
ϕ− π

4

)
. (3.82)

С их помощью соотношение (3.80) удается упростить:

s|y = const =
2k
K+

{
ln
[
(F1)

2
]
−
(
ϕ− π

4

)
K−
}

+ γ x sinα+ C̃y. (3.83)

Выражения (3.80) и (3.83) — это две эквивалентные формы искомого
интеграла первого соотношения на абсциссе, соответствующего одному из
частных решений (3.54) системы-следствия (3.24). Определяются они через
k, γ, α, Cυ, Cω и C̃y — ранее объявленные действительные постоянные
величины и связывают выражения (3.80) и (3.83) функций s(x, y) и ϕ(x, y),
а также независимую переменную x.

2) Вывод соотношения x|y = const = x(ϕ).
Возвращаемся к соотношениям (3.76) и (3.77). В них η, в соответствии

с (3.54), представляется как функция λ1 и λ2, т.е. η = η(λ1, λ2). Выразим
exp(η) в виде exp(η) = exp(f(s, ϕ, x, y)), где f(s, ϕ, x, y) — некоторая функ-
ция, которую определим далее.

Для этого домножаем (3.21) с верхними знаками на Cυ/Cω, а (3.21) с
нижними знаками на Cω/Cυ, затем складываем полученное и результат
делим на 4k. В конечном итоге, применив замену (3.81), получаем:

−η = s
K+

4k
+ ϕ

K−

2
− γ

K+

4k
(x sinα+ y cosα). (3.84)

Теперь, с учетом (3.84), записываем:

exp(−η) =
exp
(
s
K+

4k

)
exp
(
ϕ
K−

2

)
exp
(
γ
K+

4k
x sinα

)
exp
(
γ
K+

4k
y cosα

) . (3.85)

В свою очередь, из (3.83) вытекает:

exp
(
s
K+

4k

)
=

exp
(
γ
K+

4k
x sinα

)
exp
(
C̃y

K+

4k

)
exp
(
π
K−

8

)
exp
(
ϕ
K−

2

) |F1|. (3.86)

Выполнив подстановку (3.86) в (3.85), имеем:

exp (−η) =
exp
(
C̃y

K+

4k

)
exp
(
π
K−

8

)
exp
(
γ
K+

4k
y cosα

) |F1|. (3.87)
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Теперь, с учетом (3.87), равенство (3.76) дает:

4k
CωCυ

F1|F1| dxϕ = Cye dx, (3.88)

где

Cye = Cye(y) = exp
[(
C̃y − γ y cosα

) K+

4k
+ π

K−

8

]
. (3.89)

Переменные в (3.88) разделены. Можно приступать к интегрированию,
но прежде следует избавиться от знака модуля. Для этого исследуем во-
шедшую в (3.88) функцию F1(ϕ) (3.82). Обозначим:

ϕyr =
π

4
− arctg

(
Cυ

Cω

)
± 2πn, (n ∈ {0, 1, 2, . . . ,∞}),

ι = sign(CυCω) sign(Cυ).
(3.90)

Тогда
F1(ϕ) < 0 при ϕ ∈ ]ϕyr − ιπ, ϕyr[,

F1(ϕ) = 0 при ϕ = ϕyr,

F1(ϕ) > 0 при ϕ ∈ ]ϕyr, ϕyr + ιπ[,

(3.91)

и в отношении |F1(ϕ)| справедливо следующее:

|F1(ϕ)| = (−1)rF1(ϕ), r =

{
1 при ϕ ∈ ]ϕyr − ιπ, ϕyr],

2 при ϕ ∈ ]ϕyr, ϕyr + ιπ[.
(3.92)

Учитывая последнее, записываем равенство (3.88) без знака модуля:

(−1)r4k CωCυ (F1)
−2

dxϕ = Cye dx. (3.93)

Так получили дифференциальную форму второго соотношения на абс-
циссе (3.93). Далее интегрируем (3.93) [275,276] и, учитывая, что

sin
(
ϕ− π

4

)
= − cos

(
ϕ+

π

4

)
, (3.94)

после формальных преобразований записываем:

x|y = const = (−1)r 4kF2

CyeK+F1
+ C∗

y , (3.95)

где
F2 = F2(ϕ) = Cυ cos

(
ϕ+

π

4

)
+ Cω sin

(
ϕ+

π

4

)
, (3.96)

C∗
y — постоянная интегрирования.
Выражение x|y = const = x(ϕ) (3.95) — искомый интеграл дифференци-

альной формы (3.93) второго соотношения на абсциссе.
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3) Вывод соотношения s|y = const = s(ϕ).
Для того, чтобы избавиться от независимой переменной x в соотношении

(3.83), выполним подстановку в него выражения (3.95):

s|y = const =
2k
K+

{
ln
[
(F1)

2
]
−
(
ϕ− π

4

)
K−
}

+

+ (−1)rγ sinα
4kF2

CyeK+F1
+ Cy,

(3.97)

Cy = γ sinαC∗
y + C̃y. (3.98)

Выражение (3.97) имеет вид s|y = const = s(ϕ), т.е. не зависит от x и
является окончательным вариантом соотношения (3.80).

• Соотношения на ординате. Дальнейшие выкладки во многом анало-
гичны предыдущим (3.76) – (3.98), только в текущем случае dx = 0 и, сле-
довательно, x = const.

1) Вывод соотношения s|x = const = s(ϕ, y).
Выполним подстановку υ и ω из (3.54) в (3.74) и (3.75). После формаль-

ных преобразований, соответственно, имеем:

4k dyϕ = −
[

1
Cω

cos
(
ϕ+

π

4

)
+

1
Cυ

cos
(
ϕ− π

4

)]
exp (−η) dy, (3.99)

2 dys = −
[

1
Cω

cos
(
ϕ+

π

4

)
− 1
Cυ

cos
(
ϕ− π

4

)]
exp (−η) dy +

+ 2γ cosαdy.
(3.100)

Как и ранее, использовав (3.99), исключаем exp (−η) dy из (3.100). В
итоге получаем частную дифференциальную форму первого соотношения
на ординате:

dys = 2k
Cυ cos

(
ϕ+

π

4

)
− Cω cos

(
ϕ− π

4

)
Cυ cos

(
ϕ+

π

4

)
+ Cω cos

(
ϕ− π

4

) dxϕ+ γ cosαdy. (3.101)

Далее, имея в виду (3.79), интегрируем (3.101) [275,276]

s|x = const = 2k
CυCω

(Cυ)2 + (Cω)2
×

× ln
{[
Cυ cos

(
ϕ+

π

4

)
+ Cω sin

(
ϕ+

π

4

)]2}
+

+ 2k
(Cυ)2 − (Cω)2

(Cυ)2 + (Cω)2
(
ϕ+

π

4

)
+ γ y cosα+ C̃x,

(3.102)

где C̃x — постоянная интегрирования.
Применив замену (3.81) и (3.96), упрощаем соотношение (3.102):

s|x = const =
2k
K+

{
ln
[
(F2)

2
]
−
(
ϕ+

π

4

)
K−
}

+ γ y cosα+ C̃x . (3.103)
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Выражения (3.102) и (3.103) — это две эквивалентные формы искомого
интеграла первого соотношения на ординате, соответствующего одному из
частных решений (3.54) системы-следствия (3.24). Аналогично (3.80), (3.83),
выражения (3.102), (3.103) связывают не только функции s и ϕ, а также
независимую переменную y. Далее, выразив y через ϕ, получим сначала
второе соотношение y|x = const = x(ϕ), а затем третье — s|x = const = s(ϕ).

2) Вывод соотношения y|x = const = x(ϕ).
Чтобы интегрировать (3.99), необходимо исключить из него exp (−η). Из

(3.103) имеем:

exp
(
s
K+

4k

)
=

exp
(
γ
K+

4k
y cosα

)
exp
(
C̃x

K+

4k

)
exp
(
ϕ
K−

2

)
exp
(
π
K−

8

) |F2|. (3.104)

С учетом последнего, выражение (3.85) дает:

exp (−η) =
exp
(
C̃x

K+

4k

)
exp
(
γ
K+

4k
x sinα

)
exp
(
π
K−

8

) |F2|. (3.105)

Подставляем (3.105) в (3.99)

4k
CωCυ

F2|F2| dyϕ = −Cxe dy, (3.106)

где

Cxe = Cxe(x) = exp
[(
C̃x − γ x sinα

) K+

4k
− π

K−

8

]
. (3.107)

Как и в случае вывода соотношений на абсциссе, избавляясь от модуля
в выражении (3.106), исследуем функцию F2 = F2(ϕ) из (3.96). Обозначим

ϕxr = −π
4
− arctg

(
Cυ

Cω

)
± 2πn, (n ∈ {0, 1, 2, . . . ,∞}),

ι = sign(CυCω) sign(Cυ).
(3.108)

Тогда
F2(ϕ) < 0 при ϕ ∈ ]ϕxr − ιπ, ϕxr[,

F2(ϕ) = 0 при ϕ = ϕxr,

F2(ϕ) > 0 при ϕ ∈ ]ϕxr, ϕxr + ιπ[,

(3.109)

и в отношении |F2(ϕ)| справедливо следующее:

|F2(ϕ)| = (−1)rF2(ϕ), r =

{
1 при ϕ ∈ ]ϕxr − ιπ, ϕxr],

2 при ϕ ∈ ]ϕxr, ϕxr + ιπ[.
(3.110)
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Учитывая (3.109), (3.110), записываем (3.106), исключив знак модуля

(−1)r4k CωCυ (F2)
−2

dyϕ = −Cxe dy . (3.111)

Таким образом получили дифференциальную форму второго соотноше-
ния на ординате (3.111). Далее интегрируем (3.111) [275,276]. В итоге, учи-
тывая (3.79), (3.82), (3.94) и (3.96), получаем

y|x = const = (−1)r 4kF1

CxeK+F2
+ C∗

x, (3.112)

где C∗
x — постоянная интегрирования.

Выражение (3.112) — искомый интеграл дифференциальной формы
(3.111) второго соотношения на ординате.

3) Вывод соотношения s|x = const = s(ϕ).
Избавляемся от y в соотношении (3.103), использовав (3.112):

s|x = const =
2k
K+

{
ln
[
(F2)

2
]
−
(
ϕ+

π

4

)
K−
}

+

+ (−1)rγ cosα
4kF1

CxeK+F2
+ Cx,

(3.113)

Cx = γ cosαC∗
x + C̃x. (3.114)

Выражение (3.113), имеющее вид s|x = const = s(ϕ), является окончатель-
ным (третьим) вариантом соотношения на ординате (3.102). В отличие от
(3.102), ординату y (3.113) не содержит.

Второй частный случай. Функции-множители υ и ω определены в
соответствии с частным решением (3.58) системы-следствия (3.24).

• Соотношения на абсциссе, т.е. когда dy = 0, y = const.
Выполняем подстановку частного решения (3.58) системы-следствия

(3.24) в соотношение (3.69). В итоге получаем:

4k dxϕ = 0. (3.115)

Проинтегрировав, имеем:

ϕ|y = const = C∗
y/4k, (3.116)

где C∗
y — постоянная интегрирования.

Из последнего следует, что вдоль абсциссы ориентация главных нор-
мальных напряжений (задается углом ϕ) остается неизменной.

При выводе соотношения на абсциссе для s снова используем соотноше-
ние (3.70). Подставляем в (3.70) выражения (3.58):

dxs =
(
S−1 + γ sinα

)
dx. (3.117)

Интегрируя последнее, имеем:

s|y = const =
(
S−1 + γ sinα

)
x+ C̃y, (3.118)
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где C̃y — постоянная интегрирования. Т.е. получили линейную зависимость
полусуммы главных нормальных напряжений s от абсциссы x.

Полученные выражения (3.116) и (3.118) — соответствующие текущему
частному случаю искомые соотношения на абсциссе.

• Соотношения на ординате, т.е. когда dx = 0, x = const.
Этот случай похож на предыдущие выкладки (3.115) – (3.118). Выраже-

ние (3.74) остается законным. Подставляем (3.58) в (3.74), получаем

2kS cos (2ϕ) dyϕ = dy. (3.119)

Интегрируем (3.119):

y|x = const = kS sin (2ϕ) + C∗
x, (3.120)

где C∗
x — постоянная интегрирования.

Чтобы получить соотношение на ординате для s, используем (3.75) и
подставляем в него (3.58). В итоге получаем:

dys =
[
S−1 tg (2ϕ) + γ cosα

]
dy. (3.121)

С учетом (3.119) из (3.121), имеем:

dys = 2k [sin(2ϕ) + Sγ cosα cos (2ϕ)] dyϕ. (3.122)

Интегрируем (3.122):

s|x = const = k [Sγ cosα sin (2ϕ) − cos (2ϕ)] + Cx , (3.123)

где Cx — постоянная интегрирования.
Выражения (3.120) и (3.123) — искомые соотношения на ординате.
Третий частный случай. Функции-множители υ и ω определены в

соответствии с частным решением (3.61) системы-следствия (3.24). Даль-
нейшие выкладки, в значительной мере повторили бы предыдущий случай
(3.115) – (3.123), поэтому результаты приводим без вывода.

• Соотношения на абсциссе, т.е. когда dy = 0, y = const.

x|y = const = −kS sin(2ϕ) + C∗
y , (3.124)

где C∗
y — постоянная интегрирования.

s|y = const = −k [cos (2ϕ) + Sγ sinα sin (2ϕ)] + Cy. (3.125)

где Cy — постоянная интегрирования.
Выражения (3.124) и (3.125) — искомые соотношения на абсциссе.
• соотношения на ординате, т.е. когда dx = 0, x = const.

ϕ|x = const = C∗/4k, (3.126)

где C∗
x — постоянная интегрирования.

s|x = const =
(
S−1 + γ cosα

)
y + C̃x, (3.127)

где C̃x — постоянная интегрирования.
Выражения (3.126) и (3.127) — искомые соотношения на ординате.
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3.3. Анализ физической осмысленности полученных
соотношений на декартовых координатах

Поливариантность решения системы уравнений (3.24), определяющей
связь между старыми (x, y) и новыми (λ1, λ2) координатами, которая, соб-
ственно, и позволила найти соотношения на декартовых осях, наталкивает
на мысль, что не все ее решения имеют физический смысл.

Чтобы выяснить, какие из полученных ранее соотношений (3.80), (3.95),
(3.97), (3.102), (3.112), (3.113) (I-ый частный случай), (3.116), (3.118),
(3.120), (3.123) (II-ой частный случай) или (3.124) – (3.127) (III-ий частный
случай) в должной мере адекватно отражают состояние предельного рав-
новесия моделируемой идеально-связной среды, есть два пути: эксперимен-
тальный и теоретический.

Выберем теоретический путь: во-первых потому, что изучаемая матема-
тическая модель (2.35) идеально-связной среды [157], находящейся в состоя-
нии предельного равновесия не совершенствовалась (предложен только но-
вый способ решения системы (2.35)), а ее адекватность давно доказана; во-
вторых потому, что такой путь менее затратный; в-третьих, возможно более
точный. Ведь очень трудно подобрать реальную среду, полностью адекват-
ную поставленной задаче. К тому же, полностью исключить погрешности
измерений и методики экспериментов, очевидно, нельзя.

Будем отвергать те из соотношений, которые входят в противоречие с
уже известными частными закономерностями. Понятно, что для отрицания
справедливости какого-либо из соотношений достаточно обнаружить одно
такое противоречие. Далее сформулируем условие тестовой задачи и набор
известных тестовых закономерностей.

3.3.1. У с л о в и я т е с т о вых з а д а ч и т е с т о вы е з а к о н ом е р н о с-
т и. Первая задача, на которой будем проверять полученные в п. 3.2.5
соотношения, уже сформулирована в п.г. 2.3 (рис. 2.8). Уточним ее условие

Рис. 3.1

(рис. 3.1). Речь идет об уплотнении идеально-
связной среды 1 в вертикальном зазоре меж-
ду двумя стенками 3 и 4 бесконечных размеров.
Геометрически область симметрична относитель-
но вертикальной оси Oy. Снизу уплотняемый объ-
ем 1 закрыт жестким горизонтальным элементом
(днищем) 2. При таких условиях в (2.35) α = 0
(рис. 2.10). В дополнение примем, что условия тре-
ния на всех упомянутых поверхностях одинако-
вы, а внешняя нагрузка P имеет плоскую горизон-
тальную поверхность приложения и симметрична
относительно Oy.

С учетом таких ограничений есть основания утверждать, что рассматри-
ваемая тестовая задача является осесимметричной относительно оси орди-
нат Oy. В этом случае, в пределах границ области предельного равновесия
(x ∈ ]xl, xr [, где xl и xr — абсциссы точек на внутренних поверхностях
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стенок 3 и 4 соответственно) для равноудаленных от оси ординат точек
должны выполняться следующие (тестовые) закономерности:

1) равенство модулей всех компонентов тензора напряжений —

|σij(−x, y)| = |σij(+x, y)|, где i, j = x, y; (3.128)

2) равенство знаков нормальных компонентов σxx(x, y) и σyy(x, y) —

sign (σii(−x, y)) = sign (σii(+x, y)) ; (3.129)

3) противоположность знаков касательной компоненты —

sign (σxy(−x, y)) = − sign (σxy(+x, y)) . (3.130)

Все эти требования диктуются условиями равновесия в макросмысле,
т.е. гарантирующего равновесие любого, имеющего конечные размеры, фра-
гмента среды из рассматриваемой области, взятого отдельно.

Итак, в центральной точке поверхности воздействия внешней нагрузки
P координата x = 0. Касательное напряжение, ориентированное вдоль оси
абсцисс, т.е. действующие параллельно поверхности воздействия внешней
нагрузки и совпадающее с плоскостью рисунка, определяется выражением
(2.31) для σxy. Из (2.31) вытекает, что поле векторов касательных напряже-
ний σxy будет симметричным относительно оси Oy, если для соотношений
вида x|y = const = x(ϕ) при любых y ∈ ]−∞, +∞ [ выполняются условия:

x (ϕ) = 0, если ϕ = ϕn = ±π
2
n, n ∈ {0, 1, . . . ,∞}, (3.131)

x (ϕn) − x (ϕn − Δϕ) = − [x (ϕn) − x (ϕn + Δϕ)] , (3.132)

где Δϕ — произвольное конечное приращение угла ϕ.
Кроме уже приведенного, чтобы соотношения на декартовых координа-

тах (3.80), (3.95), (3.97), (3.102), (3.112), (3.113) (первый частный случай),
(3.116), (3.118), (3.120), (3.123) (второй частный случай) или (3.124) – (3.80)
(третий частный случай) — имели физический смысл, они должны:

а) демонстрировать согласованность с ориентацией системы координат
с учетом возможности поворота последней на произвольный угол (α);

б) обеспечивать объяснение очевидных закономерностей, если среда ве-
сомая (γ > 0), и если удельный вес среды равен нулю (γ = 0).

В случае весомой среды и неограниченного роста ее удельного веса (γ →
∞), можно предположить, что по мере удаления вниз от поверхности воз-
действия внешней нагрузки P (по мере роста y), т.е. пропорционально уве-
личению высоты слоя среды, также неограниченно растет полусумма глав-
ных нормальных напряжений s.

Такое предположение строится на следующем:
1) исходя из (2.31), касательные напряжения σxy на боковых поверх-

ностях уплотняемой среды всегда ограничены величиной сцепления k и,
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следовательно, их суммарное воздействие на эти поверхности при ограни-
ченной высоте слоя также всегда ограничено;

2) внешняя нагрузка P ограничена по условию задачи;
3) поскольку условия равновесия в макросмысле должны соблюдаться

(задача статическая), то неограниченный рост весовых сил должен чем-то
компенсироваться, а это возможно только лишь за счет ответного роста нор-
мальных напряжений внутри среды по мере удаления вниз от поверхности
уплотнения, т.е. по мере роста y.

В случае, когда среда невесомая (γ = 0), то, по меньшей мере, в пределах
некоторого ограниченного удаления от поверхности уплотнения должно на-
блюдаться падение величины полусуммы главных нормальных напряжений
s. Это связано с тем, что внешняя нагрузка P частично уравновешивает-
ся силами трения на поверхностях вдоль боковых стенок 3 и 4. Чем выше
слой среды, тем больше поверхность боковых стенок, а, следовательно, тем
сильнее компенсирующее действие сил трения и тем меньше реактивные
нормальные напряжения внутри среды.

Вторая тестовая задача (рис. 3.2) отличается от предыдущей тем, что
внешняя нагрузка P ориентирована по нормали к силе земного тяготения,

Рис. 3.2

а система декартовых координат имеет иную точ-
ку приложения. Теперь ось абсцисс делит область
уплотнения 1 на две равные части, а, значит, орди-
ната y может быть как положительной, так и отри-
цательной. Абсцисса x — всегда положительная.

Кроме того, несмотря на сохранившуюся симмет-
ричность области уплотнения (теперь относительно
оси Ox), симметрия напряженного состояния будет
достигаться только для случая невесомой среды.

В таком случае, полагая, что γ = 0, выражения
(3.128) – (3.132) следует переписать так:

|σij(x,−y)| = |σij(x,+y)|, где i, j = x, y; (3.133)

sign (σii(x,−y)) = sign (σii(x,+y)) ; (3.134)

sign (σxy(x,−y)) = − sign (σxy(x,+y)) . (3.135)

y (ϕ) = 0, если ϕ = ϕn = ±π
2
n, n ∈ {0, 1, . . . ,∞}, (3.136)

y (ϕn) − y (ϕn − Δϕ) = − [y (ϕn) − y (ϕn + Δϕ)] , (3.137)

где Δϕ — произвольное конечное приращение угла ϕ.

3.3.2. Пр е д в а р и т е л ь ный а н а л и з т е с т о вых з а к о н ом е р н о с-
т е й. Полный анализ приведенных выше (п. 3.3.1) тестовых закономерно-
стей приведен в работе [167]. Там, в частности, показано, что II-ой и III-ий
частные случаи (п. 3.2.5) не удовлетворяют условиям тестовых задач.
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В той же работе [167], в процессе анализа соотношений на абсциссе (3.95)
и (3.97), относящихся к первому частному случаю (п. 3.2.5) обосновано тре-
бование

|Cυ| = |Cω|. (3.138)

Если оно выполняется, то функция s(ϕ) (3.97) остается симметричной от-
носительно точки ϕ = ϕn, где ϕn вычисляется в соответствии с

ϕn =
π

2
± πn1, (n1 ∈ {0, 1, . . . ,∞}), (3.139)

когда
sign(Cυ) = sign(Cω), (3.140)

или в соответствии с

ϕn = ±n2π, (n2 ∈ {0, 1, . . . ,∞}), (3.141)

когда
sign(Cυ) �= sign(Cω). (3.142)

В таком случае, с учетом выражений (2.31), соотношение (3.97) одновре-
менно удовлетворяет требованиям (3.128) и (3.129).

3.3.3. А д а п т и р о в а н ный в а р и а н т с о о т н ош е н ий н а д е к а р т о-
вых к о о р д и н а т а х. Применение требования (3.139) и двух условий
(3.140) и (3.142) к соотношениям на абсциссе (3.83), (3.95), (3.97) и орди-
нате (3.103), (3.112), (3.113) порождает два комплекта соотношений. Это
подробно изложено в работе [167].

• Cоотношения на абсциссе: (3.83), (3.95) и (3.97).
Первый комплект соответствует условию (3.140).

s|y = const = k ln
(
2(Cυ)2 sin2 ϕ

)
+ γ x sinα+ C̃y, (3.143)

где физический смысл и номинальное значение постоянной интегрирования
C̃y остается прежним и соответствует ее определению в (3.80) или (3.83).

x|y = const = ±(−1)r2k exp
γ y cosα− C̃y

2k
ctgϕ+ C∗

y , (3.144)

где

r =
{

1 при ϕ ∈ ]ϕyr − π, ϕyr],
2 при ϕ ∈ ]ϕyr, ϕyr + π[, (3.145)

ϕyr = ±2πn, (n ∈ {0, 1, 2, . . . ,∞}). (3.146)

s|y = const = k ln
(
sin2 ϕ

)±
± (−1)r2k γ sinα exp

γ y cosα− C̃y

2k
ctgϕ+ C+

y ,
(3.147)

где r определяется выражениями (3.145) и (3.146), а

C+
y = γ sinαC∗

y + C̃y + k ln
(
2(Cυ)2

)
. (3.148)
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Появление знаков “±” в (3.144) и (3.147) обусловлено исключением зна-
ковой переменной ι из (3.92) в процессе вывода (3.145). ι — определена
ранее выражением (3.90) в соответствии со знаками Cυ и Cω. Поскольку
сейчас рассматривается вариант, когда sign(Cυ) = sign(Cω), то ι = +1 если
Cυ = Cω > 0. В этом случае в (3.144) и (3.147) следует применять верхний
знак. В противном случае, когда Cυ = Cω < 0 и ι = −1 в (3.144) и (3.147)
следует применять нижний знак. Заметим, если среда невесомая (γ = 0),
или система координат ориентирована таким образом, что α = 0 (рис. 3.1),
в соотношении (3.147) изменяющая знак компонента пропадает.

Второй комплект соответствует условию (3.142).

s|y = const = −k ln
(
2(Cυ)2 cos2 ϕ

)
+ γ x sinα+ C̃y, (3.149)

где постоянная C̃y соответствует ее определению в (3.80) или (3.83).

x|y = const = ±(−1)r2k exp
C̃y − γ y cosα

2k
tgϕ+ C∗

y , (3.150)

где

r =
{

1 при ϕ ∈ ]ϕyr − π, ϕyr],
2 при ϕ ∈ ]ϕyr, ϕyr + π[, (3.151)

ϕyr =
π

2
± 2πn, (n ∈ {0, 1, 2, . . . ,∞}). (3.152)

s|y = const = −k ln
(
cos2 ϕ

)±
± (−1)r2k γ sinα exp

C̃y − γ y cosα
2k

tgϕ+ C−
y ,

(3.153)

где показатель степени r определяется выражениями (3.151) и (3.152), а
постоянная C−

y — выражением:

C−
y = γ sinαC∗

y + C̃y − k ln
(
2(Cυ)2

)
. (3.154)

Верхний знак в соотношении (3.150) и (3.153) получается в случае от-
рицательного значения Cυ и положительного Cω, а нижний, в обратном
случае, когда Cυ > 0 и Cω < 0.

• Cоотношения на ординате.
Первый комплект образуется из (3.112), (3.103) и (3.113) в случае, когда

достигается условие (3.140) равенства знаков постоянных Cυ и Cω:

y|x = const = ±(−1)r2k exp
γ x sinα− C̃x

2k
tgϕ+ C∗

x, (3.155)

где

r =
{

1 при ϕ ∈ ]ϕxr − π, ϕxr],
2 при ϕ ∈ ]ϕxr, ϕxr + π[, (3.156)

ϕxr = −π
2
± 2πn, (n ∈ {0, 1, 2, . . . ,∞}); (3.157)
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s|x = const = k ln
(
cos2 ϕ

)
+ γ y cosα+ k ln

(
2(Cυ)2

)
+ C̃x; (3.158)

s|x = const = k ln
(
cos2 ϕ

)±
± (−1)r2k γ cosα exp

γ x sinα− C̃x

2k
tgϕ+ C+

x ,
(3.159)

где
C+

x = γ cosαC∗
x + k ln

(
2(Cυ)2

)
+ C̃x. (3.160)

Верхний знак в соотношениях (3.155) и (3.159) получается в случае по-
ложительных значений Cυ и Cω, а нижний — когда Cυ = Cω < 0.

Второй комплект образуется из (3.112), (3.103) и (3.113) в случае, когда
знаки постоянных интегрирования Cυ и Cω не совпадают (3.142):

y|x = const = ±(−1)r2k exp
C̃x − γ x sinα

2k
ctgϕ+ C∗

x, (3.161)

где

r =
{

1 при ϕ ∈ ]ϕxr − π, ϕxr],
2 при ϕ ∈ ]ϕxr, ϕxr + π[, (3.162)

ϕxr = ±2πn, (n ∈ {0, 1, 2, . . . ,∞}); (3.163)

s|x = const = −k ln
(
sin2 ϕ

)
+ γ y cosα− k ln

(
2(Cυ)2

)
+ C̃x; (3.164)

s|x = const = −k ln
(
sin2 ϕ

)±
± (−1)r2k γ cosα exp

C̃x − γ x sinα
2k

ctgϕ+ C−
x ,

(3.165)

где
C−

x = γ cosαC∗
x − k ln

(
2(Cυ)2

)
+ C̃x. (3.166)

Верхний знак в соотношении (3.161) и (3.165) получается в случае от-
рицательного значения Cυ и положительного Cω, а нижний, в обратном
случае, когда Cυ > 0 и Cω < 0.

3.3.4. Оц е н к а а д е к в а т н о с т и п о л у ч е н ных с о о т н ош е н ий.
Подробно этот материал изложен в работе [167]. Рассмотрим первую те-
стовую задачу рис. 3.1. Применительно к ней, из анализа адаптированного
выражения x|y = const = x(ϕ) (3.144), вытекает, что требования (3.131) и
(3.132) будут выполняться только, если

C∗
y = 0. (3.167)

Это важно, т.к. в текущем случае позволяет сократить количество неиз-
вестных постоянных, вошедших в выражения (3.144), (3.147).

Из анализа (3.144) также следует, что в точках x = 0, если C∗
y = 0

(3.167), угол ϕ может принимать такие значения:

ϕxo
= ±1

2
πn, (n ∈ {1, 3, 5, . . . ,∞}). (3.168)
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Иначе требования (3.131) и (3.132) выполняться не будут. В таком случае,
в пределах всей изучаемой области (рис. 3.1) допустимые значения угла ϕ
укладываются в один из интервалов:

ϕ ∈
]
ϕxo

− 1
2
π, ϕxo

+
1
2
π

[
. (3.169)

В работе [167] показано, что исходя из анализа первого пакета соотно-
шений (3.144), (3.147) и (3.155), (3.159), можно сделать вывод, что приме-
нительно к задаче рис. 3.1 с учетом возможного изменения интенсивности
внешнего силового воздействия P, а также различного удельного веса сре-
ды γ, все соотношения первого пакета имеют физический смысл, причем с
обеими знаками, хотя и не всякий интервал (3.169) изменения угла ϕ будет
корректным. Если в (3.144), (3.147) и (3.155), (3.159) применяются верхние
знаки, то в (3.169) ϕxo

= + 1
2π, если же нижние, то ϕxo

= − 1
2π.

Возвращаясь ко второму пакету соотношений на декартовых коорди-
натах (3.150), (3.153) и (3.161), (3.165) можно сделать вывод, что приме-
нительно к той же задаче рис. 3.1 они не показывают согласованности с
физическим смыслом, но удовлетворяют условиям второй тестовой задачи
рис. 3.2, в частности, требованиям (3.133) – (3.137), а также пунктам “а” и
“б” (п. 3.3), когда значение угла ϕ укладывается в интервал:

ϕ ∈
]
ϕyo

− 1
2
π, ϕyo

+
1
2
π

[
, (3.170)

где ϕyo
— такое значение ϕ, при котором ордината y принимает нулевое зна-

чение, если C∗
x = 0. Причем, в случае выбора верхних знаков, в соотноше-

ниях (3.150), (3.153) и (3.161), (3.165) необходимо положить, что ϕyo
= + 1

2π,
а в случае выбора нижних знаков, что ϕyo

= − 1
2π.

Положительное направление изменения угла ϕ в рассматриваемом слу-
чае, когда в (3.150) и (3.161) применяются верхние знаки, противоположно
положительному направлению изменения y.

Следующее касается обеих тестовых задач: а) исходя из симметрии фун-
кций s|y=const = s(ϕ) (3.147), (3.153) относительно ϕ и возможности выбора
знака в выражениях x|y = const = x(ϕ) (3.144), (3.150), можно заключить,
что положительное направление угла ϕ по отношению к абсциссе x можно
выбирать произвольным образом, исходя из контекста конкретной задачи;
б) постоянные C+

x (3.160) и C−
x (3.166), равно как и постоянные C+

y (3.148)
и C−

y (3.154), могут определяться или назначаться “целиком”, без учета
детализации (3.160) и (3.166).

3.3.5. Ф о рмулир о в к а п р а в и л п е р и о д и ч н о с т и. Из предыду-
щего материала следует, что анализ периодичности полученных соотноше-
ний следует проводить применительно к конкретным задачам.

• Задача в соответствии с рис. 3.1. Ей отвечают соотношения на де-
картовых осях первого комплекта, т.е. выражения (3.144), (3.147), (3.155),
(3.159). Когда в них приняты верхние знаки, в отношении угла ϕ можно
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сказать, что интервал его значений (3.169) является физически осмыслен-
ным, если середина ϕxo

этого интервала равна любому числу из следующей
последовательности:

ϕxo
= +

1
2
π ± 2πn, (n ∈ {0, 1, 2, . . . ,∞}). (3.171)

Если же в соотношениях (3.144), (3.147), (3.155), (3.159) будут приняты
нижние знаки, то середина ϕxo

интервала (3.169) должна определяться так:

ϕxo
= −1

2
π ± 2πn, (n ∈ {0, 1, 2, . . . ,∞}). (3.172)

Заметим, что в физическом смысле периодичность изменения ϕ, когда
среднее значение ϕxo

интервала (3.169) принадлежит одной из последова-
тельностей (3.171) или (3.172), да и сам факт существования периодических
решений никакого разнообразия решений не добавляет, а лишь тиражирует
одно и то же решение со смещением, кратным 2π. Само же смещение, зада-
ваемое выражениями (3.171) или (3.172), ориентации компонентов тензора
напряжений не меняет, поскольку задает лишь линии действия напряже-
ний, но не изменяет их знаков (2.31).

Знаки касательных напряжений (2.31) меняются только тогда, когда
изменяется выбор знака в самих соотношениях (3.144), (3.147), (3.155),
(3.159) и соответственно этим знакам изменяется выбор последовательно-
стей (3.171) или (3.172) возможных значений ϕxo

.
Таким образом, при выборе значения ϕxo

, а точнее постоянной n из
(3.171) или (3.172), нет смысла принимать ненулевое значение n. Следова-
тельно, в дальнейшем, применительно к соотношениям первого комплекта
(3.144), (3.147), (3.155), (3.159), в случае выбора верхних знаков, ограни-
чимся значением ϕxo

, равным:

ϕxo
= +

1
2
π, (3.173)

а в случае выбора нижних знаков, следующим значением:

ϕxo
= −1

2
π. (3.174)

Приведенные выше рассуждения предполагают, что C∗
y = 0. Другие зна-

чения C∗
y приведут к смещению значения ϕ|x=0 относительно точек перио-

дичности ϕxo
из выражений (3.171) и (3.172). Выбор ненулевого значения

C∗
y не противоречит обозначенным выше законам механики, но примени-

тельно к решению поставленной задачи (рис. 3.1) вряд ли целесообразно.
Ненулевое значение C∗

y может быть оправданным в тех случаях, когда нача-
ло координат необходимо совместить с конкретной точкой, не совпадающей
с нынешней, когда x = x(ϕxo

) = 0.
• Задача в соответствии с рис. 3.2 предполагает применение соотно-

шений на декартовых осях из второго комплекта, т.е. выражений (3.150),
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(3.153), (3.161), (3.165). В отношении них можно повторить приведенные
выше рассуждения, с той лишь разницей, что интервал физически осмыс-
ленных значений угла ϕ теперь определяется выражением (3.170), а середи-
на ϕyo

этого интервала, в случае выбора в рассматриваемых соотношениях
верхних или нижних знаков, определяется двумя следующими последова-
тельностями:

ϕyo
= +

1
2
π ± 2πn, или ϕyo

= −1
2
π ± 2πn, (n ∈ {0, 1, 2, . . . ,∞}) (3.175)

соответственно.
Как и в случае первого комплекта соотношений, знаки касательных на-

пряжений (2.31) определяются выбором знаков (верхних или нижних) в
самих соотношениях (3.150), (3.153), (3.161), (3.165). Соответственно этим
знакам выбирают адекватную последовательность (3.175) возможных зна-
чений ϕyo

. При этом также нет смысла принимать ненулевое значение n.
Следовательно, в дальнейшем применительно к соотношениям второго ком-
плекта (3.150), (3.153), (3.161), (3.165), в случае выбора верхних или нижних
знаков, ограничимся соответствующим значением ϕyo

, равным:

ϕyo
= +

1
2
π, или ϕyo

= −1
2
π. (3.176)

Приведенные выше рассуждения предполагают, что постоянная инте-
грирования C∗

y теперь может принимать ненулевые значения, в то время
как C∗

x = 0. В отношении последней справедливы такие же рассуждения,
какие были приведены выше касательно C∗

y , когда рассматривались соот-
ношения на декартовых осях из первого комплекта.

Периодический характер соотношений (3.144), (3.150), (3.147), (3.153) и
(3.155), (3.161), (3.159), (3.165) согласуется с уже имеющимися сведениями
из теорий предельного равновесия и пластичности. В частности, о периодич-
ности в задачах предельного равновесия идеально-связной среды известно
из работы [157], а впервые этот факт был показан в работе [153] примени-
тельно к теории пластичности.

3.4. Два комплекта соотношений на декартовых осях,
две различные задачи и два разных предельных состояния
модельной среды

Применительно к системе (2.35) плоского предельного равновесия ве-
сомой идеально-связной среды в случае, когда задача рассматривается в
системе координат, одна ось которой совпадает с линией действия весовых
сил, физически осмысленными являются два варианта или, что то же, два
пакета (без учета вариаций с нижними и верхними знаками) соотношений
на декартовых координатных осях:

• Первый вариант (задача, например, в соответствии с рис. 3.1).
Соотношения на абсциссе получаем из выражений (3.144) – (3.148), учи-

тывая интервал возможных значений угла ϕ (3.169) и его среднюю точ-
ку (3.173) или (3.174), в зависимости от знаков (верхних или нижних) в
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(3.144) – (3.148), а также положив α = 0:

x|y = const = 2k exp
γ y − C̃y

2k
ctgϕ+ C∗

y , (3.177)

s|y = const = k ln
(
sin2 ϕ

)
+ C+

y , (3.178)

где

ϕ ∈
]
ϕxo

− 1
2
π, ϕxo

+
1
2
π

[
, ϕxo

= ±1
2
π, (3.179)

C+
y = C̃y + k ln

(
2(Cυ)2

)
. (3.180)

Соотношения на ординате получаем из (3.155) – (3.160), учитывая тот
же интервал (3.169) и его среднюю точку (3.173) или (3.174), а также поло-
жив α = 0:

y|x = const = (−1)r2k exp
−C̃x

2k
tgϕ+ C∗

x, (3.181)

s|x = const = k ln
(
cos2 ϕ

)
+ γ y + k ln

(
2(Cυ)2

)
+ C̃x, (3.182)

s|x = const = k

[
ln
(
cos2 ϕ

)
+ (−1)r2γ exp

−C̃x

2k
tgϕ

]
+ C+

x , (3.183)

где

ϕ ∈
]
ϕxo

− 1
2
π, ϕxo

+
1
2
π

[
, ϕxo

= ±1
2
π, (3.184)

r =
{

1 при ϕ > ϕxo
,

2 при ϕ < ϕxo
,

(3.185)

C+
x = γ C∗

x + k ln
(
2(Cυ)2

)
+ C̃x. (3.186)

• Второй вариант (задача, например, в соответствии с рис. 3.2).
Соотношения на абсциссе получаем из (3.150) – (3.154), учитывая интер-

вал (3.170) и его среднюю точку (3.176), в зависимости от знаков (верхних
или нижних) в (3.150) – (3.154), а также положив α = 0:

x|y = const = (−1)r2k exp
C̃y − γ y

2k
tgϕ+ C∗

y , (3.187)

s|y = const = −k ln
(
cos2 ϕ

)
+ C−

y , (3.188)

где

ϕ ∈
]
ϕyo

− 1
2
π, ϕyo

+
1
2
π

[
, ϕyo

= ±1
2
π, (3.189)

r =
{

1 при ϕ < ϕyo
,

2 при ϕ > ϕyo
,

(3.190)

C−
y = C̃y − k ln

(
2(Cυ)2

)
. (3.191)
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Соотношения на ординате получаем из (3.161) – (3.166), снова-таки учи-
тывая интервал (3.170) и его среднюю точку (3.176), а также положив α = 0:

y|x = const = 2k exp
C̃x

2k
ctgϕ+ C∗

x, (3.192)

s|x = const = −k ln
(
sin2 ϕ

)
+ γ y − k ln

(
2(Cυ)2

)
+ C̃x, (3.193)

s|x = const = k

[
2γ exp

C̃x

2k
ctgϕ− ln

(
sin2 ϕ

)]
+ C−

x , (3.194)

где

ϕ ∈
]
ϕyo

− 1
2
π, ϕyo

+
1
2
π

[
, ϕyo

= ±1
2
π, (3.195)

C−
x = γ C∗

x − k ln
(
2(Cυ)2

)
+ C̃x. (3.196)

Итак, по итогу получили два пакета соотношений на осях декартовых ко-
ординат: первый — комплект выражений (3.177) – (3.186); второй — (3.187) –
(3.196). Под них было подобрано пару тестовых задач по рис. 3.1 и по
рис. 3.2, соответственно. Естественно, на этом их применимость не исчер-
пывается. Так, соотношения (3.187) – (3.196) нашли применение в процессе
моделирования плодов томатов [277–279].

Далее прибегнув к анализу двух полученных комплектов соотношений
(3.177) – (3.186) и (3.187) – (3.196) выясним различия физической природы
тех напряженных состояний, которые им соответствуют. Для этого снова
обратимся к задачам в соответствии с рис. 3.1 и рис. 3.2.

На первый взгляд, разница очевидна. На рис. 3.1 предполагается, что
внешняя нагрузка P приложена вдоль горизонтальной поверхности LuRu

в направлении линии действия весовых сил, в то время как на рис. 3.2
внешняя нагрузка P приложена вдоль вертикальной поверхности RuRd и
действует горизонтально, т.е. поперек направления действия весовых сил.

Чтобы понять, что столь очевидная разница на самом деле не такая
уж убедительная, необходимо принять во внимание, что в случае плоско-
го напряженного состояния, в соответствии с рис. 3.1, силы реакции, дей-
ствующие на правой стенке RuRd, по направлению и месту приложения в
точности соответствуют внешней нагрузке P, изображенной на рис. 3.2. С
другой стороны, силы реакции, действующие на внешней поверхности LuRu

рис. 3.2, по месту приложения и направлению действия в точности совпа-
дают с активной внешней нагрузкой P, изображенной на рис. 3.1. Таким
образом, получается, что задачи рис. 3.1 и рис. 3.2 отличаются не столь
качественно, сколь количественно.

Чтобы понять действительную и существенную разницу между зада-
чами рис. 3.1 и рис. 3.2, необходимо рассмотреть равновесие треугольных
LuRuC фрагментов среды рис. 3.3, выделенных, например, у окрестностей
верхней LuRu граничной поверхности области нагружения для обеих задач.
Такие же треугольные фрагменты среды можно было выделить и вдоль
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правой границы RuRd. Это принципиального значения не имеет. Важно,
чтобы эти фрагменты выделялись на тех границах, на которых активные
силы P и пассивные силы реакции R меняются местами.

A B

Рис. 3.3. Два предельных равновесных состояния для выделенного фраг-
мента LuRuC среды: A) достигается по вдавливанию фрагмента внутрь
объема среды (задача по рис. 3.1); B) достигается по выдавливанию фраг-

мента наружу, т.е. из объема среды (задача по рис. 3.2)

Из анализа рис. 3.3 видим, что в первом случае (рис. 3.3,A соответству-
ет задаче по рис. 3.1) выделенный треугольный фрагмент среды LuRuC
достигает своего предельного равновесного состояния по смещению внутрь
среды, т.е. по вдавливанию. Во втором случае (рис. 3.3,B соответствует за-
даче по рис. 3.2) указанный фрагмент LuRuC уравновешивается в процессе
выдавливания его наружу.

В обоих случаях касательные напряжения τ , действующие на поверхно-
стях LuC иRuC, меняют свое направление на обратное. Это обстоятельство,
собственно, и есть качественное различие двух рассмотренных задач.

Разумеется, по модулю все силы и компоненты тензора напряжений,
в частности, упоминавшиеся активные P и пассивные R силы, а также
касательные напряжения τ в двух этих задачах не будут равны, но это уже
количественная сторона вопроса, а нас сейчас интересовала качественная.

Таким образом, констатируем, что система (2.35) плоского предельно-
го равновесия весомой идеально-связной среды фактически описывает два
различных предельных равновесных состояния. Такое утверждение уже
изучалось другими авторами, например, В.В.Соколовским [157], но другим
способом. Это обстоятельство служить косвенным доказательством спра-
ведливости приведенных выше выкладок.
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3.5. Решение задачи об уплотнении модельной среды

Рассмотрим задачу в соответствии с рис. 3.1 и соотношениями на декар-
товых координатах (3.177), (3.178), (3.181) и (3.183). Область предельного
равновесия идеально-связной среды 1 в обозначенном случае имеет прямо-
угольные границы, параллельные координатным осям. Это обстоятельство
в значительной мере упрощает формулировку условий на границах обла-
сти, поскольку дает основания утверждать, что вдоль них выполняются
соотношения (3.177), (3.178), (3.181) и (3.183).

3.5.1. Ф о рмулир о в к а г р а н и ч ных у с л о в и й. Определим пре-
дельные значения величин удельного трения τl, τr, τu и τd, действующих на
левой, правой, верхней и нижней границах области 1:

τl = fl σxx, τr = fr σxx, τu = fu σyy, τd = fd σyy, (3.197)

где fi — коэффициенты внешнего трения на тех же границах, i ∈ {l, r, u, d}.
Полагаем, что трение на границах не обязательно реализуется полно-

стью. Степень реализации τi, (i ∈ {l, r, u, d}) зависит от величины касатель-
ной компоненты σxy тензора напряжений, которую оно уравновешивает.
Таким образом, справедливы неравенства:

|σxy| ≤ fl σxx, |σxy| ≤ fr σxx, |σxy| ≤ fu σyy, |σxy| ≤ fd σyy. (3.198)

Применение знаков модуля по отношению к касательным напряжениям
|σxy| обусловлено тем, что правая часть неравенств (3.198) в конкретных
условиях рассматриваемой задачи всегда положительна, поскольку внеш-
нее трение вдоль границ возможно только в случае сжатия, т.е. когда вдоль
рассматриваемых поверхностей σxx, σyy > 0.

Поскольку ограничений на величину коэффициентов внешнего трения
fi, (i ∈ {l, r, u, d}) тут не накладываем, то в дальнейшем учитываем, что
задача теперь не является осесимметричной.

Специфическими в отношении граничных условий являются верхние Lu,
Ru и нижние Ld, Rd угловые точки области 1. Они обозначают линии пере-
сечения взаимно перпендикулярных поверхностей, и к ним применим закон
парности касательных напряжений [155,157]. С его учетом, для левой и пра-
вой верхних угловых точек Lu и Ru, а также для левой и правой нижних
угловых точек Ld и Rd, соответственно, имеем:

|σxy| ≤ min{fl σxx, fu σyy}, |σxy| ≤ min{fr σxx, fu σyy},
|σxy| ≤ min{fl σxx, fd σyy}, |σxy| ≤ min{fr σxx, fd σyy}.

(3.199)

После подстановки (2.31) неравенства (3.198) и (3.199) дают:

s ≥ k

( |sin 2ϕ|
fl

− cos 2ϕ
)
, s ≥ k

( |sin 2ϕ|
fr

− cos 2ϕ
)
, (3.200)

s ≥ k

( |sin 2ϕ|
fu

+ cos 2ϕ
)
, s ≥ k

( |sin 2ϕ|
fd

+ cos 2ϕ
)
, (3.201)
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s ≥ kmax
{( |sin 2ϕ|

fl
− cos 2ϕ

)
,

( |sin 2ϕ|
fu

+ cos 2ϕ
)}

, (3.202)

s ≥ kmax
{( |sin 2ϕ|

fr
− cos 2ϕ

)
,

( |sin 2ϕ|
fu

+ cos 2ϕ
)}

, (3.203)

s ≥ kmax
{( |sin 2ϕ|

fl
− cos 2ϕ

)
,

( |sin 2ϕ|
fd

+ cos 2ϕ
)}

, (3.204)

s ≥ kmax
{( |sin 2ϕ|

fr
− cos 2ϕ

)
,

( |sin 2ϕ|
fd

+ cos 2ϕ
)}

. (3.205)

Полученные неравенства (3.200) – (3.205) являются искомыми граничны-
ми условиями для левой и правой (3.200), верхней и нижней (3.201) грани-
цах, а также в угловых точках Lu (3.202), Ru (3.203), Ld (3.204) и Rd (3.205)
области предельного равновесия для текущей задачи.

Подробный анализ граничных условий (3.200 – 3.205) с применением ме-
тода графической интерпретации выполнен в работах [167,179,280].

3.5.2. К омп о н е н ты т е н з о р а н а п р яжений н а о с я х д е к а р-
т о вых к о о р д и н а т. Использовав соотношения на абсциссе (3.178) и вы-
ражения (2.31), получаем искомые зависимости компонентов тензора напря-
жений от угла ϕ: (

σxx
σyy

)
= k

[
ln
(
sin2 ϕ

)± cos 2ϕ
]
+ C+

y ,

σxy = k sin 2ϕ.
(3.206)

Выполняются они вдоль линий y = const.
Решив соотношение на абсциссе x|y = const = x(ϕ) (3.177) относительно

угла ϕ, получим:

ϕ = ± arctg

{
2k

x− C∗
y

exp
γ y − C̃y

2k

}
, (3.207)

где знаки “±” согласуются с выражением (3.179), т.е. в (3.207) верхний знак
используется в случае ϕ ∈ ] 0, +π [ , когда ϕxo

= + 1
2π, а нижний — в случае

ϕ ∈ ]−π, 0 [ , когда ϕxo
= − 1

2π.
Подстановка (3.207) в (3.206) дает выполняющиеся вдоль координатных

прямых, параллельных оси абсцисс (y = const), уравнения связи компо-
нентов тензора напряжений σxx, σyy, σxy с координатой x. Аналитические
представления этих уравнений не приводим из-за их громоздкости.

Подстановка соотношения (3.183) в выражения (2.31) дает выполняю-
щиеся на ординатах уравнения связи σxx, σyy, σxy с углом ϕ:

(
σxx
σyy

)
= k

[
ln
(
cos2 ϕ

)
+ (−1)r2γ exp

−C̃x

2k
tgϕ± cos 2ϕ

]
+ C+

x ,

σxy = k sin 2ϕ.
(3.208)
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где

ϕ ∈
]
ϕxo

− 1
2
π, ϕxo

+
1
2
π

[
, ϕxo

= ±1
2
π, (3.209)

r =
{

1 при ϕ > ϕxo
,

2 при ϕ < ϕxo
.

(3.210)

Решив (3.181), относительно угла ϕ, имеем:

ϕ = ϕx, если ϕ < ϕxo
= + 1

2π,
ϕ = π − ϕx, если ϕ > ϕxo

= + 1
2π,

ϕ = −ϕx, если ϕ > ϕxo
= − 1

2π,
ϕ = −π + ϕx, если ϕ < ϕxo

= − 1
2π,

(3.211)

где

ϕx = arctg

[
y − C∗

x

2k
exp

C̃x

2k

]
. (3.212)

Подстановка (3.211) в (3.208) дает выполняющиеся вдоль координатных
прямых x = const уравнения связи компонентов тензора напряжений σxx,
σyy, σxy с ординатой y. Эти выражения не приводим.

3.5.3. Ин т е г р а л в н ешн е й н а г р у з к и, д е й с т в ующей в д о л ь
п о в е р х н о с т и у п л о т н е н и я. Поскольку выполняющееся вдоль абсцис-
сы выражение (3.206) для вертикальной компоненты σyy тензора напряже-
ний уже получено, то использовав соотношение на абсциссе (3.177), можно
определить интеграл внешней нагрузки P (рис. 3.1):

Iu =
∫ Lu

Ru

σyy dx, (3.213)

где направление интегрирования “справа-налево” определяется ориентаци-
ей оси абсцисс на рис. 3.1.

После подстановки в (3.213) выражений (3.206), (3.177) и последующего
интегрирования имеем:

Iu = 2k exp

(
γy − C̃y

2k

)
×

×
{

ln
(
sin2ϕlu

)
tgϕlu

− ln
(
sin2ϕru

)
tgϕru

+
(
C+

y + k
) (

ctgϕlu − ctgϕru
)}

,

(3.214)

где ϕlu и ϕru — значения ϕ в угловых точках Lu и Ru предельной области 1,
обозначающие в данном случае пределы интегрирования для (3.213).

Чтобы исследовать выражение (3.214) интеграла Iu внешней нагрузки
P, прежде определимся с постоянными C+

y и C̃y. Первая из них (C+
y ), исходя

из (3.178), определяет интенсивность внешней нагрузки P.
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Положив, что ϕ = ϕlu, когда ϕ ∈ [0, 1
2π
]
, и ϕ = ϕru, когда ϕ ∈ ] 12π, π],

а затем выполнив подстановку s (3.178) в условия (3.202) и (3.203), записы-
ваем два неравенства

C+
y

(
ϕju
) ≥ kmax

{(∣∣ sin (2ϕju
)∣∣

fj
− cos

(
2ϕju

))
,(∣∣ sin (2ϕju

)∣∣
fu

+ cos
(
2ϕju

))}− k ln
[
sin2

(
ϕju
)]
,

(3.215)

где j = l, r — индексы, соответствующие левой и правой границам области
уплотнения (рис. 3.1).

Далее, воспользовавшись выражением (3.177), определим постоянную
C̃y. Значения xlu и xru абсциссы в точках Lu и Ru известны и, следова-
тельно, могут быть использованы. Полагая, что ϕlu и ϕru известны также,
выполним их подстановку в соотношение (3.177). В итоге имеем:(

xlu

xru

)
= 2k exp

(
γy − C̃y

2k

)
ctg
(
ϕlu

ϕru

)
+ C∗

y , (3.216)

а затем, вычислив разность последних выражений, получаем:

C̃y = γ y + 2k ln

[
2k
(
ctgϕlu − ctgϕru

)
Δx

]
, (3.217)

где
Δx = xlu − xru. (3.218)

Подстановка C̃y (3.217) в выражение Iu (3.214) дает:

Iu = Δx

[
tgϕru ln

(
sin2ϕlu

)− tgϕlu ln
(
sin2ϕru

)
tgϕru − tgϕlu

+ C+
y + k

]
. (3.219)

• Осесимметричный случай.
Из рис. 3.1, условий трения (3.202) и (3.203), а также соотношений

(3.177) – (3.186) вытекает, что в случае когда коэффициенты трения fj ,
j ∈ {l, r} равны между собой, то задача (рис. 3.1) закономерно превра-
щается в осесимметричную относительно Oy. Учитывая это, в дальнейшем
положим, что fl = fr.

Теперь углы ϕlu и ϕru можно определить следующим образом:

ϕlu =
1
2
π − Δϕ, ϕru =

1
2
π + Δϕ, (3.220)

где

Δϕ =
1
2
(
ϕru − ϕlu

)
, Δϕ ∈

]
0,

1
2
π

[
. (3.221)
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Использовав определения (3.220) и (3.221), выражения (3.215), (3.217) и
(3.219) приводятся к виду:

C+
y (Δϕ) ≥ kmax

{(
sin (2Δϕ)

fj
+ cos (2Δϕ)

)
,(

sin (2Δϕ)
fu

− cos (2Δϕ)
)}

− k ln
(
cos2 Δϕ

)
.

(3.222)

C̃y (Δϕ) = γ y + 2k ln
4k tg Δϕ

Δx
. (3.223)

Iu(Δϕ) = Δx
[
ln
(
cos2 Δϕ

)
+ C+

y + k
]
. (3.224)

Далее выполним подстановку C+
y (3.222) в выражение (3.224). После

формальных преобразований получаем:

Iu(Δϕ) = Δx
{
kmax

[(
sin (2Δϕ)

fj
+ cos (2Δϕ)

)
,(

sin (2Δϕ)
fu

− cos (2Δϕ)
)]

+ (1 − k) ln
(
cos2 Δϕ

)
+ k

}
.

(3.225)

Чтобы получить в отношении изучаемых процессов некоторые разъяс-
нения, в работе [167] подробно исследовано функциональную связь Iu =
Iu(Δϕ) (3.225), а также влияние на нее вошедших в (3.225) сцепления k и
коэффициентов трения на внешних границах fj , j ∈ {l, r} и fu.

В той же работе [167] изучено, как соотносятся между собой закономер-
ности функциональных связей интеграла внешней нагрузки Iu = Iu(Δϕ)
(3.225), постоянных C+

y = C+
y (Δϕ) (3.222) и C̃y = C̃y(Δϕ) (3.223), а так-

же нормальной компоненты σyy = σyy(Δϕ) тензора напряжений в угловых
точках Lu, Ru области уплотнения.

Для такого исследования было построено шесть рисунков — двумерных
поверхностей. Первые три — для исследования величин Iu, C+

y и σyy соот-
ветственно. На них Iu, C+

y и σyy рассматриваются как функции сцепления
k и Δϕ. Вторая тройка рисунков также соответствует тем же величинам
Iu, C+

y и σyy, но в случае, когда в качестве аргументов рассматриваются
коэффициент трения на левой или правой границе fl или fr, а также Δϕ.
Еще один рисунок обобщает вышеупомянутые две тройки рисунков.

Наряду с прочим, было установлено. Интеграл Iu внешней нагрузки на
отрезке изменения Δϕ ∈ ]0, 1

2π
[
(при фиксированном значении второго ар-

гумента k или fj , j ∈ {l, r}) имеет от четырех до шести локальных экстрему-
мов. Количество экстремумов зависит от величины сцепления k и значений
коэффициентов трения на левой fl, правой fr и верхней fu границах. От
величины плотности среды γ характер Iu = Iu(Δϕ) не зависит.

Абсолютный максимум, приходящийся на окрестности Δϕ → 1
2π (где

Iu → ∞), а также ближайший к нему локальный минимум (если он име-
ется), прикладного значения не имеют. Важное значение имеет локальный
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минимум у левой границы области определения Δϕ ∈ ]0, 1
2π
[
, где Δϕ → 0.

Тут limΔϕ→0 Iu(Δϕ) всегда больше нуля, если только k �= 0. Для реальных
сред, в частности почвы, последнее условие выполняется.

Поскольку limΔϕ→0 Iu(Δϕ) > 0, то для достижения состояния предель-
ного равновесия необходимо какое-то минимальное усилие. Его величину
можно вычислить, воспользовавшись выражением (3.225):

lim
Δϕ→0

Iu(Δϕ) = 2k
(
xlu − xru

)
. (3.226)

Минимальному значению limΔϕ→0 Iu(Δϕ) (3.226) интеграла внешней на-
грузки Iu (3.225) соответствует также минимальное значение

lim
Δϕ→0

C+
y (Δϕ) = k (1 − ln(1)) = k, (3.227)

постоянной C+
y (3.222). Это поясняется тем, что именно C+

y определяет ин-
тенсивность внешнего воздействия и, к тому же, функциональные связи C+

y

с Δϕ, сцеплением k и коэффициентами трения fj , j ∈ {l, r} в качественном
смысле почти полностью повторяют таковые для Iu.

Значение σyy в самих угловых точках Lu и Ru, когда Δϕ → 0, также
определено в работе [167]:

lim
Δϕ→0

σyy (Δϕ) = 2k. (3.228)

Поскольку k �= 0, то limΔϕ→0 σyy (Δϕ) всегда больше нуля.
• Двумерный случай.
В реальной ситуации, когда коэффициенты внешнего трения fj , (j ∈

{l, r}) на левой и правой границах области уплотнения (рис. 3.1) не равны,
текущая задача не будет осесимметричной, даже если принять, что C∗

y = 0.
В таком случае, исходя из анализа соотношений (3.177) – (3.186), условий
трения на границах (3.202) и (3.203), а также рис. 3.1 можно сказать, что
осевая симметрия будет достигаться по отношению к геометрии области
уплотнения (ось Oy поделит ее пополам), но напряженное состояние в ней
превратится в двухосное. В частности, несмотря на то, что xlu = −xru

и ось Oy проходит через центральную точку верхней границы LuRu, где
ϕ = 1

2π и, следовательно, x = 0, при использовании выражения (3.213)
следует помнить, что имеет место неравенство:∫ 1

2 π

ϕru

σyy x
′(ϕ) dϕ �=

∫ ϕlu

1
2 π

σyy x
′(ϕ) dϕ, (3.229)

но, тем не менее, ранее полученное выражение интеграла внешней нагрузки
Iu (3.214) остается справедливым.

В работе [167] показано, что в двумерном случае пределы (3.226), (3.227)
и (3.228) будут достигаться также, когда

ϕlu =
1
2
π − ε, ϕru =

1
2
π + ε, (3.230)
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где ε→ 0 — положительная бесконечно малая величина, а значит справед-
ливо утверждение, что

C+
y ≥ k. (3.231)

3.5.4. В о зм ожный с ц е н а р и й р а з в и т и я п р о ц е с с а в н еш-
н е г о н а г р ужени я. Предшествующая рассматриваемой статической си-
туации, которую иллюстрирует рис. 3.1, история нагружения, в принципе
может быть разнообразной, сочетающей в себе периоды возрастания и убы-
вания интенсивности внешнего воздействия. Далее остановимся только на
одном варианте монотонного плавного нарастания интенсивности внешнего
воздействия P от нуля до некоторой фиксированной величины.

В самом начале нагружения, как только в некотором ограниченном объ-
еме среда впервые перейдет в состояние предельного равновесия, постоян-
ная интегрирования C+

y определяется выражением (3.231) при строгом ра-
венстве, а значения углов ϕlu, ϕru — выражениями (3.230).

Из приведенного в работе [167] анализа вытекает, что в дальнейшем
рост интеграла Iu внешней нагрузки P, а, значит, интенсивности последней,
некоторое время сопровождается ростом постоянной интегрирования C+

y и
некоторым отклонением значений ϕlu, ϕru от средней величины ϕ = 1

2π
(ϕlu — в сторону уменьшения, а ϕru — в сторону увеличения).

Так продолжается до тех пор, пока не случится одно из двух: 1) значе-
ние интеграла внешней нагрузки Iu достигнет своего первого локального
максимума, в то время как интенсивность внешнего воздействия P еще
не достигла своего заданного значения; 2) интенсивность внешнего воздей-
ствия P достигнет заданной величины прежде того, как значение интеграла
внешней нагрузки Iu достигнет своего первого локального максимума.

Второй случай исчерпывающий. Он не требует дальнейших пояснений,
и поэтому на нем не останавливаемся.

Первый случай сложнее, т.к. предполагает дальнейшее развитие. И так,
первый локальный максимум интеграла Iu(C+

y ) достигнут при некоторых
конкретных значениях постоянной C+

y и углов ϕlu, ϕru.
Если дальнейший рост интенсивности внешнего воздействия будет со-

провождаться ростом интервала возможных значений ϕ ∈ [ϕlu, ϕru], то это
приведет к некоторому, пусть незначительному, уменьшению значения ин-
теграла внешней нагрузки Iu, что в принципе невозможно. Ведь внешняя
нагрузка P уравновешивается только лишь нормальными напряжениями
σyy, возникающими в объеме среды в ответ на внешнее воздействие. Чем
больше внешнее воздействие P, тем больше напряжения σyy, действующие
вдоль поверхности уплотнения LuRu, а, следовательно, тем больше и зна-
чение интеграла Iu (3.213).

Таким образом, пришли к противоречию. Далее, по рассмотренной выше
схеме, рост внешнего нагружения развиваться не может.

В дальнейшем возможен следующий вариант. Отвечая на увеличение
интенсивности P, синхронно росту постоянной интегрирования C+

y , значе-
ния углов ϕlu, ϕru растут не столь интенсивно, как раньше.
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Эта ситуация соответствует переходу в выражениях (3.215) от равенства
к неравенству. Поскольку достоверно уточнить понятие “растут не столь
интенсивно” не представляется возможным, то в дальнейшем условимся,
что в случае достижения значением интеграла внешней нагрузки Iu (3.213)
своего первого локального максимума, дальнейшее увеличение интенсив-
ности внешнего воздействия P протекает при соответствующем росте Iu,
который достигается исключительно за счет увеличения постоянной инте-
грирования C+

y , т.е. при условии фиксирования значений углов ϕlu и ϕru.
Сознательная неточность, к которой только что прибегли, на самом деле

таковой не является. Дело в том, что рассматриваемая статическая задача,
не столь стационарна во времени, как того хотелось бы. Очевидно, что для
корректной оценки влияния истории нагружения на конечное напряженное
состояние среды, статика инструментов не дает. Ведь параллельно росту
интенсивности нагружения в среде протекают и релаксационные процессы,
в каждой точке объема среды сопровождающиеся устремлением значений
угла ϕ к своему среднему значению 1

2π. Скорость течения этих процессов
неизвестна и, вероятно, не постоянна.

Можно предположить, что эти процессы не прекращаются никогда, рав-
но, как никогда не достигается равенство ϕlu = ϕru = 1

2π. Возможно сколь
угодно близкое приближение к такому равенству, но, тем не менее, строгое
равенство, если среда находится в состоянии предельного равновесия, быть
не может. Последнее обстоятельство представляется важным, т.к. строгое
равенство ϕlu = ϕru = 1

2π, очевидно, возможно при очень малых нагрузках,
когда среда еще не достигает своего предельного состояния.

Переход от неравенств ϕlu < 1
2π и ϕlu > 1

2π к строгому равенству
ϕlu = ϕru = 1

2π, если такое возможно, будет означать, что среда из состоя-
ния предельного равновесия перешла в состояние устойчивого (допредель-
ного или избыточного) равновесия, которое рассматриваемой тут теории
предельного равновесия не подчиняется.

3.5.5. А л г о р и тм чи с л е н н о г о р еш е н и я з а д а ч и Алгоритм ре-
шения задачи уплотнения идеально-связной среды в узком зазоре между
двумя вертикальными стенками (рис. 3.1) [280], базируется на использова-
нии выведенных ранее соотношений на декартовых координатах (3.177) –
(3.186). Этому способствует прямолинейная ортогональная геометрия изу-
чаемой области среды, а также согласованность ориентации декартовой си-
стемы координат Oxy с границами области предельного равновесия 1 и
направлением вектора веса среды γ.

Исходные данные (табл. 3.1) приводим в безразмерных единицах
1) Интеграл Iu внешней нагрузки предполагается известным.
2) Геометрия области уплотнения 1 задается четырьмя угловыми точка-

ми: верхними — Lu, Ru; нижними Ld, Rd. Их координаты соответственно:
(xlu, ylu), (xru, yru) и (xld, yld), (xrd, yrd). Поскольку область уплотнения
прямоугольная, а ее стороны попарно параллельны осям системы коорди-
нат Oxy, то xlu = xld, xru = xrd, а ylu = yru, yld = yrd.
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Таблица 3.1
Исходные данные к задаче об уплотнении

идеально-связной средыв узком вертикальном зазоре

Iu
xlu,
xld

xru,
xrd

ylu,
yru

yld,
yrd k γ fl fr fu fd

18,0 1,6 −1,6 0,0 50,0 1,0 0,0; 0,08; 0,1;
0,5; 1,0; 10,0

0,4 0,2 0,3 0,4

3) Физико-механические свойства идеально-связной среды заданы ее ко-
эффициентом сцепления k и удельным весом γ.

4) Граничные условия задачи регламентируются коэффициентами внеш-
него трения — fl, fr, fu и fd соответственно на левой, правой, верхней и
нижней границах области уплотнения.

Что следует получить в результате решения задачи.
1) Значения постоянных интегрирования:
а) C∗

y — для соотношения (3.177); C̃y — для соотношений (3.177) и (3.178);
а также Cυ (с учетом суммы (3.180)) и C+

y — для (3.178). Соотношения
(3.177) и (3.178), с учетом конкретных значений постоянных C∗

y , C̃y и C+
y ,

выполняются вдоль абсциссы, которой является линия действия внешней
нагрузки P, а постоянная Cυ входит в соотношение (3.182) и опосредовано,
т.е. в составе суммы (3.186) — в соотношение на ординате (3.183), которые
выполняются вдоль каждой из ординат, включая левую и правую границы
области уплотнения;

б) C∗
x — для соотношения (3.181) и опосредовано, т.е. в составе суммы

(3.186) — для соотношения (3.183); C̃x — для соотношений (3.181), (3.182)
и (3.183), а также C+

x — для (3.183). Два последних соотношения (3.182) и
(3.183) предполагают также использование уже упоминавшейся постоянной
Cυ. Поскольку соотношения на ординатах (3.181) – (3.183) выполняются на
обеих вертикальных границах LuLd и RuRd предельной области 1, то коэф-
фициенты C∗

x, C̃x и C+
x следует определить дважды, отдельно для каждой

из границ, т.е.: C∗
x|LuLd , C̃x|LuLd и C+

x |LuLd — для левой границы; C∗
x|RuRd ,

C̃x|RuRd и C+
x |RuRd — для правой границы.

2) Ординаты yl и yr двух точек L и R, по одной на левой LuLd и правой
RuRd границах области уплотнения 1 идеально-связной среды, обознача-
ющих удаление по ординате от линии действия внешней нагрузки до гра-
ничной линии, через которую: а) состояние предельного равновесия еще не
распространилось и распространяться не будет ввиду малости величины
внешней нагрузки; б) предельное равновесие распространится с течением
времени в ходе эволюции напряженного состояния.

Поскольку ситуация, распространится или нет предельное состояния на
всю область LuRuRdLd, зависит от величины внешней нагрузки, то, ве-
роятно, при определенных условиях точки LиR совпадут с точками Ld и
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Rd, обозначающими физический край этой области. Возможен и другой
вариант — в случае незначительной внешней нагрузки, когда точки LиR
совпадут с крайними точками верхней границы LuRu или когда обе эти
точки LиR разместятся на линии LuRu действия внешних сил P, причем
внутри отрезка LuRu. Далее ограничимся только такой ситуацией, когда
уровень внешнего нагружения (величина Iu) таков, что обе точки LиR рас-
полагаются соответственно на левой LuLd и правой RuRd границах области
уплотнения, включая сами угловые точки Lu, Ld и/или Ru, Rd.

Развитие напряженного состояния в ходе своей эволюции в первый рас-
сматриваемый алгоритм не закладываем, а лишь прокомментируем, опира-
ясь на полученные решения. Однако, позже рассмотрим другой алгоритм,
который учитывает и вопрос эволюции.

Ограничения предыдущего параграфа вводим с целью упрощения рас-
сматриваемого далее алгоритма решения поставленной задачи. В таком
случае, абсциссы xl и xr точек L и R становятся известными изначаль-
но: xl = xlu = xld и xr = xru = xrd. Следовательно, для идентификации
положения точек L и R остается определить только ординаты yl и yr.

3) Полусумму главных напряжений s ∈ {s|Lu , s|Ru , s|L, s|R} и значение
угла ϕ ∈ {ϕlu, ϕru, ϕl, ϕr} соответственно в точках Lu, Ru, L и R. Знание
указанных величин сделает определенными все компоненты тензора напря-
жений в упомянутых точках.

Пример алгоритма решения (рис. 3.4 – 3.8).
В начале скажем, что рассматриваемый ниже алгоритм решения задачи

реализован в среде Visual C++ 6.0 [281,282] в виде 32-разрядного приложе-
ния для операционных систем Windows 9x/NT/XP [283].

Совсем коротко структуру рассматриваемого алгоритма можно описать
следующим образом. Основная программа (рис. 3.4) последовательно вы-
полняет следующее: ввод начальных значений исходных данных и служеб-
ных переменных (блоки операторов 1 и 2); последовательный вызов трех
подпрограмм FindIntegralExtremum (оператор 3), ComparisonIntegrals
(оператор 4) и AccountParameters (оператор 5); вывод на печать, файл
или передачу в другие программы расчетных величин, перечисленных в те-
ле блока операторов 6, и ранее в тексте текущей подглавы под заголовком
“Что следует получить в результате решения задачи”.

Первая подпрограмма FindIntegralExtremum (рис. 3.5) предполагает
рассмотрение интеграла внешней нагрузки Iu = Iu(C+

y ) как функции от
постоянной интегрирования C+

y и выполняет поиск такого значения посто-
янной интегрирования C+

y и соответствующих значений углов ϕlu и ϕru, при
которых вычисленное по (3.219) значение интеграла внешней нагрузки до-
стигает своего первого локального максимума. Это значение интеграла Iu и
отвечающие ему значения величин C+

y , ϕlu и ϕru в дальнейшем использует
подпрограмма ComparisonIntegrals (рис. 3.6).

В зависимости от того, как соотносятся между собой экстремальное и
заданное значения интеграла Iu, подпрограмма ComparisonIntegrals, в
соответствии с выкладками п. 3.5.4, направляет вычислительный процесс
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Рис. 3.4. Алгоритм решения задачи уплотнения идеально-связной среды в
узком вертикальном зазоре
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НАЧАЛО
FindIntegralExtremum

1
Определение для соотношения (3.178) пределов

изменения постоянной интегрирования C+
y ∈ [C+min

y , C+max
y ]:

C+min
y = k + Δ; C+max

y = C+min
y + ΔC .

2
Инициализация управляющей переменной: iMax = 0.

3
Определение углов ϕlu и ϕru.

Выполняется итерационным методом из (3.215), дважды для
обоих значений постоянной C+

y ∈ {C+min
y , C+max

y }.

4
Вычисление по (3.219) двух значений интеграла

внешней нагрузки: 1) Iu|C+
y =C+min

y
; 2) Iu|C+

y =C+max
y

.

(
C+max

y −C+min
y

)≤Δ

Да

Нет
5

6
ΔC+

y = 0,382
(
C+max

y − C+min
y

)

Iu|C+min
y

< Iu|C+max
y

Нет

Да
7

8 Внутри интервала
имеется максимум: iMax = 1.

9
C+max

y = C+max
y − ΔC+

y

10
Определение из (3.215) углов
ϕlu
∣∣
C+

y =C+max
y

; ϕru|C+
y =C+max

y
.

11
Вычисление по (3.219)

интеграла Iu|C+
y =C+max

y
.

iMax != 1
Нет

Да

12

13
C+max

y = C+max
y + Δ

14
C+min

y = C+min
y + ΔC+

y

15
Определение из (3.215) углов
ϕlu
∣∣
C+

y =C+min
y

; ϕru|C+
y =C+min

y
.

16
Вычисление по (3.219)

интеграла Iu|C+
y =C+min

y
.

КОНЕЦ
FindIntegralExtremum

Рис. 3.5. Алгоритм подпрограммы FindIntegralExtremum , выполняющей
поиск первого локального максимума интеграла внешней нагрузки Iu =

Iu(C+
y ), как функции от постоянной интегрирования C+

y
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НАЧАЛО
ComparisonIntegrals

Iu ≥ Iu|C+max
y

1 ДаНет

2
В соответствии с (3.231)

C+min
y = k + Δ

3
C+

y =
1
2
(
C+min

y + C+max
y

)
4

Определение
углов ϕlu

∣∣
C+

y
и ϕru|C+

y
.

Выполняется итерационным
методом из (3.215).

5
Вычисление по

(3.219) интеграла Iu|C+
y
.

Iu > Iu|C+
y

НетДа 6

C+min
y =C+

y

7
C+max

y =C+
y

8

(
C+max

y −C+min
y

)≤Δ
ДаНет

9 10
ϕlu = ϕlu

∣∣
C+

y
; ϕru = ϕru|C+

y
.

11
ϕlu =

1
2

(
ϕlu
∣∣
C+min

y
+ ϕlu

∣∣
C+max

y

)
12
ϕru =

1
2

(
ϕru|C+min

y
+ ϕru|C+max

y

)

13
Вычисление по (3.234)

конечного значения постоянной
интегрирования C+

y .

КОНЕЦ
ComparisonIntegrals

Рис. 3.6. Алгоритм подпрограммы ComparisonIntegrals, выполняющей
для решения задачи уплотнения идеально-связной среды в узком верти-
кальном зазоре поиск параметров, обеспечивающих равенство заданного
значения интеграла внешней нагрузки Iu и вычисленного, когда положение

первого локального максимума интеграла Iu = Iu(C+
y ) уже известно
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Рис. 3.7. Фрагмент алгоритма подпрограммы AccountParameters, выпол-
няющей расчет искомых величин (начало)
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Рис. 3.8. Фрагмент алгоритма подпрограммы AccountParameters, выпол-
няющей расчет искомых величин (окончание)

по одному или другому алгоритму. В том и другом случае подпрограмма
ComparisonIntegrals выполняет поиск такого значения C+

y и соответству-
ющих ему значений углов ϕlu и ϕru, при которых вычисленное по (3.219)
значение интеграла внешней нагрузки соответствует заданному Iu.

Далее подпрограмма AccountParameters (рис. 3.7, 3.8), в соответствии
с уже найденным значением постоянной интегрирования C+

y и отвечающи-
ми ему значениями углов ϕlu и ϕru, вычисляет все величины, перечислен-
ные выше под заголовком “Что следует получить в результате решения
задачи”. В частности, определяется, насколько глубоко вниз распространи-
лось состояние предельного равновесия, т.е. имеются или нет точки L и R.
Если предельное состояние распространяется не на всю глубину, а значит
точки L и R имеются, то параметры напряженного состояния вычисляются,
в том числе, и для этих точек.
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Рассмотрим подробнее алгоритм (рис. 3.4 – 3.8).
Начинается он с блока операторов 1 основной программы (рис. 3.5),

обеспечивающих корректный и удобный ввод исходных данных задачи. В
рассматриваемой системе это реализовано через использование “меню” и
“диалогов” путем применения пакета программ Win32 API [284].

Подобным образом выполняется инициализация служебных переменных
ΔC и Δ (оператор 2), первая из которых задает элементарное приращение в
цикле постоянной интегрирования C+

y , а вторая — требование на точность
вычислений, по достижению которой итерации прекращаются.

Для того, чтобы в цикле состоялась хотя бы один проход, необходимо
выполнение условия, когда значение ΔC в обязательном порядке превышает
Δ. Приемлемая точность работы рассматриваемого алгоритма достигается
только в случае, когда Δ на несколько порядков меньше ΔC .

Далее вызывается подпрограмма FindIntegralExtremum (рис. 3.5). Ее
первый оператор определяет начальные границы интервала [C+min

y , C+max
y ]

изменения постоянной интегрирования C+
y . Так, минимальное значение

C+min
y определяется как сумма C+min

y = k + Δ. В соответствии с усло-
вием (3.231), величина C+min

y должна равняться связности k. Прибавле-
ние конечной малой величины Δ в дальнейшем обеспечивает неравенство
ϕlu �= ϕru �= 1

2π и тем самым исключает из рассмотрения этот предельный
случай. Верхняя граница C+max

y = C+min
y + ΔC определяется практически

произвольно. Но при этом следует знать, чем больше ΔC , тем больше риск
пропустить искомый первый максимум Iu(C+

y ). Слишком малое значение
элементарного приращения ΔC неизбежно приводит к замедлению вычис-
лительного процесса. Поэтому подходящую величину ΔC следует опреде-
лять и определяли путем пробных просчетов программы.

Как уже говорилось, подпрограмма FindIntegralExtremum (рис. 3.5)
предназначена для поиска первого локального максимума интеграла внеш-
ней нагрузки Iu(C+

y ) как функции от постоянной интегрирования C+
y . При

этом не анализируется, как соотносятся между собой заданное Iu и вычис-
ленное Iu|C+

y
значения интеграла внешней нагрузки.

Выполняется такая подзадача способом “скольжения”. Сначала интер-
вал [C+min

y , C+max
y ] сужается путем смещения левой границы к правой

C+min
y → C+max

y , а затем правая граница C+max
y отодвигается в сторону

увеличения на величину ΔC . Так продолжается до тех пор, пока первый экс-
тремум Iu(C+

y ) окажется внутри текущего интервала C+
y ∈ [C+min

y , C+max
y ].

На этом этап “скольжения” интервала заканчивается, после чего он сужа-
ется до заданной величины, причем так, чтобы экстремум Iu(C+

y ) оставался
внутри него. Далее положение максимума приписывается правой границе
интервала C+

y = C+max
y . В таком случае значением интеграла Iu(C+

y ) в
точке максимума будет Iu|C+max

y
.

Чтобы обозначить попадание первого локального максимума Iu(C+
y ) в

интервал C+
y ∈ [C+min

y , C+max
y ], подпрограммой FindIntegralExtremum

используется служебная переменная iMax. Смысл ее такой: если iMax = 0
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— внутри интервала C+
y ∈ [C+min

y , C+max
y ] локального максимума нет; если

iMax = 1 — внутри упомянутого интервала имеется максимум. Обнуляется
служебная переменная iMax оператором 2.

За ним (оператор 3) итерационным методом, из выражения (3.215) в
случае строгого равенства, дважды для обоих значений постоянной C+

y ∈
{C+min

y , C+max
y } определяются углы ϕlu ∈ {ϕlu|C+

y =C+min
y

, ϕlu|C+
y =C+max

y
} и

ϕru ∈ {ϕru|C+
y =C+min

y
, ϕru|C+

y =C+max
y

}.
Далее (оператор 4) также дважды для обоих значений C+

y ∈ {C+min
y ,

C+max
y } по формуле (3.219) вычисляются значения интеграла внешней на-

грузки: Iu|C+min
y

= Iu|C+
y =C+min

y
и Iu|C+max

y
= Iu|C+

y =C+max
y

.
Затем (оператор условного перехода 5) проверяется, достигнута ли за-

данная точность итераций. Если это первый проход, поскольку по определе-
нию Δ << ΔC , дальнейший переход осуществляется в направлении “Нет”,
т.е. на оператор 6. Сюда же направляется ход выполнения программы и все
последующие разы, исключая последний проход, когда впервые выполнится
неравенство

(
C+max

y − C+min
y

) ≤ Δ.
Оператор 6, в соответствии с методом “золотого сечения” [285,286], опре-

деляет величину смещения ΔC+
y одной из границ интервала C+

y ∈ [C+min
y ,

C+max
y ] в сторону его уменьшения.
Какая из границ смещается, выясняется выполнением оператора 7. Тут

используется монотонность функциональной связи Iu = Iu(C+
y ), когда боль-

шему значению постоянной C+
y соответствует большее вычисленное значе-

ние интеграла внешней нагрузки Iu. По достижению максимума монотон-
ность нарушается. Если Iu|C+min

y
< Iu|C+max

y
, то с оператора 7 выполняется

переход в направлении “Да”, т.е. на оператор 14, выполнением которого пу-
тем увеличения нижней границы корректируется интервал [C+min

y , C+max
y ].

Таким образом, он сужается на величину ΔC+
y .

После этого, подобно операторам 3 и 4, вычисляются значения углов
ϕlu|C+

y =C+min
y

, ϕru|C+
y =C+min

y
(оператор 15) и значение интеграла внеш-

ней нагрузки Iu|C+
y =C+min

y
(оператор 16). Значения углов ϕlu|C+

y =C+max
y

,
ϕru|C+

y =C+max
y

и интеграла Iu|C+
y =C+max

y
при этом остаются прежними, ибо

прежней остается величина C+max
y .

Дальше вычислительный процесс зацикливается и снова направляется
на оператор 5, после чего цепочка переходов 5 → 6 → 7 → 14 → 15 → 16 →
5 повторяется еще и еще. С каждым таким проходом ширина интервала
[C+min

y , C+max
y ] уменьшается на величину ΔC+

y = 0,382
(
C+max

y − C+min
y

)
и

вычисляются новые значения ϕlu|C+
y =C+min

y
, ϕru|C+

y =C+min
y

и Iu|C+
y =C+min

y
.

Так происходит до тех пор, пока при выполнении оператора 5 выяснится,
что достигнута требуемая точность, или, что то же, заданная минимальная
ширина интервала [C+min

y , C+max
y ]. В таком случае с оператора 5 выпол-

няется переход в направлении “Да” (на оператор 12), и затем, поскольку
iMax �= 1 — на оператор 13, выполнением которого нижняя граница ин-
тервала [C+min

y , C+max
y ] остается прежней, а верхняя смещается в сторону
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увеличения, в надежде, что за следующим проходом локальный максимум
Iu(C+

y ) таки окажется внутри интервала [C+min
y , C+max

y ].
В этом, собственно, и состоит суть метода “скольжения”, когда последо-

вательно по завершению каждой итерации интервал [C+min
y , C+max

y ] смеща-
ется в сторону увеличения значений до тех пор, пока локальный максимум
Iu(C+

y ) не окажется заключенным внутри него.
Теперь последовательно выполняются операторы 10, 11, а значит вы-

числяются новые значения углов ϕlu|C+
y =C+max

y
, ϕru|C+

y =C+max
y

и интеграла
Iu|C+

y =C+max
y

. После этого снова многократно повторяется цепочка операто-
ров 5 → 6 → 7 → 14 → 15 → 16 → 5.

Так продолжается до тех пор, пока при выполнении оператора 7 вы-
яснится, что участок монотонного возрастания интеграла внешней нагруз-
ки Iu(C+

y ), вычисляемого по (3.219) и рассматриваемого как функция C+
y ,

пройден, т.е. на самом деле Iu|C+min
y

≥ Iu|C+max
y

, а, значит, внутри текущего
интервала C+

y ∈ [C+min
y , C+max

y ] имеется локальный максимум.
Если это случилось, то с оператора 7 выполняется переход в направле-

нии “Нет”, т.е. на оператор 8, где управляющей переменной iMax присваи-
вается единица, и далее на оператор 9, выполнением которого понижается
верхняя граница интервала [C+min

y , C+max
y ]. Все это указывает на наличие

в нем максимума. Далее итерации выполняются по цепочкам 5 → 6 → 7 →
8 → 9 → 10 → 11 → 5 или 5 → 6 → 7 → 14 → 15 → 16 → 5 до тех пор,
пока ширина интервала [C+min

y , C+max
y ] уменьшится до ничтожно малой

величины Δ и вычислительный процесс направится на оператор 12.
Поскольку сейчас iMax = 1, то с оператора 12 выполнится переход в на-

правлении “Нет”, т.е. на выход из подпрограммы FindIntegralExtremum .
Далее, в соответствии с оператором 4 (рис. 3.4), вызывается подпрограм-

ма ComparisonIntegrals (рис. 3.6).
С этого момента первый локальный максимум Iu(C+

y ) становится ло-
кализованным внутри ничтожно малого (не превышающего Δ) интервала
[C+min

y , C+max
y ] значений постоянной интегрирования C+

y . Пренебрегая по-
грешностями метода, припишем положение максимума границе интервала
C+

y = C+max
y , тогда значением Iu(C+

y ) в точке максимума будет Iu|C+max
y

.
Оператор условного перехода 1 подпрограммы ComparisonIntegrals

выполняет сравнение расчетного экстремального значения интеграла внеш-
ней нагрузки Iu|C+ max

y
с заданным Iu. Если заданное значение интеграла

превышает или равно экстремальному, то величины ϕlu, ϕru вычисляются
как средние арифметические

ϕlu =
1
2

(
ϕlu
∣∣
C+min

y
+ ϕlu

∣∣
C+max

y

)
(3.232)

ϕru =
1
2

(
ϕru|C+min

y
+ ϕru|C+max

y

)
, (3.233)

где ϕlu|C+min
y

, ϕlu|C+max
y

и ϕru|C+min
y

, ϕru|C+max
y

— рассчитанные значения
ϕlu и ϕru, соответствующие границам интервала [C+min

y , C+max
y ].
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В дальнейшем углы ϕlu и ϕru фиксируются и уже не изменяются, а
значение постоянной интегрирования C+

y уточняется

C+
y =

Iu
Δx

− tgϕru ln
(
sin2ϕlu

)− tgϕlu ln
(
sin2ϕru

)
tgϕru − tgϕlu

− k. (3.234)

Формула (3.234) является решением выражения (3.219) относительно C+
y .

Полученное из нее значение C+
y считается окончательным. На этом выпол-

нение подпрограммы ComparisonIntegrals заканчивается, и управление
передается на оператор 5 основной программы (рис. 3.4), который вызыва-
ет следующую подпрограмму AccountParameters (рис. 3.7, 3.8).

Если же при выполнении оператора условного перехода 1 подпрограм-
мы ComparisonIntegrals выяснится, что заданное значение Iu интеграла
внешней нагрузки меньше экстремального Iu|C+ max

y
, то сразу же выпол-

няется блок операторов 2 – 10, реализующий метод деления отрезка попо-
лам [287,288]. В ходе его выполнения начальный интервал C+

y ∈ [C+min
y =

k + Δ, C+max
y ] сужается до ничтожно малой величины Δ. Тем не менее,

он всегда содержит такое значение C+
y , которому соответствует заданное

значение интеграла Iu. Пренебрегая погрешностями метода, после того как
утвердительно сработает оператор условного перехода 9, текущее значение
C+

y и соответствующие ему значения ϕlu|C+
y
, ϕru|C+

y
углов ϕlu, ϕru фикси-

руются ϕlu = ϕlu|C+
y
, ϕru = ϕru|C+

y
и в дальнейшем считаются найденными.

На этом выполнение подпрограммы ComparisonIntegrals заканчивается,
а управление передается на оператор 5 основной программы (рис. 3.4), ко-
торый, как уже говорилось выше, передает управление на следующую под-
программу AccountParameters (рис. 3.7, 3.8).

Окончательное значение постоянной C+
y необходимо для соотношений

(3.177) – (3.180), которые выполняются вдоль линии LuRu действия внеш-
ней силовой нагрузки P. Остаются неопределенными постоянные C̃y, C∗

y

и Cυ. Вычислению их значений посвящены три первых оператора подпро-
граммы AccountParameters, которые последовательно реализуют выра-
жение (3.217) и две последующие формулы:

C∗
y =

(
xlu

xru

)
− 2k exp

(
γy − C̃y

2k

)
ctg
(
ϕlu

ϕru

)
(3.235)

Cυ =
1√
2

exp

(
C+

y − C̃y

2k

)
, (3.236)

которые получены непосредственно из (3.216) и (3.180) путем решения от-
носительно неизвестных постоянных C∗

y и Cυ соответственно.
С этого момента ситуация вдоль линии LuRu внешнего нагружения ста-

новится полностью определенной и можно вычислить значения s|Lu и s|Ru

полусуммы главных напряжений s в обеих угловых точках Lu и Ru (опера-
тор 4), тем более, что значения s ∈ {s|Lu, s|Ru}, равно как и ϕ ∈ {ϕlu, ϕru},
в дальнейшем необходимы:
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во-первых, для расчетов постоянных C̃x ∈ {C̃x|LuLd , C̃x|RuRd} (выпол-
няется путем решения соотношения (3.182) относительно постоянной C̃x и
соответствует оператору 5)

C̃x = s− k ln
(
cos2 ϕ

)− γ y − k ln
(
2(Cυ)2

)
, (3.237)

где y = yu — известная по условию ордината точек Lu и Ru, а Cυ — ранее
уже определена выражением (3.236) (оператор 3);

во-вторых, для расчетов постоянных C∗
x ∈ {C∗

x|LuLd , C∗
x|RuRd} (выпол-

няется путем решения соотношения (3.181) относительно постоянной C∗
x и

соответствует оператору 6)

C∗
x = y − (−1)r2k exp

−C̃x

2k
tgϕ, r =

{
1 при ϕ = ϕru,
2 при ϕ = ϕlu,

(3.238)

где y = yu; C̃x ∈ {C̃x|LuLd , C̃x|RuRd};
в-третьих, для расчетов постоянных C+

x ∈ {C+
x |LuLd , C+

x |RuRd}, в соот-
ветствии с выражением (3.186) (оператор 7) (рис. 3.7), при уже известных
значениях Cυ, C̃x ∈ {C̃x|LuLd , C̃x|RuRd} и C∗

x ∈ {C∗
x|LuLd , C∗

x|RuRd}.
С этого момента становится определенной ситуация вдоль обеих боковых

стенок LuLd и RuRd области уплотнения. Ведь для выполняющихся вдоль
них соотношений (3.183) – (3.186) определены все постоянные (два набора
по количеству стенок).

Далее (оператор 8), поскольку ординаты yld, yrd нижних угловых точек
Ld, Rd известны по условию задачи, имеется прямая возможность, приме-
нив выражения (3.211) и (3.212), определить значения углов ϕld, ϕrd.

Операторы 9 и 10 выполняются из предположений, что точки L и R
совпадают с точками Ld и Rd. Именно по этой причине при вычислении по
формуле (3.183) значений s|Ld и s|Rd полусуммы главных напряжений s в
обеих угловых точках Ld и Rd (оператор 9), такие же значения присваива-
ются и переменным s|L и s|R, соответственно относящимся к точкам L и R
(оператор 10). То же касается и ординат yl = yld и yr = yrd, а также углов
ϕl = ϕld и ϕr = ϕrd (оператор 10).

Если в дальнейшем окажется, что точки L и/или R не совпадают с соот-
ветствующими нижними угловыми точками Ld и/или Rd, то все значения
величин s|L, yl, ϕl и s|R, yr, ϕr в процессе выполнения операторов 12 – 23
(рис. 3.7) и 24 – 35 (рис. 3.8) будут скорректированы.

Пока можно сказать точно, что

ϕl ∈ [
ϕl

min, ϕ
l
max

]
, (3.239)

где ϕl
min = ϕlu, ϕl

max = ϕld, а

ϕr ∈ [ϕr
min, ϕ

r
max] , (3.240)

где ϕr
min = ϕrd, ϕr

max = ϕru. Эти присвоения выполняет оператор 11.
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Далее рассмотрим блок операторов 12 – 23 (рис. 3.7). Основная задача,
которую этот блок выполняет, — поиск истинного положения точки L. Пока
мы предполагаем, что она совпадает с угловой точкой Ld.

Условия предельного равновесия в окрестностях стенки LuLd выпол-
няются только до тех пор, пока вдоль этой стенки выполняется граничные
условия (3.200). Таким образом, L можно интерпретировать как точку пере-
хода среды из состояния предельного равновесия в иное состояние, вероятно
не подчиняющееся изучаемым тут законам предельного равновесия.

Обозначим s|fl,ϕld значение полусуммы главных нормальных напряже-
ний s, соответствующее случаю строгого равенства в левом выражении
(3.200), когда ϕ = ϕld. Значение s|fl,ϕld вычисляет оператор 12. Если ока-
жется (оператор 13), что s|fl,ϕld меньше или равно s|Ld , то это означает,
что по всей длине левой боковой стенки LuLd граничное условие (3.200)
выполняется, а, значит, точка L действительно совпадает с Ld.

В случае, когда s|fl,ϕld > s|Ld , то оператором 13 вычислительный про-
цесс направляется в цикл 14 – 20, который, используя начальный интервал[
ϕl

min, ϕ
l
max

]
возможных значений угла ϕl, методом деления отрезка по-

полам [287, 288] находит такое значение угла ϕl, при котором напряжение
s|fl,ϕl , вычисленное в соответствии с левым выражением (3.200), в случае
строгого равенства, когда ϕ = ϕl (оператор 16), со скидкой на погрешность
метода равно значению s|L, вычисленному из соотношения (3.183) при том
же значении угла ϕ = ϕl (оператор 15). Чтобы в дальнейшем гарантиро-
вать, что s|fl,ϕl ≤ s|L, в конечном итоге, по выходу из цикла 14 – 20, опе-
ратором 21 выполняется присвоение ϕl = ϕl

min. Далее, использовав новое
значение угла ϕl, операторами 22 и 23 определяются ордината yl точки L
и полусумма главных нормальных напряжений s|L в этой точке.

Блок операторов 24 – 35 (рис. 3.8) аналогичен ранее рассмотренному бло-
ку 12 – 23 (рис. 3.7). Он относится к правой границе RuRd области уплот-
нения и посвящен поиску положения точки R. В связи с этим: s|fr,ϕrd —
значение полусуммы главных нормальных напряжений s, соответствующее
случаю строгого равенства в правом выражении (3.200), когда ϕ = ϕrd, а
s|fr,ϕr — то же, но в случае, когда ϕ = ϕr ∈ [ϕr

min, ϕ
r
max]. Принципиаль-

ные отличия двух блоков операторов 12 – 23 (рис. 3.7) и 24 – 35 (рис. 3.8)
ограничиваются тремя операторами 18, 19, 21 из первого блока и тремя
соответствующими операторами 30, 31, 33 из второго. Эти отличия связа-
ны с тем, что в первом случае при переходе от точки Lu к точке Ld угол
ϕ ∈ [ϕlu, ϕld] возрастает, а во втором случае при таком же переходе от Ru

к Rd угол ϕ ∈ [ϕru, ϕrd] убывает.
На этом алгоритм (рис. 3.4 – 3.8) заканчивается. Результаты расчетов,

полученных путем программной его реализации, приведены в табл. 3.2.

3.5.6. Оц е н к а а л г о р и тм а н а а д е к в а т н о с т ь. В соответствии
с результатами расчетов (табл. 3.2) и начальными данными (табл. 3.1) по-
строены графики рис. 3.9. Используем их для анализа приведеного выше
алгоритма (рис. 3.4 – 3.8) с позиций его адекватности.
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Таблица 3.2
Расчетные значения некоторых параметров для угловых точек

и граничных линий области предельного равновесия

Физико- Постоянные
механические интегрирования

Точки параметры Границы (i ∈ {x, y})
ϕ s y Cυ C+

i C̃i C∗
i

γ = 0,00

Lu 0,61 4,40 0,00 Верхняя i = y 9,49 5,52 0,32 −0,84
Ru 1,99 5,33 0,00 Левая i = x 9,49 4,80 −0,39 −1,70
L 1,30 2,13 7,21 Правая i = x 9,49 7,12 1,92 −1,70
R 1,64 1,63 10,12

γ = 0,05

Lu 0,61 4,40 0,00 Верхняя i = y 9,49 5,52 0,32 −0,84
Ru 1,99 5,33 0,00 Левая i = x 9,49 4,71 −0,39 −1,70
L 1,43 1,67 15,17 Правая i = x 9,49 7,03 1,92 −1,70
R 1,60 1,30 23,41

γ = 0,1

Lu 0,61 4,40 0,00 Верхняя i = y 9,49 5,52 0,32 −0,84
Ru 1,99 5,33 0,00 Левая i = x 9,49 4,63 −0,39 −1,70
Ld 1,52 3,69 50,00 Правая i = x 9,49 6,95 1,92 −1,70
Rd 1,59 3,69 50,00

γ = 0,5

Lu 0,61 4,40 0,00 Верхняя i = y 9,49 5,52 0,32 −0,84
Ru 1,99 5,33 0,00 Левая i = x 9,49 3,95 −0,39 −1,70
Ld 1,52 23,69 50,00 Правая i = x 9,49 6,27 1,92 −1,70
Rd 1,59 23,69 50,00

γ = 1,0

Lu 0,61 4,40 0,00 Верхняя i = y 9,49 5,52 0,32 −0,84
Ru 1,99 5,33 0,00 Левая i = x 9,49 3,10 −0,39 −1,70
Ld 1,52 48,69 50,00 Правая i = x 9,49 5,42 1,92 −1,70
Rd 1,59 48,69 50,00

γ = 10,0

Lu 0,61 4,40 0,00 Верхняя i = y 9,49 5,52 0,32 −0,84
Ru 1,99 5,33 0,00 Левая i = x 9,49 −12,20 −0,39 −1,70
Ld 1,52 498,69 50,00 Правая i = x 9,49 −9,89 1,92 −1,70
Rd 1,59 498,69 50,00
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A) γ = 0,0 B) γ = 0,05

C) γ = 0,1 D) γ = 0,5

E) γ = 1,0 F) γ = 10,0

Рис. 3.9. Граничные зависимости полусуммы главных нормальных напря-
жений s от величины угла ϕ, отвечающие соотношениям на абсциссе ((3.178)
— � � � � � � , линия LuRu поверхности уплотнения) и ординате ((3.183) —

, левая LuLd и правая RuRd границы области уплотнения). Линии
� � и � , а также и соответствуют условиям трения

на левой и правой (3.200), а также верхней и нижней (3.201) границах пре-
дельной области
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Следует понимать, что наиболее адекватно применение описанного ал-
горитма позволяет определять начальную конфигурацию области предель-
ного равновесия сразу же после нагружения. С течением времени ситуация
будет изменяться. Особенно интенсивными такие изменения будут в случае,
когда изначально точки L и/или R не совпадают с угловыми точками Ld

и/или Rd рис. 3.9,A и 3.9,B. Прежде всего это характерно для малых на-
грузок и сред с очень малым удельным весом. По сути такое напряженное
состояние означает, что ниже точек L и/или R касательная компонента σxy

тензора напряжений не уравновешивается силами внешнего трения.
В конечном итоге указанное обстоятельство приведет к перераспреде-

лению напряжений в объеме уплотняемой среды и совмещению точек L и
R с угловыми точками Ld и Rd. С этого момента напряженное состояние
объема уплотняемой среды, наряду с вышеперечисленным, будет опреде-
ляться и условиями трения на нижней границе LdRd, а точнее граничными
условиями (3.204) и (3.205) в угловых точках Ld и Rd этой границы. По-
следнее обстоятельство, опять-таки характерно для сред с очень маленьким
удельным весом. При сколь-нибудь значительном удельном весе и внешней
нагрузке кривые s(ϕ) соотношений на ординатах (3.183) “ задираются” вверх
и никогда с условиями трения (3.204) и (3.205) не пересекаются (рис. 3.9,C –
F). Этот тезис тем более справедливый, чем более весомой является среда
(рис. 3.9,F) и чем интенсивнее внешняя нагрузка.

Описаный алгоритм не учитывает граничные условия (3.204), (3.205) в
угловых точках Ld, Rd, и в связи с этим его корректное применение ограни-
чивается расчетом начальной конфигурации области предельного равнове-
сия сразу же после нагружения для любых сред и нагрузок, или конечной
конфигурации области предельного равновесия для сред, имеющих значи-
тельный удельный вес при больших внешних воздействиях, для которых
учитывать упомянутые условия трения нет необходимости.

Во втором случае весомых сред начальная и конечная конфигурации
области предельного равновесия совпадают, ибо среда по всему своему фи-
зическому объему переходит в состояние, соответствующее предельному,
сразу же после приложения внешнего воздействия.

Следует, однако, заметить, что в любом случае даже после сведения то-
чек L и R с угловыми точками Ld и Rd процесс релаксации напряжений,
действующих в объеме среды, не закончится. Напряжения вдоль поверхно-
сти действия внешней нагрузки и в уплотняемом объеме будут продолжать
выравниваться, что будет сопровождаться стремлением каждого из углов
ϕlu и ϕru, ϕld и ϕrd к своему среднему значению 1

2π. В любой момент про-
цесса релаксации напряженное состояние среды адекватно математическим
моделям, составляющим сущность теории предельного равновесия.

В дальнейшем в истории развития предельного напряженного состояния
условимся выделять три фазы (состояния): начальную(ое), конечную(ое) и
фазу (состояние) релаксации. Разница между процессом перехода от на-
чального напряженного состояния к конечному и процессом релаксации
напряжений состоит в их скорости протекания. Если первый переход осу-
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ществляется мгновенно, то второй — минутами, часами и более. Причем,
чем дольше, тем медленнее.

Все перечисленные выше нюансы, включая описанную эволюцию состо-
яния предельного равновесия, можно заложить в качестве продолжения и
уточнения рассматриваемого алгоритма, но, тем не менее, поскольку зада-
ча решается в рамках статики, то эти изменения не удастся соотнести с
конкретными временными интервалами.

3.5.7. В л и я н и е фи з и к о-м е х а н и ч е с к и х с в о й с т в с р е ды н а
х а р а к т е р н а ч а л ь н о г о п р е д е л ь н о г о н а п р яженн о г о с о с т о-
я н и я. Выше уже увидели, что величина удельного веса среды в значи-
тельной мере влияет на специфику начального предельного напряженного
состояния, которое создается в ее объеме. Особенно сильно это влияние про-
является, когда удельный вес среды γ существенно меньше сцепления k, но,
тем не менее, отличен от нуля. В этом случае пара значений γ, k опреде-
ляют как количественные, так и качественные характеристики напряжен-
ного состояния (рис. 3.9,B и C; рис. 3.10,B и C). Если же среда невесомая
(рис. 3.9,A; рис. 3.10,A) или, наоборот, имеет значительный удельный вес
(рис. 3.9,D, E и F; рис. 3.10,D, E и F), то характер напряженного состоя-
ния оказывается мало связанным с величиной сцепления. В таком случае
сцепление определяет в большей степени количественные характеристики
напряженного состояния и в меньшей — качественные.

Условия трения на внешних границах области уплотнения и на поверх-
ности воздействия внешней нагрузки на характер начального напряженного
состояния влияют весьма существенно. В первую очередь неравенство коэф-
фициентов трения, действующего на левой и правой стенках области уплот-
нения (fl, fr) приводит к “перекосу картинки напряженного состояния”, что
и наблюдаем на обоих рисунках (рис. 3.9, 3.10). Кроме того, от величины
коэффициентов трения, действующего на поверхности уплотнения fu и на
тех же боковых границах (fl, fr), в неразрывной связи с интенсивностью
внешнего воздействия Iu зависит ширина отрезка LuRu, отсеченного на
графике s(ϕ) соотношения на абсциссе (3.178). Если интенсивность внеш-
него воздействия небольшая, то ширину упомянутого отрезка LuRu одно-
значно определяют только условия трения на боковых границах (fl, fr).
С ростом интенсивности внешнего воздействия актуализируется влияние
условий трения на поверхности уплотнения (fu). В самой малой степени на
характер напряженного состояния влияют условия трения на нижней гра-
нице ld, но, как уже говорилось выше, приведенный алгоритм (рис. 3.4 – 3.8)
этого обстоятельства не учитывает.

3.5.8. К о н е ч н о е п р е д е л ь н о е н а п р яженн о е с о с т о я н и е, п е-
р е х о д к фа з е р е л а к с а ц и и. Причины и условия перехода уплот-
няемой идеально-связной среды от начального напряженного состояния к
конечному были изложены ранее (п. 3.5.6).Тем не менее, однозначно и к
тому же точно, описать сам процесс такого перехода пока не представля-
ется возможным. В той или иной степени достоверно можно утверждать
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A) γ = 0,0 B) γ = 0,05

C) γ = 0,1 D) γ = 0,5

E) γ = 1,0 F) γ = 10,0

Рис. 3.10. Граничные зависимости s от величины ϕ, отвечающие соотноше-
ниям на абсциссе ((3.178) — � � � � � � , линия LuRu поверхности уплотнения)
и ординате ((3.183) — , левая LuLd и правая RuRd границы обла-
сти уплотнения). Исходные данные соответствуют таблице 3.1, где значе-
ние связности k увеличено и вместо единицы равно 1,25. Линии � � и

� , а также и соответствуют условиям трения на левой
и правой (3.200), а также верхней и нижней (3.201) границах предельной

области
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лишь то, что каждое последующее напряженное состояние должно в ка-
кой то мере “напоминать своего прародителя”. Последний тезис лег в ос-
нову метода усовершенствования алгоритма (рис. 3.4 – 3.8). Результирую-
щий “модифицированный алгоритм решения задачи уплотнения идеально-
связной среды в узком вертикальном зазоре: расчет конечного напряжен-
ного состояния” представлен на рис. 3.11 и 3.12.

Первые пять операторов на рис. 3.4 и рис. 3.11 совпадают полностью.
Далее в модифицированном варианте (оператор 6) инициализируются до-
полнительные служебные переменные: ΔC+

y — элементарное приращение в
цикле постоянной интегрирования C+

y ; Δs — начальное значение разности
пары величин s = s(ϕ), последовательно вычисленных из условия трения
на левой LuLd (3.204) или правой RuRd (3.205) границе и соотношения на
ординате (3.183); Δ∗ — требование на точность (Δ∗ << Δs).

В конечном напряженном состоянии, в пределах ϕ ∈ [ϕlu, ϕld] и ϕ ∈
[ϕrd, ϕru], когда точки L и R совпадают с соответствующими физическими
угловыми точками Ld и Rd (рис. 3.9,C –F и рис. 3.10,D –F), в отношении ве-
личины Δs можно утверждать, что она всегда должна быть не отрицатель-
ной. Этот факт можно использовать и используется (оператор 8, рис. 3.12) в
качестве критерия полного перехода напряженного состояния среды в свою
конечную фазу или на начало фазы релаксации. Случай, когда в преде-
лах ϕ ∈ [ϕlu, ϕld] и ϕ ∈ [ϕrd, ϕru] имеются такие значения ϕ, при которых
Δs < 0, иллюстрируют рис. 3.9,A, B и рис. 3.10,A –C. На этих рисунках
среда находится “в самом начале пути” от своего начального напряженного
состояния к конечному.

В дальнейшем (операторы 7 – 13) предстоит разобраться, каким образом
в предлагаемом модифицированном алгоритме (рис. 3.11 и 3.12) реализу-
ется механизм наследования, в соответствии с которым “на пути перехода”
от своего начального напряженного состояния к конечному каждое после-
дующее напряженное состояние среды наследует особенности предыдущего
(“ своего прародителя”).

Оператор 7 выполняет присвоение переменной C+max
y начального зна-

чения C+
y +ΔC+

y , где C+
y и ΔC+

y уже определены ранее. В частности, C+
y

соответствует начальному напряженному состоянию. Поскольку Δ∗�Δs по
определению (оператор 6), то блок операторов 9 – 13 выполняется, по мень-
шей мере, один раз. При этом с каждой итерацией оператор 9 уменьшает
значение C+max

y на величину ΔC+
y и возвращает новое значение C+max

y по-
стоянной C+

y . Если по истечении цепочки операторов 9 – 13 в ходе проверки
условия 8 выяснится, что наибольшее значение Δs превышает заданный
минимум Δ∗, то цепочка операторов 9 – 13 повторяется.

За реализацию механизма наследования отвечает оператор 10. Несмотря
на то, что интервал между ϕlu|C+

y =C+max
y

и ϕru|C+
y =C+max

y
с каждой итераци-

ей уменьшается, “перекос картинки напряженного состояния” в качествен-
ном смысле остается прежним, ведь выражение (3.215), которое использует
оператор 10, непосредственно задействуют все те же условия трения (3.202)
и (3.203), выполняющиеся в верхних угловых точках.
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Рис. 3.11. Модифицированный алгоритм решения задачи уплотнения
идеально-связной среды в узком вертикальном зазоре: расчет конечного

напряженного состояния (начальная часть)
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Рис. 3.12. Модифицированный алгоритм решения задачи уплотнения
идеально-связной среды в узком вертикальном зазоре: расчет конечного

напряженного состояния (заключительная часть)
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Оператор 11, сохраняя ϕlu = ϕlu|C+
y =C+max

y
и ϕru = ϕru|C+

y =C+max
y

, рас-
считывает новое значение постоянной интегрирования C+

y , обеспечивающее
равенство заданной величины интеграла внешней нагрузки Iu и расчетной
Iu(C+

y ). По итогу выполнения оператора 11, C+
y уже не равно C+max

y .
Оператор 12 осуществляет вызов подпрограммы AccountParameters,

которая согласованно рассчитывает все искомые величины:
1) Недостающие постоянные интегрирования C̃y, C∗

y и Cυ для комплекта
соотношений (3.177) – (3.180), выполняющихся вдоль поверхности уплотне-
ния (линии LuRu);

2) Постоянные интегрирования C+
x |LuLd и C+

x |RuRd , C̃x|LuLd и C̃x|RuRd ,
а также C∗

x|LuLd и C∗
x|RuRd для комплекта соотношений (3.181) – (3.186),

выполняющихся соответственно вдоль левой LuLd и правой RuRd границ
области уплотнения;

3) Относящиеся к угловым точкам Lu иRu, а также Ld и Rd, параметры
напряженного состояния: s|Lu и s|Ru ; ϕld и ϕrd, s|Ld и s|Rd .

Далее оператор 13 выполняет расчеты максимального значения разно-
сти Δs пары величин s = s(ϕ), последовательно вычисленных из условия
трения (3.204) или (3.205) и соотношения на ординате (3.183). Расчет вы-
полняется сначала для левой границы LuLd ((3.204), (3.183)), когда ϕ ∈
[ϕlu, ϕld], а затем для правой RuRd ((3.205), (3.183)), когда ϕ ∈ [ϕrd, ϕru].
При этом для соотношения (3.183) используются соответствующие наборы
постоянных величин.

Затем оператор 8 по сути проверяет, совпадают или нет точки L, R с точ-
ками Ld, Rd. Если таковые хотя бы для одной из боковых сторон области
уплотнения не совпадают, то Δs >> 0, а значит Δs > Δ∗, и цепочка опе-
раторов 9 – 13 снова повторится. Если по факту Δs ≤ Δ∗ и, следовательно,
с оператора 8 вычислительный процесс направляется в сторону “Нет”, т.е.
на оператор 14, то по итогу выполнения последнего, перечисленные в нем
величины передаются на экран, печать и/или в файл. На этом выполнение
программы заканчивается. Результаты расчетов представлены на рис. 3.13.

В соответствии с ранее приведенным, из рис. 3.13 видно, что если сре-
да имеет существенный удельный вес (γ > 0,5, рис. 3.13,D –F), то харак-
тер напряженного состояния в своей конечной фазе в точности совпадает
с таковым в начальной фазе (рис. 3.10,D –F). Если же удельный вес среды
меньше обозначенной величины, то различия между начальной и конечной
фазами напряженного состояния имеются (см. рис. 3.10,A –C — начальная
фаза; рис. 3.13,A –C — конечная фаза) и, к тому же, существенные. В ко-
нечной фазе предельное состояние распространяется на весь физический
объем уплотняемой среды, когда точки L, R совпадают с точками Ld, Rd.

Далее, после фазы конечного напряженного состояния, наступает бес-
конечный процесс релаксации. Его можно смоделировать точно также, как
и переход от начального напряженного состояния к конечному, но остает-
ся неясным вопрос, с какими временными отрезками следует соотносить
каждый из этапов релаксации. На этот вопрос статика ответа не дает.
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A) γ = 0,0 B) γ = 0,05

C) γ = 0,1 D) γ = 0,5

E) γ = 1,0 F) γ = 10,0

Рис. 3.13. Граничные зависимости s от величины ϕ, отвечающие соотноше-
ниям на абсциссе ((3.178) — � � � � � � , линия LuRu поверхности уплотнения)
и ординате ((3.183) — , левая LuLd и правая RuRd границы области
уплотнения). Исходные данные соответствуют таблице 3.1, но k увеличе-
но до 1,25. Линии � � и � , а также и соответству-
ют условиям трения на левой и правой (3.200), а также верхней и нижней

(3.201) границах предельной области
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Рис. 3.14 в реальных координатах (x, y) иллюстрирует специфику ко-
нечного напряженного состояния, которое создается в объеме среды.

Из этих рисунков видно, что удельный вес γ среды весьма существенно
влияет как на количественные, так и на качественные характеристики пре-
дельного напряженного состояния. Чем больше удельный вес, тем больше
среда проявляет способность к самоуплотнению. В любом случае, вариации
полусуммы s главных нормальных напряжений в большей степени заметны
именно по глубине слоя, и в меньшей степени — по ширине зазора. Послед-
нее указывает на несущественное влияние внешнего трения, действующего
вдоль границ области уплотнения, на характер напряженного состояния,
формирующегося в объеме среды. Тем не менее асимметричные условия
трения приводят к асимметрии “картинки” напряженного состояния. Это
также заметно на рисунках. Разумеется тут необходимо напомнить, что
удельный вес γ среды следует соотносить с величиной ее сцепления k. Об
этом уже говорилось выше (п. 3.5.7).

3.5.9. К о н е ч н о е п р е д е л ь н о е н а п р яженн о е с о с т о я н и е. П о-
с т р о е н и е с е т к и л и н ий с к о л ьжени я. Подробной схемы алгоритма
[289] построения сетки линий скольжения не приводим из-за громоздкости.
Ограничимся его описанием и частными иллюстрациями .

Поскольку речь идет о конечном напряженном состоянии, то, естествен-
но, описываемый сейчас алгоритм в своей начальной части предполагает
выполнение блока операторов (от первого до последнего) рис. 3.11 и 3.12. По
итогу их выполнение позволяет определить величины, перечисленные в опе-
раторе 14, что делает определенными все соотношения (3.177) – (3.186), вы-
полняющиеся вдоль граничных координатных прямых LdLu, LuRu и RuRd

области уплотнения рис. 3.1 и 3.15.
Далее для того, чтобы определить конфигурацию и положение любой из

линий скольжения (характеристик λi, i = 1, 2), используются соотношения
на характеристиках (3.21). Поставим задачу построить характеристику из
второго семейства ((3.21) с нижними знаками), начинающуюся на поверх-
ности уплотнения в точке a0, положение которой задают координаты x|a0 ,
y|a0 . Чтобы определить конкретное значение параметра λ2 искомой харак-
теристики, необходимо знать относящиеся к точке a0 значения угла ϕ|a0 и
полусуммы главных напряжений s|a0 . Для этого вначале с помощью вы-
ражения (3.207) и соотношения на абсциссе (3.178) вычисляются искомые
значения ϕ|a0 и s|a0 . Затем, в соответствии с заданными x|a0 , y|a0 и полу-
ченными ϕ|a0 , s|a0 из соотношения (3.21) с нижними знаками, к примеру,
получаем λ2 = 6,546.

Далее рассмотрим находящуюся на характеристике λ2 = 6,546 произ-
вольную точку c00. Ее положение задает пересечение координатной прямой
b0b

′
0, параллельной оси абсцисс (координаты крайних точек — (x|b0 , y|b0),

(x|b′0 , y|b′0)) и линии характеристики λ2 = 6,546, положение которой пока
неизвестно. Для точки c00 нам следует выяснить ее координаты x|c00 , y|c00

и параметры напряженного состояния ϕ|c00 , s|c00 уплотняемой среды.
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A

B

C

Рис. 3.14. Полусумма главных нормальных напряжений s = s(x, y) в ре-
альных координатах (x, y) области уплотнения идеально-связной среды
(рис. 3.1), находящейся в конечной фазе предельного напряженного состо-
яния для трех значений удельного веса среды: (A) γ = 0,0; (B) γ = 0,1; (C)

γ = 1,0
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Рис. 3.15. Схема
расчета конфигурации
линий скольжения

Тут возникает новая подзадача. Прежде чем
приступать к точке c00, следует определить все вы-
полняющиеся на линии абсцисс b0b′0 соотношения
(3.178) – (3.180), т.е. вычислить конкретные зна-
чения всех вошедших в них постоянных величин
y = y|b0 = y|b′0 , C+

y = C+
y |b0b′0 , C̃y = C̃y|b0b′0

и C∗
y = C∗

y |b0b′0 . Постоянной Cυ это не касается,
поскольку она остается неизменной во всей обла-
сти уплотнения и для всех соотношений (3.177) –
(3.186), а потому не нуждается в переопределении.

Абсциссы точек b0 и b′0 известны, это x|b0 = xlu

и x|b′0 = xru соответственно. Ординату y = y|b0 ,
или равную ей y|b′0 можно просто назначить.

Определение соотношений (3.177) – (3.180), вы-
полняющихся на линии абсцисс b0b′0, начинается с
определения постоянной C̃y = C̃y|b0b′0 из эквива-
лентного (3.217) выражения:

C̃y|b0b′0 = γ y|b0 +

+ 2k ln

[
2k
(
ctgϕ|b0 − ctgϕ|b′0

)
Δx

]
,

(3.241)

где y|b0 = y|b′0 — конкретное значение ординаты точек b0 или b′0; Δx =
x|b0 − x|b′0 = xlu − xru, а, значит, по прежнему соответствует выражению
(3.218); ϕ|b0 и ϕ|b′0 — значения угла ϕ в точках b0 и b′0, которые определяются
из выражений (3.211), (3.212).

Постоянная C∗
y |b0b′0 вычисляется следующей, в соответствии с выраже-

нием (3.235), которое в данном случае приводится к виду:

C∗
y |b0b′0 =

(
x|b0
x|b′0

)
− 2k exp

(
γ y|b0 − C̃y|b0b′0

2k

)
ctg
(
ϕ|b0
ϕ|b′0

)
. (3.242)

Последней, в соответствии с (3.178), вычисляется постоянная

C+
y |b0b′0 = s|b0 − k ln

(
sin2 ϕ|b0

)
, (3.243)

где s|b0 — полусумма главных нормальных напряжений, действующих в
точке b0, которая, в свою очередь, определяется соотношением (3.183), вы-
полняющемся на линии ординат LuLd, когда принято, что ϕ = ϕ|b0 .

На этом определение группы соотношений (3.177) – (3.180), выполняю-
щихся на линии абсцисс b0b′0, заканчивается.

Далее, имея в виду уже известные y = y|b0 = y|b′0 , C+
y = C+

y |b0b′0 , C̃y =
C̃y|b0b′0 , C

∗
y = C∗

y |b0b′0 и Cυ, решив выражения (3.178) и (3.21) с нижними
знаками как систему, относительно s и ϕ найдем искомые параметры s|c00 =
s и ϕ|c00 = ϕ напряженного состояния в точке c00.
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Ордината y|c00 точки c00 известна (y|c00 = y|b0 = y|b′0), поскольку ранее
была назначена, а абсцисса x|c00 может быть определена из соотношения
(3.177) при соответствующих значениях постоянных (y = y|b0 = y|b′0 , C̃y =
C̃y|b0b′0 , C

∗
y = C∗

y |b0b′0) и переменных (ϕ = ϕ|c00) величин.
На этом определение точки c00 заканчивается. Поскольку c00 — произ-

вольная точка, положение которой изначально задавалось произвольным
значением ординаты y = y|b0 = y|b′0 = y|c00 , то таким образом можно опре-
делить любую и каждую точку характеристики (линии скольжения) вто-
рого семейства λ2 = 6,546 и тем самым определить ее полностью. К тому
же и характеристику второго семейства λ2 можно выбрать любую другую,
а значит таким образом можно рассчитать положение любой и каждой из
характеристик второго семейства.

Точно таким же образом можно определить любую и каждую характе-
ристику первого семейства λ1. Разница состоит только в том, что из пары
уравнений (3.21) следует использовать уравнение с верхними знаками. На
рис. 3.15 такие расчеты иллюстрирует характеристика λ1 = 1,907 и точки
an, bn, b′n и cnn. Смысл их такой же, как и одноименных (исключая индексы)
точек из выше приведенных рассуждений.

Применив описанный алгоритм для рассматриваемой задачи рис. 3.1
построены сетки линий скольжения в пределах всей области уплотнения
идеально-связной среды (рис. 3.16). Как видно из рисунка, чем меньше тре-
ние на правой боковой границе (fr = 0,2) по сравнению с левой (fl = 0,4),
и чем больше удельный вес γ = {0,0; 0,1; 1,0} среды, тем сильнее линии
скольжения “заваливаются” вниз. Асимметрия сетки линий скольжения тем
меньше, чем дальше вглубь от поверхности LuRu воздействия внешних сил
(чем больше ордината y).

3.6. Анализ адекватности правила знаков касательных напряжений

В работах [167,290] в отношении нормальных напряжений указано, что
несмотря на то, что в различных науках (прежде всего теориях пластично-
сти и предельного равновесия) приняты различные правила, все они удо-
влетворяют физической сути решаемых задач, а значит, если и создают
проблему, то только в той части, что таких правил несколько.

С касательными напряжениями дела обстоят хуже: во-первых, отсут-
ствует единая точка зрения на эту проблему, а, во-вторых, действующие
правила не всегда удается увязать с физической сутью решаемых задач. В
тех же работах [167,290] было сформулировано два авторских правила.

Вектор касательной компоненты полного напряжения вне зависимо-
сти от знака его модуля всегда ориентирован в сторону площадки дей-
ствия большего из главных нормальных напряжений.

Касательная компонента полного напряжения считается положите-
льной, если выполняется одно из двух: или ее вектор, или внешняя нор-
маль к площадке не совпадает с направлением параллельных к ним осей
системы координат. Если рассматривается площадка общего положения,
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A B C

Рис. 3.16. Сетка линий скольжения в реальных координатах (x, y) области
уплотнения идеально-связной среды (рис. 3.1), находящейся в конечной фа-
зе предельного напряженного состояния для трех значений удельного веса
среды: (A) γ = 0,0; (B) γ = 0,1; (C) γ = 1,0. Исходные данные соответствуют

табл. 3.1, но значение k увеличено до 1,25

то чтобы применить это правило следует мысленно повернуть систему ко-
ординат (правую) в положительном направлении (против часовой стрелки)
до совпадения ее осей с линиями действия касательного напряжения и век-
тора внешней нормали к площадке.

Эти правила справедливы, если главные нормальные напряжения счи-
таются положительными, когда они сжимающие, а порядок их индексиро-
вания следующий: σ1 ≤ σ2 ≤ σ3.

Ключевым моментом этих правил является то, что знак касательной
компоненты σxy тензора напряжений привязывается к ориентации выбран-
ной системы координат Oxy опосредовано, через привязку к векторам глав-
ных нормальных напряжений �σ1, �σ2, �σ3. Ведь по определению линию дей-
ствия большего из главных нормальных напряжений �σ3 по отношению к
оси абсцисс (Ox) декартовой системы координат задает угол ϕ (рис. 2.9), а
последний вычисляется аналитически [167,290].
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Далее применим предлагаемое правило знаков касательных напряжений
к анализу решения (п. 3.5.5 на стр. 94 –121) задачи уплотнения идеально-
связной среды в соответствии с рис. 3.1. Выше было показано, что в левой
(окрестности границы LuLd) и правой (окрестности границы RuRd) частях
области уплотнения LuRuRdLd значения угла ϕ соответственно меньше и
больше 1

2π. Отобразим эту ситуацию на рис. 3.17 и проанализируем.

A B

Рис. 3.17. Иллюстрация к правилу знаков касательных напряжений

Как видно из представленного рисунка, все построения на нем выпол-
нены в соответствии, во-первых, с условием рассматриваемой задачи, а,
во-вторых, со всеми заявленными правилами, которые, выполняются.
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ВЫВОДЫ

1. Разработанная замена переменных, именуемая заменой переменных
по характеристическому решению, применительно к системам уравнений
гиперболического типа позволяет не прибегая к известным методам непо-
средственно получать их характеристическое решение.

2. Предлагаемая замена переменных по характеристическому решению
предполагает введение неизвестных функций-множителей υ и ω, именуемых
масштабирующими. Для перехода на сетку характеристик в их вычислении
нет необходимости.

3. Разработанная замена переменных по характеристическому решению
приводит к системе-следствию, которая также, как и исходная система пре-
дельного равновесия идеально-связной среды, относится к гиперболическо-
му типу, но в отличие от последней интегрирована.

4. Решение системы-следствия позволило получить аналитические выра-
жения масштабирующих функций-множителей υ и ω, а те, в свою очередь
— соотношения на декартовых координатах, которые выполняются вдоль
прямых параллельных осям декартовой системы координат. В отличие от
известных соотношений на характеристиках, которые выполняются вдоль
уравнений характеристик, положение которых до конца решения задачи
неизвестно, соотношения на декартовых координатах выполняются вдоль
прямых, положение и ориентация которых известна изначально.

5. Применяя соотношения на декартовых координатах на примере зада-
чи об уплотнении модельной среды в области с прямоугольными границами,
сформулированы правила формирования краевых условий и получен ряд
аналитических выражений, позволяющих вычислять параметры напряжен-
ного состояния среды в объеме и вдоль границ предельной области.

6. Сформулированное правило знаков касательных напряжений явля-
ется развитием общей теории напряженного состояния сплошных сред и в
дальнейшем может применяться при решении конкретных задач из теорий
предельного равновесия и/или пластичности.



ВНУТРИПОЧВЕННОЕ ВНЕСЕНИЕ ...

ГЛАВА 4
ЗАДАЧА В.П.ГОРЯЧКИНА ОБ ОПЕРЕЖАЮЩЕЙ ТРЕЩИНЕ

4.1. Общие положения из теории предельного равновесия

Далее условимся понимать, что почва полностью соответствует моде-
ли сплошной, неупругой, идеально-связной среды, обладающей удельным
весом γ и характеризующейся связностью k. Всякий раз, когда почва под-
вергается внешнему силовому воздействию посредством жесткого рабочего
органа, напряженное состояние, которое возникает в ее объеме условимся
соотносить со статическим состоянием предельного равновесия.

Для расчета параметров напряженного состояния предельного равнове-
сия воспользуемся работами [157,167,179,204,261,262,280,289,290].

Напряженное состояние среды в точке будем описывать посредством
определенного в ортогональной декартовой системе координат Oxyz тен-
зора напряжений. Его нормальные компоненты — σxx, σyy и σzz, а каса-
тельные — σxy, σxz и σyz. Главные нормальные напряжения условимся счи-
тать положительными, если они сжимающие и обозначим σ1, σ2, σ3, где
σ1 ≤ σ2 ≤ σ3. В отношении знаков касательных напряжений условимся
применять ранее разработанное правило (п.г. 3.6).

Все задачи в дальнейшем, используя правую двумерную декартову си-
стему координат Oxy, будем сводить к плоской постановке, а, значит, в по-
следующем компоненты тензора напряжений σzz, σxz, σyz и среднее главное
нормальное напряжение σ2 интересовать не будут, а главные напряжения
σ1 и σ3 и оставшиеся компоненты тензора напряжений σxx, σyy и σxy теперь
рассматриваются как функции двух координат x, y.

Ориентацию векторов главных нормальных напряжений σ1 и σ3, как и
ранее определим посредством угла ϕ, который составляет линия действия
вектора σ3 с осью абсцисс координатной системы Oxy, а ориентацию са-
мой координатной системы — посредством угла α между осью ординат и
вектором силы веса среды. Если угол

ϕ = ϕ+ или ϕ = ϕ− (4.1)

определяется в соответствии с рис. 4.1,A, то приведенное в п.г. 3.6 и работе
[167] правило знаков касательных напряжений принимается без изменений.
Если же угол ϕ определяется как на рис. 4.1,B, что равноценно изменению
его знака, то упомянутое правило изменяется на обратное.

Учитывая выше изложенное, применяя полусумму главных нормальных
напряжений s (2.29), интересующие нас компоненты тензора напряжений
можно определить уравнениями (2.31), а напряженное состояния в пределах
области предельного равновесия описать квазилинейной системой уравне-
ний гиперболического типа (2.35). Ее характеристическое решение пред-
ставляет собою уравнения характеристик (2.80) и выполняющиеся на них
соотношения (2.81), которые могут быть интегрированы (2.82), и в конеч-
ном итоге дают выражения для s и ϕ (2.83), рассматриваемые, как функции
параметров характеристик λ1 и λ2.
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A B

Рис. 4.1. Принятые варианты определения угла ϕ: A) от оси абсцис к линии
действия σ3; B) от линии действия σ3 к оси абсцис

Далее, имея ввиду частный случай при α = 0, что соответствует такому
положению системы координат Oxy, когда ее ось абсцисс ориентирована го-
ризонтально слева направо, а ось ординат — вертикально вниз, используем
комплект соотношений, удовлетворяющих системе (2.35) и выполняющихся
на координатных прямых [167,179,261,262,280]:

а) выполняющиеся вдоль линий, параллельных оси Ox, соотношения на
абсциссе (3.150) – (3.154)

x|y = const = ±(−1)r2k exp
C̃y − γ y

2k
tgϕ+ C∗

y , (4.2)

s|y = const = −k ln
(
cos2 ϕ

)
+ C−

y ; (4.3)

где

r =
{

1 при ϕ ∈ ]ϕyr − π, ϕyr],
2 при ϕ ∈ ]ϕyr, ϕyr + π[, (4.4)

ϕyr =
1
2
π ± 2πn, (n ∈ {0, 1, 2, . . . ,∞}), (4.5)

C−
y = C̃y − k ln

(
2(Cυ)2

)
, (4.6)

а C̃y, C∗
y , C−

y и Cυ — постоянные величины;
б) выполняющиеся вдоль линий, параллельных оси Oy соотношения на

ординате (3.161) – (3.166)

y|x = const = ±(−1)r2k exp
C̃x

2k
ctgϕ+ C∗

x, (4.7)

s|x = const = −k ln
(
sin2 ϕ

)
+ γ y − k ln

(
2(Cυ)2

)
+ C̃x, (4.8)

s|x = const = −k ln
(
sin2 ϕ

)± (−1)r2k γ exp
C̃x

2k
ctgϕ+ C−

x , (4.9)

где

r =
{

1 при ϕ ∈ ]ϕxr − π, ϕxr],
2 при ϕ ∈ ]ϕxr, ϕxr + π[, (4.10)
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ϕxr = ±2πn, (n ∈ {0, 1, 2, . . . ,∞}), (4.11)

C−
x = γ C∗

x − k ln
(
2(Cυ)2

)
+ C̃x, (4.12)

а C̃x, C∗
x и C−

x — постоянные величины.

4.2. Постановка задачи. Частный случай

Условие. Сплошной массив идеально-связной среды 1 (рис. 4.2) находит-
ся во взаимодействии с вертикальной жесткой пластиной (деформатором) 2,
которая, в свою очередь, нагружена внешней распределенной силой P. Па-
раметры внешнего силового воздействия являются такими, что не приводят
к какому либо нарушению сложившейся статической ситуации [291–293].

A B

Рис. 4.2. Схема взаимодействия между массивом идеально-связной среды
1 и жесткой вертикальной пластины 2, соответственно до (A) и после (B)

приложения внешней распределенной нагрузки P

Область взаимодействия сплошной среды 1 с деформатором 2 соотнесе-
на с декартовой системой координат Oxy, базисная точка O которой при-
вязана к вершине гребня — точке Ru, ось абсцисс ориентирована справа
налево, а ось ординат — вертикально вниз, т.е. так, что с вектором весовых
сил (на рисунке не показаны) образует угол α = 0.

Принятые допущения и предположения:
1) Несмотря на то, что различным значениям интенсивности силового

воздействия P соответствует различная геометрия области взаимодействия
сплошной среды 1 (кривая MLmRu), при каждом новом фиксированном P
ситуацию в этой области следует рассматривать как отвечающую теории
плоского предельного равновесия идеально-связной среды [167];

2) Предполагается, что рост величины внешнего силового воздействия
P сопровождается лишь подъемом вершины гребня (точки Ru) без отрыва
ее от лобовой поверхности RuRd деформатора 2.



128 Глава 4. Задача В.П.Горячкина об опережающей трещине

3) Размер массива сплошной среды и деформатора, измеренный по нор-
мали к плоскости листа настолько большой, что его можно считать беско-
нечным. При этом в расчет будем принимать любой его отрезок единичной
длины, а все известные и неизвестные параметры соотносить именно с этим
единичным отрезком. Все приведенные допущения — неотъемлемая часть
условий плоской задачи [167].

Известные величины: γ — плотность сплошной среды (в Н/мм3); k —
коэффициент сцепления (в Н/мм2); f — коэффициенты внешнего трения
идеально-связной среды по материалу лобовой поверхности деформатора;
h — глубина погружения деформатора (в мм); yd — ордината нижней точ-
ки деформатора (в мм); β — угол между осью абсцисс Ox и касательной к
поверхности свободного контура MLmRu в точке Ru (рад.); β0 — началь-
ное значение угла β (если P = 0, то β0 = 0); Ir

xx0 и Ir
xy0 — интегральные

значения (в Н) горизонтальной и вертикальной составляющих внешней рас-
пределенной силовой нагрузки P.

В процессе решения задачи к конкретному виду почвы привязываться
не будем, а вместо этого исследуем расширенные диапазоны цифровых ве-
личин, которые гарантировано охватывают и те, которые принадлежат к
наиболее распространенным в Харьковской области черноземам. Так оп-
тимальной является плотность γ почвы 1,1 – 1,25 г/см3, а реальный для
приповерхностного слоя на поле — 1,0 – 1,5 г/см3 (10−5Н/мм3) [294]. Коэф-
фициент внешнего трения f почвы по стали лежит в диапазоне 0,45 – 0,70,
но с учетом налипания для глинистых почв может достигать 0,60 – 0,95 [295].
Коэффициент сцепления всегда меньше 0,15 Н/мм2 [295].

Требуется: a) по заданному значению угла β определить величину ко-
эффициента сцепления k и, наоборот, по заданному k вычислить β; б) опре-
делить форму криволинейной поверхности MLmRu; в) определить компо-
ненты тензора напряжений σxx, σyy и σxy для всех точек поверхностей
RuRd и MLmRu, а также примыкающего к ним объема; г) для области
предельного равновесия, располагающейся между поверхностями RuRd и
MLmRu построить сетку линий скольжения; д) изучить связь перечислен-
ного в пунктах а)... г) с интенсивностью силового воздействия P.

4.3. Анализ задачи. Формулировка граничных условий

4.3.1. Пр е д в а р и т е л ь ны е выв о ды в о т н ош е н ии г р а н и ч-
ных у с л о в и й н а с в о б о д н ом к о н т у р е. Кривой (границей) сво-
бодного контура или просто свободным контуром условимся называть отре-
зок дуги LmRu (рис. 4.2), образующейся вертикальным сечением дневной
поверхности той части идеально-связной среды, которая пребывает в со-
стоянии предельного равновесия. Точка M кривой свободного контура не
принадлежит по определению, т.к. за пределы точки Lm состояние предель-
ного равновесия не распространяется.

Вдоль свободного контура LmRu отсутствуют, как нормальные σ, так и
касательные τ напряжения

τ |LmRu = 0. (4.13)
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Это обстоятельство дает основания утверждать, что вся поверхность LmRu

состоит из главных площадок, причем меньшее из главных нормальных
напряжений σ1 равно нулю

σ1|LmRu = 0, (4.14)

а векторы наибольшего σ3 располагаются в плоскости рисунка и ориенти-
рованы по касательной к свободному контуру LmRu.

С учетом выше приведенного определения ϕ (рис. 4.1)

ϕ± = ϕ∓ ± π (4.15)

и выражений (2.31) для компонентов тензора напряжений, периодичность
изменения ϕ, кратная 2π, а также изменение его величины на ±π, с точ-
ки зрения физической сути ничего не меняет. В этой связи в отношении
выражений (4.2) – (4.12) можно положить, что в (4.5) и (4.11)

n = 0, ϕyr = ±1
2
π, ϕxr = 0. (4.16)

Уже из выше приведенных частных рассуждений о периодичности вы-
текает, что физически осмысленный интервал возможных значений ϕ по
своей ширине не может превышать величину π. Такое же утверждение, из-
вестно из ряда опубликованных работ [149,157,158,167].

Таким образом, заключаем, что расширенный интервал

ϕ ∈
[
−3

2
π,

3
2
π
]
, (4.17)

гарантировано содержит в себе интервал реально возможных значений угла
ϕ, как бы последний не определялся (рис. 4.3).

Рис. 4.3,A, 4.3,C и 4.3E построены в соответствии с правилом определе-
ния угла ϕ по рис. 4.1,A, когда тот отсчитывается от оси абсцисс к линии
действия большего из главных нормальных напряжений σ3. Рис. 4.3,B, 4.3,D
и 4.3,F соответствуют правилу определения угла ϕ по рис. 4.1,B, когда тот
отсчитывается от линии действия напряжений σ3.

Все приведенные на рис. 4.3 интервалы возможных значений угла ϕ
укладываются в расширенный интервал (4.17). Таким образом, чтобы опре-
делиться, какие знаки (верхние или нижние) следует применить в выраже-
ниях (4.15) и (4.16), а также в соотношениях (4.2) – (4.12), необходимо про-
анализировать их в упомянутом интервале (4.17) и сопоставить результаты
с условиями решаемой задачи.

4.3.2. Н а п р яженн о е с о с т о я н и е с р е ды в о бъ ем е б л ижай-
ших о к р е с т н о с т е й п я т н а к о н т а к т а. Тут и далее понятие “пятно
контакта” обозначает область соприкосновения модельной среды с лобовой
поверхностью деформатора или линию RuRd пересечения той же области
с плоскостью листа (рис. 4.2).
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ϕ|LmRu ∈
[
0, 1

2π
]
, ϕ|LmRu ∈

[
− 1

2π, 0
]
,

A B

ϕ|LmRu ∈
[
−π, − 1

2π
]
, ϕ|LmRu ∈

[
1
2π, π

]
,

C D

ϕ|LmRu ∈
[
π, 3

2π
]
, ϕ|LmRu ∈

[
− 3

2π, −π
]
,

E F

Рис. 4.3. Ориентация векторов главных нормальных напряжений в произ-
вольной точке L и в крайней правой точке Ru кривой свободного контура
LmRu (рис. 4.2,B) если правило определения угла ϕ соответствует рис. 4.1,A
(A,C,E) и рис. 4.1,B (B,D,F): A, B — интервал возможных значений ϕ вклю-

чает точку ϕ = 0; C, D — угол ϕ < 0; E, F — угол ϕ > 0
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Обратимся к рис. 4.4. Первая его часть (рис. 4.4,A), практически по-
вторяет рис. 4.2,B. Принципиальным отличием является появление огиба-
ющей линии характеристики LmRd. Ее форма предположительно, и толь-
ко в качественном смысле, известна из других теоретических работ [157].
Возможно, что линия LmRd представляет собой опережающую трещину и
является кусочносочлененной. В любом случае она ограничивает и замы-
кает область предельного равновесия LmRuRd, соединяя линии свободного
контура LmRu и пятна контакта RuRd.

На рис. 4.4,B и 4.4,C деформатор 2 мысленно отодвинут от поверхности
пятна контакта RuRd вправо и вверх. Распределенная нагрузка P условно
не показана. Наличие двух рисунков 4.4,B и 4.4,C связано с неоднозначно-
стью напряженного состояния в нижней точке Rd пятна контакта.

С верхней точкой Ru ситуация проще. Ранее уже говорилось, что вне
зависимости от того, как изменяется значение угла ϕ по мере перемещения
вдоль свободного контура от точки Lm к точке Ru, ориентация векторов
меньшего σ1 и большего σ3 главных нормальных напряжений известна и
соответствует рис. 4.4,B и 4.4,C.

Ориентация векторов касательных напряжений τ |Ru , действующих в
ближайших окрестностях точки Ru, понятна как по формальным (в со-
ответствии с правилом, изложенным в п.г. 3.6), так и по объективным (в
соответствии с физическим смыслом) признакам.

Поскольку свободный контур LmRd образован бесконечным множеством
главных площадок, на которых действует меньшее из главных напряжений
σ1, то применив упоминавшееся правило, делаем вывод, что в окрестно-
стях точки Ru на пятне контакта RuRd принадлежащем ближайшему слою
среды, вектор касательного напряжения τ |Ru ориентирован вниз.

С точки зрения физической сути, ориентация вниз векторов касатель-
ных напряжений τ |RuRd , действующих на поверхности среды по всей длине
пятна контакта RuRd, обусловлена тем, что провзаимодействовав с дефор-
матором среда вынуждена смещаться вверх. Иного не может быть, ведь она
по определению несжимаемая. Векторы напряжений τ |RuRd , действующих
на поверхности деформатора и являющихся реактивными по своей природе,
ориентированы в противоположную сторону, т.е. вверх.

В отношении знака касательного напряжения τ |RuRd , пока определен-
ности нет. Все зависит от того, как определяется угол ϕ (рис. 4.1). Если
в соответствии с рис. 4.1,A, то справедливо правило знаков, изложенное в
п.г. 3.6. Если же ϕ определяется в соответствии с рис. 4.1,B, то приведен-
ное правило следует сменить на обратное. В первом случае τ |RuRd будет
положительным, а во втором — отрицательным.

Напряженное состояние среды в окрестностях нижней точки Rd может
быть идентифицировано также двояко, хотя и в другом смысле.

• Первый вариант (рис. 4.4,B, 4.4,C).
Очевидно, что внешние границы ближайших окрестностей точки Rd об-

разуются взаимно перпендикулярными поверхностями, одна из которых
RuRd ориентирована вертикально, а вторая RdD — горизонтально. Вслед-
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A

B C

D E

Рис. 4.4. Отвечающие рис. 4.2,B схемы: A) — воздействия деформатора 2
на массив сплошной среды 1; B) и C) — действия главных нормальных
σ1, σ3 и касательных τ напряжений в области пятна контакта RuRd; D)
и E) — ориентации векторов напряжений σ1 и σ3 вдоль границы области

предельного равновесия LmRuRd
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ствие того, что нижняя часть деформатора скошена, то с поверхностью RdD
деформатор может контактировать только в одной точке Rd, а, значит, на
горизонтальную поверхность RdD деформатор касательного воздействия не
оказывает. Следовательно, в силу правила парности [149, 155, 157, 158, 167],
все касательные напряжения τ |Rd , действующие в точке Rd на взаимно пер-
пендикулярных поверхностях RuRd и RdD, равны нулю:

τ |Rd = 0. (4.18)

Последнее обстоятельство дает основания утверждать, что в ближайших
окрестностях точки Rd направления RuRd и RdD совпадают с главными
площадками, а, значит, действующие на них нормальные напряжения σ1|Rd

и σ3|Rd являются также главными.
Дальше проявляется неоднозначность.
Во-первых (рис. 4.4,B), можно утверждать, что поскольку деформатор

действует на массив среды в горизонтальном направлении, то, вероятно,
именно в этом направлении на площадке, совпадающей с RuRd, действует
большее из главных нормальных напряжений:

σ3|Rd � 0. (4.19)

Тогда меньшее главное нормальное напряжение σ1|Rd действует в точке Rd

на другой горизонтальной площадке, совпадающей с RdD:

σ1|Rd ≥ 0. (4.20)

В направлении �σ1|Rd , деформатор воздействует на среду только опосредо-
вано, через силу трения, а непосредственного воздействия, в силу своих
конструктивных особенностей, не оказывает.

Учитывая выше приведенное, можно заключить, что в точке Rd угол
ϕrd = ϕ|Rd между осью абсцисс Ox и линией действия большего из главных
нормальных напряжений σ3|Rd равен:

ϕrd = ϕ|Rd = πn, n ∈ {−1, 0, 1}. (4.21)

Во-вторых (рис. 4.4,C), напряженное состояние в ближайших окрестно-
стях точки Rd можно трактовать и по другому. Исходя из (2.31), касатель-
ные напряжения τ |Rd , действующие в точке Rd на взаимно перпендикуляр-
ных поверхностях RuRd и RdD, будут равными нулю и тогда, когда

ϕrd = ϕ|Rd =
1
2
π + πn, n ∈ {−1, 0, 1}. (4.22)

В этом случае, по сравнению с предыдущим, площадки действия век-
торов �σ1|Rd и �σ3|Rd поменяются местами. Очевидных возражений против
такого варианта нет. Из теории предельного равновесия [167] известно, что
линии скольжения (характеристики) отклонены от линии действия больше-
го из главных нормальных напряжений σ3 на угол ± 1

4π, а сами они пересе-
каются друг с другом под прямым углом. Таким образом, есть все основания
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утверждать, что огибающая линий характеристик и в первом (рис. 4.4,B),
и во втором случае (рис. 4.4,C) выходит из точки Rd под одним и тем же
по отношению к горизонтали углом 1

4π, как показано на рисунках.
Чтобы выбрать, какая из приведенных на рис. 4.4,B и 4.4,C схем расста-

новки главных нормальных напряжений σ1|Rd и σ3|Rd является правиль-
ной, следует обратиться к соответствующим рис. 4.4,D и 4.4,E, и провести
согласование схем действия главных нормальных напряжений σ1 и σ3 для
всей замкнутой границы LmRuRd области предельного равновесия, вклю-
чающей: кривую свободного контура LmRu; линию пятна контакта RuRd;
огибающую характеристику или опережающую трещину LmRd.

Начнем с первого, отвечающего рис. 4.4,B и 4.4,D случая.
По мере перемещения вдоль кривой свободного контура от точки Ru к

точке Lm группа векторов σ1 и σ3 незначительно поворачивается по часовой
стрелке ровно настолько, что бы векторы большего из главных нормаль-
ных напряжений σ3 оставались касательными к LmRu. Так продолжается
вплоть до точки Lm, в которой векторы σ3|Lm ориентируются горизонталь-
но. Другого варианта развития событий для линии LmRu нет.

На пятне контакта RuRd ситуация развивается подобным образом. По
мере перемещения от верхней точки Ru к нижней Rd группа векторов σ1 и
σ3 также согласовано поворачивается по часовой стрелке вплоть до гори-
зонтальной ориентации векторов σ3|Rd в точке Rd. По сравнению с кривой
свободного контура разница состоит в том, что в процессе перехода от Ru

к Rd ни один из векторов σ1, σ3 не может стать касательным к RuRd. Ина-
че это будет означать, что на пятне контакта RuRd между точками Ru к
Rd найдена главная площадка, на которой касательные напряжения равны
нулю. Переход через эту точку будет означать смену знаков касательных
напряжений, действующих на RuRd, а это исключено исходя из уже при-
веденных выше соображений. Такая же невозможная ситуация случится,
если в процессе перехода от Ru к Rd поворот группы векторов σ1 и σ3 осу-
ществлять не по часовой стрелке, а против нее.

Дальнейшее перемещение группы векторов σ1 и σ3 от нижней точки Rd

к верхней точке Lm огибающей характеристики LmRd имеет специфику.
Она состоит в том, что по отношению к векторам σ1 и σ3 характеристика
ориентируется всегда бисектрально, а это в свою очередь означает, что по-
ворот группы векторов σ1 и σ3 обязательно сопровождается искривлением
характеристики. Таким образом, если огибающая характеристика LmRd, в
процессе перехода от точки Rd к Lm, изгибается на 1

2π (видно из рис. 4.4,D)
то и группа векторов σ1 и σ3 в процессе такого перехода должна повернуть-
ся на тот же угол 1

2π. Но в таком случае векторы σ3|Lm приобретут верти-
кальную ориентацию, что невозможно, а, значит, невозможно и показанное
на рис. 4.4,B и 4.4,D напряженное состояние в целом.

Возвратимся ко второму случаю, соответствующему рис. 4.4,C и 4.4,E.
Ситуация вдоль кривой свободного контура LmRu остается прежней. На

пятне контакта RuRd переход от точки Ru к Rd сопровождается поворотом
группы векторов σ1 и σ3 против часовой стрелки вплоть до вертикальной



4.4. Адаптация соотношений на координатных прямых 135

ориентации �σ3 в точке Rd. Теперь дальнейший переход от Rd к Lm по оги-
бающей LmRd с поворотом группы векторов σ1 и σ3 по часовой стрелке на
угол 1

2π становится возможным. В итоге в точке Lm получается горизон-
тальная ориентация векторов σ3|Lm , что и требовалось.

Таким образом, теоретически возможным следует считать соответству-
ющий рис. 4.4,C и 4.4,E второй случай первого варианта. Далее, имея в
виду именно его, приведем некоторые замечания в отношении касательных
напряжений �τ |Rd , действующих в нижней точке Rd пятна контакта RuRd.

Если бы нижняя часть деформатора не имела скоса рис. 4.5,A, то все
векторы �τ |Rd были бы не нулевыми и ориентировались бы именно так, как
показано на рисунке. В последнем случае примыкающие к точке Rd и сов-
падающие с RuRd и RdD площадки стали бы не главными, и в процессе
перехода от Ru к Rd векторы σ1 и σ3 следовало бы “несколько недовернуть”
до вертикального положения �σ3|Rd , как это показано на рис. 4.4,E. Даль-
нейшему переходу вдоль огибающей LmRd это не противоречит рис. 4.5,C.

• Второй вариант по своей сути созвучен с утверждением из послед-
него абзаца, но в основе имеет другую природу. Дело в том, что огибаю-
щая LmRd линий характеристик, которая выходит из точки Rd (рис. 4.4,B;
4.4,C; 4.5B) на самом деле является трещиной. Последнее обстоятельство
позволяет полагать, что дальше нее состояние предельного равновесия не
распространяется и, следовательно, уже цитированное правило парности
касательных напряжений [149,155,157,158,167] в ближайших окрестностях
точки Rd не выполняется. Из последнего вытекает, что условие (4.18) оста-
ется актуальным только для горизонтальной площадки RdD:

τ |RdD = 0, (4.23)

а для нижней части пятна контакта RuRd будет справедливо обратное, т.е.

τ |Rd �= 0. (4.24)

В таком случае пятно контакта RuRd вообще не содержит главных площа-
док, включая свою нижнюю точку Rd, и в процессе перехода от Ru к Rd

векторы σ1 и σ3 следует также “несколько недоворачивать” до вертикаль-
ного положения �σ3|Rd (рис. 4.5,C).

Второй вариант, рассмотренный последним является наиболее правдопо-
добным. Причем его правомерность распространяется и на случай рис. 4.5A,
когда деформатор имеет горизонтальный нижний торец. Учитывая сказан-
ное в дальнейшем будем иметь ввиду именно их.

4.4. Адаптация соотношений на координатных прямых

Сущность процеса адаптации соотношений на абсциссе (4.2) – (4.6) и ор-
динате (4.7) – (4.12) состоит в выборе знаков (верхних или нижних) и уточ-
нении интервала (4.17) возможных значений угла ϕ.

Для осуществления такого рода действий, принимая во внимание рис.
4.2,B и 4.4,C, 4.4,E или 4.5, обратившись к рис. 4.3 определим возможные
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Рис. 4.5. Отвечающие рис. 4.2,B и 4.4,C схемы взаимодействия плоского вер-
тикального деформатора 2 с массивом идеально-связной среды 1 в случае,
когда действующие в нижней точке Rd пятна контакта RuRd касательные
напряжения τ |Rd не равны нулю: A) — в отличие от рис. 4.2,B и 4.4,C ниж-
ний торец деформатора выполнен горизонтальным; B) — нижний торец
деформатора выполнен скошенным, в точности, как на рис. 4.2,B и 4.4,C;
C) — схема ориентации главных нормальных напряжений σ1 и σ3 вдоль

замкнутой границы области предельного равновесия LmRuRd



4.4. Адаптация соотношений на координатных прямых 137

варианты значений ϕru = ϕ|Ru , ϕrd = ϕ|Rd и ϕlm = ϕ|Lm угла ϕ в точках
Ru, Rd и Lm, соответственно (табл. 4.1).

Таблица 4.1
Возможные варианты (i = 1, 2, . . . , 6) определение угла

ϕru = ϕru
i , ϕrd = ϕrd

i и ϕlm = ϕlm
i

Определение углов Номера
i ϕru

i ϕrd
i ϕlm

i
соответствующих рисунков

1 ϕru
1 =β ϕru

1 < ϕrd
1 ≤ 1

2
π ϕlm

1 ≤ 0 4.1A, 4.2B, 4.3A, 4.4C, 4.4E, 4.5
2 ϕru

2 =β − π ϕru
2 < ϕrd

2 ≤ − 1
2
π ϕlm

2 ≤ −π —”—, —”—, 4.3C, —”—, —”—, —”—
3 ϕru

3 =π + β ϕru
3 < ϕrd

3 ≤ 3
2
π ϕlm

3 ≤ π —”—, —”—, 4.3E, —”—, —”—, —”—
4 ϕru

4 = − β − 1
2
π ≤ ϕrd

4 < ϕru
4 ϕlm

4 ≤ 0 4.1B, —”—, 4.3B, —”—, —”—, —”—
5 ϕru

5 =π − β 1
2
π ≤ ϕrd

5 < ϕru
5 ϕlm

5 ≤ π —”—, —”—, 4.3D, —”—, —”—, —”—
6 ϕru

6 =−(β+π) − 3
2
π ≤ ϕrd

6 < ϕru
6 ϕlm

6 ≤ −π —”—, —”—, 4.3F, —”—, —”—, —”—

Теперь перебрав все варианты определения ϕru = ϕru
i , ϕrd = ϕrd

i и ϕlm =
ϕlm

i из табл. 4.1 в сочетании с двумя вариантами знаков в соотношениях
(4.2) – (4.6), (4.7) – (4.12) и воспользовавшись графиками рис. 4.6, а также
схемой переходов (рис. 4.7), следует определить какой из этих вариантов
удовлетворяет текущей задаче.

Под переходом (рис. 4.7) условимся понимать мысленное перемещение
вдоль прямых, параллельных осям системы координат Oxy.

Вначале такое перемещение осуществляется вдоль оси Oy. Любое теку-
щее и/или конечное положение на Oy обозначает точка Rc, которой соответ-
ствует значения yc = y|Rc и ϕrc = ϕ|Rc ординаты y и угла ϕ. Если имеется
ввиду конкретный i-тый вариант из табл. 4.1, то угол ϕrc обозначается и с
нижним индексом — ϕrc

i .
После того, как положение точки Rc фиксировано, осуществляется пе-

реход вдоль прямой RcLc, параллельной Ox оси абсцисс. Направление пе-
ремещения совпадает с положительным направлением Ox. Ордината точки
Lc, располагающейся на огибающей линии скольжения RdLm, совпадает с
таковой для Rc. Значение угла ϕ в точке Lc обозначим либо без нижнего
индекса ϕlc = ϕ|Lc , либо с ним ϕlc

i = ϕ|Rc . Последнее обозначение предпо-
лагает конкретный i-тый вариант из табл. 4.1.

• Вариант № 1. Угол ϕru = ϕru
1 = β — относительно малое (меньше 1

2π)
положительное число.

По мере перехода (перемещения точки Rc, (рис. 4.7)) вдоль пятна кон-
такта RuRd от верхней точки Ru, когда y|Rc = y|Ru , к нижней Rd, значение
угла ϕrc

1 = ϕ|Rc в точке Rc возрастает от ϕrc
1 = ϕru

1 = β до некоторого
нового значения, не превышающего ϕrd

1 ≤ 1
2π. Синхронно с этим должна

увеличиваться и ордината yc от минимального значения yru = y|Ru = 0
(в точке Ru) до максимального yd = y|Rd (в точке Rd). Мысленно остано-
вим точку Rc на некотором удалении от Rd. На рис. 4.6,B такому переходу
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A

B

C

D

Рис. 4.6. Зависимости координат x (4.2) (A), y (4.7) (B) и полусуммы глав-
ных нормальных напряжений s (4.3) (C) и (4.9) (D) от величины угла ϕ если
в (4.2) и (4.7) поочередно применяются верхние (1) и нижние (2) знаки, а
параметры принимают следующие значения: γ = 0 Н/мм3; k = 1 Н/мм2;

C∗
x = C∗

y = 0 мм; C̃x = C̃y = 1 Н/мм2; Cυ = 1; y = 0 мм
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Рис. 4.7. Схема переходов
по области LmRuRd

соответствует отрезок дуги Ru
1R

c
1, при-

надлежащей кривой № 2, построенной
согласно соотношению (4.7) с нижним
знаком, где видно, что возрастание уг-
ла ϕ сопровождается ростом ординаты
y, как и должно быть.

В случае дальнейшего перехода от
точки Rc к Lc (рис. 4.7) значение угла
ϕ должно убывать от текущей величи-
ны ϕrc

1 , вплоть до значения близкого к
нулю. Ведь в точке Lm угол ϕlm

1 = ϕ|Lm

равен нулю (табл. 4.1). Абсцисса x при этом, напротив, должна увеличить-
ся от нулевого значения до некоторой положительной величины xlc = x|Lc ,
соответствующей абсциссе точки Lc. На рис. 4.6,A такому переходу соответ-
ствует отрезок дуги Rc

1L
c
1, принадлежащей кривой № 2, построенной соглас-

но соотношению (4.2) с нижним знаком, где видно, что уменьшение угла ϕ
сопровождается синхронным уменьшением абсциссы x, а должно быть на-
оборот, т.е. в ответ на убывание ϕ абсцисса x должна расти. Отсюда вывод:
вариант № 1 текущей задаче не соответствует.

• Вариант № 2. Угол ϕru = ϕru
2 = β − π — отрицательное число, попа-

дающее в интервал [−π, −1
2π]. Анализ этого варианта почти совпадает с

первым случаем. Разница состоит в том, что в соотношениях (4.7) и (4.2)
теперь следует применить верхние знаки, а на рисунках 4.6,B и 4.6,A ана-
лизировать кривые № 1. Все углы ϕru

2 , ϕrc
2 и ϕlc

2 на рис. 4.6 показаны. По
сравнению с ϕru

1 , ϕrc
1 и ϕlc

1 их значения смещены в отрицательную область
(влево) на величину −π. В конечном итоге обнаруживаются те же проти-
воречия, что и в предыдущем случае, и следует вывод, что вариант № 2
также не соответствует текущей задаче.

• Вариант № 3. Угол ϕru = ϕru
3 = π + β — положительное число, по-

падающее в интервал [π, 3
2π]. Этот вариант, почти полностью повторяет

предыдущий. Имеющаяся разница состоит в том, что углы ϕru
3 , ϕrc

3 и ϕlc
3

смещены по отношению к ϕru
2 , ϕrc

2 и ϕlc
2 в положительную область на вели-

чину 2π. Все они показаны на рис. 4.6. Вывод: вариант № 3 текущей задаче
не соответствует.

• Вариант № 4. Угол ϕru = ϕru
4 = −β — отрицательное число, попада-

ющее в интервал [− 1
2π, 0]. Этому случаю соответствуют соотношения (4.7)

и (4.2) с нижними знаками, и кривые № 2, которые на рис. 4.6,B и 4.6,A
изображены пунктиром.

Понятно, что в текущем случае по мере перемещения точки Rc вниз
по лобовой поверхности RuRd значение угла ϕ должно убывать от теку-
щей величины ϕru

4 , вплоть до − 1
2π если точка Rc совпадет с Rd. Ордината

yc, наоборот, при этом должна увеличиваться от минимального значения
yru = y|Ru = 0 (в точке Ru) до максимального yd = y|Rd (в точке Rd).
Обратившись к рис. 4.6,B, проанализировав отрезок Ru

4R
c
4 кривой № 2, не

трудно убедиться, что это именно так и происходит.
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Более того, если положение точки Rc фиксировать в некотором про-
межуточном состоянии между точками лобовой поверхности Ru, Rd и да-
лее проследить изменение значения угла ϕ по мере перехода вдоль RcLc

(рис. 4.7) по горизонтали (на рис. 4.6,A такому переходу соответствует от-
резок Rc

4L
c
4 кривой № 2), то окажется, что и угол ϕ и абсцисса x растут

согласовано достигая максимума в точке Lc. Так и должно быть, значит,
вариант № 4 удовлетворяет физической сути рассматриваемой задачи.

• Вариант № 5. Угол ϕru
5 = π − β — положительное число, попадающее

в интервал [12π, π]. От предыдущего случая он отличается тем, что ему
соответствуют соотношения (4.7) и (4.2) с верхними знаками, и сплошные
кривые № 1 на рис. 4.6,B и 4.6,A. Углы ϕru

5 , ϕrc
5 и ϕlc

5 теперь смещены
по отношению к ϕru

4 , ϕrc
4 и ϕlc

4 в положительную область на величину π.
В остальном все закономерности сохраняются, а сам случай № 5 также
удовлетворяет физической сути рассматриваемой задачи.

• Вариант № 6. Угол ϕru
6 = −(β+π) — отрицательное число, попадающее

в интервал [− 3
2π, −π]. Этот вариант практически полностью повторяет

предыдущий, с той лишь разницей, что углы ϕru
6 , ϕrc

6 и ϕlc
6 теперь смещены

по отношению к ϕru
5 , ϕrc

5 и ϕlc
5 в отрицательную область на −2π, и также

удовлетворяет физической сути поставленной задачи.
Теперь обратимся к рис. 4.6,C и 4.6,D. На них показаны графики полу-

суммы главных нормальных напряжений s, как функции угла ϕ, построен-
ные в соответствии с соотношениями (4.3) и (4.9).

Отрезки Rc
iL

c
i , где (i = 4, 5, 6), (рис. 4.6,C) иллюстрируют зависимость

s(ϕ), реализующуюся вдоль прямых RcLc (рис. 4.7), параллельных оси Ox.
Как видим, по мере удаления от деформатора (точки Rc) интенсивность
напряжений падает, что также удовлетворяет физической сути задачи.

Такая же взаимосвязь s(ϕ) наблюдается и вдоль отрезков Ru
i R

c
i , где

(i = 4, 5, 6), (рис. 4.6,D) относящимся к пятну контакта RuRd (рис. 4.7).
Чем ближе к нижней точке Rd пятна контакта, тем напряжения меньше.
Это, вероятно, справедливо для невесомой среды. Как будут вести себя упо-
мянутые закономерности в случае, когда среда будет обладать некоторым
удельным весом, изучим несколько позже.

Вывод — варианты 4, 5 и 6 в физическом смысле являются достоверны-
ми и эквивалентными. Между ними можно и нужно осуществить выбор. Из
соображений удобства, чтобы не иметь дела с углами ϕ < 0, остановимся
на варианте № 5 (табл. 4.1). Он предполагает использование соотношений
(4.2) и (4.7) с верхними знаками и следующие значения углов:

ϕru = π − β, ϕrd ∈
[
1
2
π, π − β

[
, ϕlm = π, (4.25)

которым соответствует полный интервал

ϕ ∈
[
1
2
π, π

]
. (4.26)
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Теперь, принимая во внимание вышесказанное, из выражений (4.2) –
(4.12) получим рабочий вариант соотношений:

а) соотношения на абсциссе (y = const)

x|y = const = 2k exp
C̃y − γ y

2k
tgϕ+ C∗

y , (4.27)

s|y = const = −k ln
(
cos2 ϕ

)
+ C−

y ; (4.28)

где
C−

y = C̃y − k ln
(
2(Cυ)2

)
, (4.29)

ϕ попадает в интервал (4.26), а C̃y, C∗
y , C−

y и Cυ — постоянные величины;
б) соотношения на ординате (x = const)

y|x = const = 2k exp
C̃x

2k
ctgϕ+ C∗

x, (4.30)

s|x = const = −k ln
(
sin2 ϕ

)
+ γ y − k ln

(
2(Cυ)2

)
+ C̃x, (4.31)

s|x = const = −k ln
(
sin2 ϕ

)
+ 2k γ exp

C̃x

2k
ctgϕ+ C−

x , (4.32)

где
C−

x = γ C∗
x − k ln

(
2(Cυ)2

)
+ C̃x, (4.33)

ϕ попадает в интервал (4.26), а C̃x, C∗
x и C−

x — постоянные величины.
Применительно к задаче рис. 4.2,B, когда напряженное состояние соот-

ветствует рис. 4.4,C и 4.4,E, в отношении угла β можно утверждать, что
β �= 0. В противном случае задача будет соответствовать случаю рис. 4.2,A,
когда внешнее силовое воздействие отсутствует (P = 0). В отношении угла
ϕrd (4.25) следует заметить, что его можно определить строго:

ϕrd =
1
2
π, (4.34)

а можно приближенно:

ϕrd =
1
2
π + ε, (4.35)

где ε — бесконечно малое (приемлемое для ЭВМ) положительное число.
В случае, когда угол ϕrd определяется точно (4.34), то в процессе реше-

ния задачи алгоритмы придется строить, обходя необходимость вычисления
x (4.27) и s (4.28) в точке ϕ = ϕrd. Такая возможность есть, поскольку абс-
цисса x|ϕrd = x|Rd известна (равна нулю) по условию задачи, а полусумму
главных нормальных напряжений s|ϕrd = s|Rd , действующих в точке Rd

можно вычислить, воспользовавшись соотношениями (4.31) или (4.32).
Вариант (4.35) не накладывает ограничений на вычисление x (4.27) и s

(4.28) в точке ϕ = ϕrd, хотя и является менее строгим.
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A B

C D

Рис. 4.8. Зависимости координат x (4.27) (A), y (4.30) (B) и полусуммы
главных нормальных напряжений s (4.28) (C) и (4.32) (D) от величины
угла ϕ, если: γ = 0,0 Н/мм3, k = 1,0 Н/мм2, C∗

x = C∗
y = 20,0 мм, Cυ = 1,0,

y = 0,0 мм (только для выражения (4.27)), а C̃x = C̃y и принимают ряд
фиксированных значений (в Н/мм2): 0,1 (1); 1,0 (2); 5,0 (3); 10,0 (4)

4.4.1. А н а л и з р а б о ч е г о в а р и а н т а с о о т н ош е н ий н а д е-
к а р т о вых к о о р д и н а т а х. На рис. 4.8 представлены отвечающие те-
кущему случаю графики функциональных зависимостей x = x(ϕ) (4.27),
s = s(ϕ) (4.28), y = y(ϕ) (4.30) и s = s(ϕ) (4.31). Из соотношения (4.27) и
рис. 4.8,A следует, что в ответ на монотонное увеличение угла ϕ, когда тот
пробегает весь свой допустимый интервал (4.26), абсцисса x(ϕ) также мо-
нотонно увеличивается, что и требовалось. Интервал возможных значений
x(ϕ) при одних и тех же значениях ϕ определяется величиной постоянной
C̃y. Чем она больше, тем интенсивнее изменяется x в ответ на изменение ϕ.
Изменение постоянной C∗

y приводит к пропорциональному вертикальному
смещению графиков на рис. 4.8,A.

Функциональная связь ординаты y с углом ϕ (4.30) рис. 4.8,B практиче-
ски совпадает с x(ϕ). Разница состоит только в том, что по мере увеличения
значения ϕ ордината y убывает. Интенсивность роста ординаты y также за-
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висит от величины постоянной C̃x, а минимально возможное ее значение —
от C∗

x. Чем больше постоянная C∗
x, тем больше значение y(ϕ).

Адекватность графиков полусуммы главных нормальных напряжений
s(ϕ) (4.28) (рис. 4.8,C) вполне очевидна. Ведь понятно, что в реальной си-
туации (рис. 4.2,B) по мере роста абсциссы x или, что то же самое, по мере
удаления от оси Oy влево, полусумма главных нормальных напряжений s
должна убывать. Влияние постоянной C̃y на функциональную связь s(ϕ)
понятна из соотношения (4.28) и выражения (4.29), определяющего посто-
янную C−

y . Увеличение значения C̃y приводит к смещению графиков s(ϕ)
вверх. Если же C̃y уменьшается, то графики s(ϕ) опускаются. Форма кри-
вых s(ϕ) при этом остается неизменной.

Теперь обратимся к оценке достоверности зависимости s(ϕ) (4.32), по-
казанной на рис. 4.8,D. Из анализа рис. 4.8,B и 4.8,D следует, что величина
s растет по мере уменьшения y. Применительно к задаче (рис. 4.2,B), такая
закономерность представляется не совсем адекватной. Чтобы убедиться в
обратном, следует дополнительно исследовать, как на нее влияет вес среды
γ, ведь сейчас рассматривается невесомая среда. Влияние величины посто-
янной C̃x на функциональную связь s(ϕ) (4.32) (рис. 4.8,D) совпадает с
предыдущем случаем. Изменение величины C̃x приводит к пропорциональ-
ному смещению графиков s(ϕ) (4.32) (рис. 4.8,D) по вертикали.

Далее рассмотрим случай, когда γ > 0. Из рис. 4.9 видно, что законо-
мерности s(ϕ)|x=const меняют свой характер в зависимости от величины γ.
Если среда невесомая, то значение s(ϕ) прямо пропорционально величине
ϕ. Если же среда, наоборот, имеет значительный удельный вес, например,
γ ≥ 1,0 Н/мм3, то функциональная связь s(ϕ) становится обратно про-
порциональной. При средних значениях γ, в области больших значений ϕ
близких к π, функция s(ϕ) имеет локальный максимум.

На первый взгляд столь сложная зависимость функциональной связи
s(ϕ) (4.32) от удельного веса среды γ с реальным физическим смыслом не
согласуется. На самом деле это не так. Когда среда имеет большой удельный
вес, то она способна к самоподжатию. Величина s растет пропорциональ-
но росту ординаты, т.е. когда ϕ убывает (рис. 4.8,B). Процессу самоподжа-
тия препятствует связность среды (сцепление k). Чем меньше удельный вес
среды, тем меньше самоподжатие, и тем больше противодействие от прояв-
ления связности. Результатом такого противодействия является появление
упоминавшегося локального максимума. В случае невесомой среды эффект
самоподжатия отсутствует вовсе, а проявление связности приводит к зату-
ханию интенсивности напряженного состояния по мере удаления от области
внешнего воздействия на среду (от пятна контакта), причем неважно в ка-
кую сторону, например, в сторону увеличения ординаты y. Значит в таком
случае s должно убывать в ответ на увеличение y. Сопоставив между собой
рис. 4.8,B и 4.9 убеждаемся, что так оно и есть.

Влияние постоянной C̃x на функциональную связь s = s(ϕ) (4.32) так-
же иллюстрирует рис. 4.9. Увеличение C̃x приводит: во-первых, к смещению
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графиков верх или, что то же, к увеличению минимально возможного зна-
чения s и, во-вторых, к растягиванию графиков по вертикали вдоль оси s,
т.е. к увеличению темпов изменения s(ϕ) при том же изменении ϕ.

Вывод — исходя из физической сути решаемой задачи (рис. 4.2,B), за-
кономерности s(ϕ)|x=const (4.32) (рис. 4.9) являются адекватными.

4.4.2. К омп о н е н ты т е н з о р а н а п р яжений н а о с я х д е к а р-
т о вых к о о р д и н а т. Использовав соотношения на абсциссе (4.28) и вы-
ражения (2.31), получаем зависимости σxx, σyy и σxy от угла ϕ:(

σxx

σyy

)
= −k [ln (cos2 ϕ

)∓ cos 2ϕ
]
+ C−

y ,

σxy = k sin 2ϕ,
(4.36)

выполняющиеся вдоль координатных прямых y = const. Графики s(ϕ)
(4.28), σxx(ϕ), σyy(ϕ) и σxy(ϕ) (4.36) представлены на рис. 4.10.

A B

C D

Рис. 4.9. Зависимости полусуммы главных напряжений s (4.32) от величины
угла ϕ для различных значений постоянной C̃x (0,1 (A); 1,0 (B); 5,0 (C);
10,0 (D); (в Н/мм2)) и удельного веса среды γ (0,0 (1); 0,01 (2); 0,1 (3);

1,0 (4); (в Н/мм3)), если: k = 1,0 Н/мм2, Cυ = 1,0, а C∗
x = 20,0 мм



4.4. Адаптация соотношений на координатных прямых 145

Аналогичным образом, выполнив подстановку (4.32) в (2.31), получаем
зависимости компонентов тензора напряжений σxx, σyy и σxy от угла ϕ,
выполняющиеся вдоль линий x = const(

σxx

σyy

)
= −k

[
ln
(
sin2 ϕ

)− 2 γ exp
C̃x

2k
ctgϕ∓ cos 2ϕ

]
+ C−

x ,

σxy = k sin 2ϕ.
(4.37)

Рис. 4.10. Полусумма главных нор-
мальных напряжений s (1) (4.28)
и компоненты тензора напряжений
σxx (2), σyy (3) и σxy (4) (4.36)
как функции угла ϕ, если: k =

1,0 Н/мм2 и C−
y = 0,0 мм

Графики для полусуммы главных
нормальных напряжений s(ϕ) (4.32)
и компонентов тензора напряжений
σxx(ϕ), σyy(ϕ) и σxy(ϕ) (4.37) пред-
ставлены на рис. 4.11. Рисунки 4.11
хорошо согласуются с рис. 4.9 и не
содержат особенностей. Нормальные
компоненты σxx и σyy (4.37) в об-
щем повторяют закономерности, об-
наруженные для полусуммы главных
напряжений s (4.32) и связанные, в
частности, с зависимостью s от γ.
Впрочем, это не удивительно, ведь
выражения σxx и σyy (4.37) совпа-
дают с таковым для s (4.32) с точ-
ностью ±k cos 2ϕ. Зависимость каса-
тельной компоненты σxy (4.37) от уг-
ла ϕ принципиально иная и никак не
связана ни с γ, ни с s. На интерва-

ле ϕ ∈ ]
1
2π, π

]
(4.26) кривая σxy(ϕ) симметрична относительно значения

ϕ = 3
4π, в котором достигает минимума. При этом же значении ϕ = 3

4π
графики s и нормальных компонентов σxx и σyy пересекаются. Это спра-
ведливо при любых значениях γ.

Решив соотношения на абсциссе x|y = const = x(ϕ) (4.27) и ординате
y|x = const = y(ϕ) (4.30) относительно угла ϕ, учитывая возможный интервал
значений ϕ ∈ ]

1
2π, π

]
(4.26), соответственно получаем:

ϕ|y = const = π + arctg

{
x− C∗

y

2k
exp

γ y − C̃y

2k

}
, (4.38)

ϕ|x = const = π + arctg

{
2k

y − C∗
x

exp
C̃x

2k

}
. (4.39)

Теперь предварительно выполнив подстановку ϕ из выражения (4.38)
в уравнения (4.28), (4.36), а также ϕ из (4.39) в (4.32), (4.37), построим
два комплекта графиков: первый, для s(x) σxx(x), σyy(x), σxy(x) и ϕ(x)
рис. 4.12, а второй, для s(y) σxx(y), σyy(y), σxy(y) и ϕ(y) рис. 4.13.
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Анализ графиков рис. 4.12 показывает, что изменение C̃y ведет к гори-
зонтальному масштабированию кривых s(x), σxx(x), σyy(x) и σxy(x), а так-
же ϕ(x). Чем больше C̃y, тем сильнее перечисленные кривые вытягиваются
вдоль оси абсцисс. Постоянная C∗

y отвечает за горизонтальное перемещение
графиков. Чтобы при x = 40,0 мм значение угла ϕ(x) равнялось π, необхо-
димо положить, что C∗

y = 40,0 мм. В таком случае в точке x = 40,0 кривые
s(x) и σyy(x) достигают минимума. Значения s(x) и σyy(x) тем больше, чем
меньше x. Функция ϕ(x) ведет себя монотонно и на всем охваченном отрез-
ке x экстремумов не имеет, что согласуется с рис. 4.8,A. Зависимости σxx(x)
и σxy(x), напротив, имеют локальные экстремумы.

Важным является тот факт, что большим значениям x соответствуют
меньшие значения s(x) и σyy(x). При надлежащем подборе постоянных, в
частности C−

y , можно добиться того, что компонента σyy(x) будет дости-
гать своего нулевого значения, когда угол ϕ(x) = π и абсцисса x = x|Lm ,
т.е. соответствуют точке Lm выхода на дневную поверхность огибающей ха-
рактеристики рис. 4.4,E. σxx при этом останется положительным. Все при-
веденное согласуется с реальностью. Ранее говорилось, что при удалении

A B

C D

Рис. 4.11. Полусумма главных напряжений s (1) (4.32) и компоненты тен-
зора напряжений σxx (2), σyy (3) и σxy (4) (4.37) как функции угла ϕ для:
k = 1,0 Н/мм2, C̃x = 1,0 Н/мм2, C−

x = 0,0 мм и четырех значений удельного
веса среды γ (в Н/мм3): A — 0,0; B — 0,01; C — 0,1; D — 1,0
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от деформатора интенсивность действующих напряжений должна падать,
в то время как вдоль огибающей характеристики предельное равновесие
должно сохраняться. В данном случае оно достигается за счет неравенства
σxx и σyy, которые в точке Lm совпадают с σ3|Lm и σ1|Lm . На последнее
указывает напряжение σxy(x), которое в точке x = x|Lm равно нулю.

Детально в этом вопросе сможем разобраться после того, как построим
сетку линий скольжения и рассчитаем компоненты тензора напряжений для
всей области предельного равновесия LmRuRd (рис. 4.4).

Наиболее важной особенностью функциональных связей s(y), σxx(y) и
σyy(y) (рис. 4.13) является их зависимость от величины удельного веса
γ. Если при малых значениях γ, например, как на рис. 4.13,A (γ = 0),
4.13,B (γ = 0,01 Н/мм3), полусумма главных напряжений s(y) и горизон-
тальная компонента σxx(y) монотонно убывают, то при большом удельном

A B

C D

Рис. 4.12. Полусумма главных нормальных напряжений s (1) (4.28), компо-
ненты тензора напряжений σxx (2), σyy (3) и σxy (4) (4.36), а также угол
ϕ (5) (4.38) как функции абсциссы x для: y = 0,0 мм, k = 1,0 Н/мм2,
γ = 0,00001 Н/мм3, C∗

y = 40,0 мм, C−
y = 0,0 мм и четырех значений посто-

янной C̃y (в Н/мм2): A — −1,0; B — 0,0; C — 2,0; D — 4,0
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весе, например, когда γ = 1,0 Н/мм3 (рис. 4.13,D) они монотонно возрас-
тают. В случае промежуточной величины удельного веса, например, когда
γ = 0,1 Н/мм3 (рис. 4.13,С), в ответ на увеличение ординаты y величины
s(y) и σxx(y) сначала возрастают, а потом убывают. Вертикальная компо-
нента σyy(y) во взаимосвязи с ординатой y ведет себя подобно s(y) и σxx(y),
с той лишь разницей, что когда σxx(y) > s(y) то σyy(y) < s(y) и, наоборот,
если σxx(y) < s(y) то σyy(y) > s(y). Кроме этого, при небольших значениях
удельного веса среды, вертикальная компонента тензора напряжений σyy(y)
в области больших значений y может иметь локальный минимум.

Все общие закономерности проявления функциональных связей s(y),
σxx(y) и σyy(y) обусловлены балансом между реализацией упоминавшегося
ранее процесса самоподжатия и проявления связности и вполне согласу-

A B

C D

Рис. 4.13. Полусумма главных нормальных напряжений s (1) (4.32), компо-
ненты тензора напряжений σxx (2), σyy (3) и σxy (4) (4.37), а также угол ϕ
(5) (4.39) как функции ординаты y для: k = 1,0 Н/мм2, C̃x = 1,0 Н/мм2,
C∗

x = 80,0 мм, C−
x = 16,0 мм и четырех значений удельного веса среды γ (в
Н/мм3): A — 0,0; B — 0,01; C — 0,1; D — 1,0



4.4. Адаптация соотношений на координатных прямых 149

ется с ранее рассмотренными закономерностями, касающихся s(ϕ)|x=const,
σxx(ϕ)|x=const, σyy(ϕ)|x=const (рис. 4.11) и y(ϕ)|x=const (рис. 4.8,B).

В отношении связи напряжения σxy(y) с ординатой y заметим, что име-
ющийся минимум существенно смещен в сторону больших значений y. За-
висимость угла ϕ(y) от y — монотонно убывающая (рис. 4.13). Изменение
C−

x приводит к плоскопараллельному переносу кривых s(y), σxx(y) и σyy(y)
по вертикали, а изменение C∗

x к подобному смещению их по горизонтали.
Увеличение постоянной C̃x влечет за собой масштабирование (растяже-

ние) всех графиков зависимостей s(y), σxx(y), σyy(y), σxy(y) и ϕ(y) по орди-
нате (рис. 4.14) и одновременное смещение левых частей графиков напря-
жений s(y), σxx(y) и σyy(y) вниз. В частности, приводит к смещению точки
пересечения кривых s(y), σxx(y) и σyy(y), а также максимума касательного
напряжения σxy(y) в область меньших значений y и напряжений.

A B

C D

Рис. 4.14. Полусумма главных нормальных напряжений s (1) (4.32), компо-
ненты тензора напряжений σxx (2), σyy (3) и σxy (4) (4.37), а также угол ϕ
(5) (4.39) как функции ординаты y для: k = 1,0 Н/мм2, C̃x = 4,0 Н/мм2,
C∗

x = 80,0 мм, C−
x = 16,0 мм и четырех значений удельного веса среды γ (в
Н/мм3): A — 0,0; B — 0,01; C — 0,1; D — 1,0
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Более подробные комментарии в отношении адекватности рис. 4.10 – 4.14
реальным процессам отложим до полного решения задачи (рис. 4.2,B).

4.5. Формулировка граничных условий,
действующих вдоль пятна контакта

Граничные условия, действующие вдоль пятна контакта RuRd среды с
деформатором (рис. 4.2,B и 4.4,C), по существу, являются условиями тре-
ния, сформулировать которые можно, воспользовавшись работой [167].

Очевидно, что касательные напряжения, развивающиеся на элементар-
ных площадках в приповерхностном слое вдоль пятна контакта RuRd, урав-
новешиваются силами трения, действующими на ближайших внешних па-
раллельных им поверхностях деформатора (рис. 4.4,C). Следовательно,
первые не могут превышать последних, а, значит, для RuRd записываем:

|σxy| ≤ f σxx, (4.40)

где f — коэффициент внешнего трения среды по материалу деформатора,
а σxy и σxx — компоненты тензора напряжений (2.31).

Принимая во внимание (4.25), поскольку возможно, что β весьма малое
положительное число, заключаем:

ϕ|RuRd ∈
[
1
2
π, π

[
. (4.41)

В таком случае
σxy = k sin 2ϕ ≤ 0, (4.42)

т.е., действующие вдоль пятна контакта RuRd касательные напряжения все-
гда отрицательные. Такой же вывод можно получить, воспользовавшись
принятым правилом знаков касательных напряжений (п. 4.3.2).

Теперь, воспользовавшись обстоятельством (4.42), выполнив подстанов-
ку выражений (2.31) в условие (4.40), можно избавиться от знака модуля.
В результате получаем

s ≥ −k
(

1
f

sin 2ϕ+ cos 2ϕ
)
, (4.43)

где s — полусумма главных нормальных напряжений определяется соотно-
шениями (4.31) или (4.32).

В отношении свободного контура LmRu уже говорилось п. 128, что он
полностью состоит из главных площадок, и ближайшие окрестности точки
Ru не исключение, а, значит, на основании (4.14) записываем:

σ1|Ru = 0. (4.44)

Из [167] известно, что главные напряжения σ1 и σ3 можно определить
через компоненты тензора напряжений σxx, σyy и σxy по формуле:(

σ1

σ3

)
=

1
2

[
(σxx + σyy) ∓

√
(σxx − σyy)2 + 4σ2

xy

]
. (4.45)
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Принимая во внимание (4.45), с учетом (2.31), условие (4.44) дает:

s|Ru = sru = k, (4.46)

где sru — полусумма главных напряжений, действующих в точке Ru. Опре-
деляется sru одним из соотношений (4.28), (4.31) или (4.32).

Из последнего, учитывая определение s (2.29), получаем:

σ3|Ru = 2sru = 2k. (4.47)

Поскольку очевидно, что в точке Ru должны выполняться оба условия
(4.43) и (4.44), то учитывая определение s (2.29), получаем

σ3|Ru ≥ −2k
(

1
f

sin 2ϕru + cos 2ϕru

)
. (4.48)

Теперь не трудно убедиться, что значение угла ϕru не может быть мень-
ше некоторого значения ϕru

min, которое можно найти из условия (4.48), рас-
сматривая его как строгое равенство и выполнив подстановку в него значе-
ния σ3|Ru = 2k (4.47). После замены ϕ на ϕru

min получаем:

1
f

sin 2ϕru
min + cos 2ϕru

min = −1, (4.49)

откуда находим
ϕru

min = π − arctg f. (4.50)

Т.е., угол ϕru
min определяется через коэффициент внешнего трения изучае-

мой идеально-связной среды по материалу лобовой поверхности деформа-
тора.

Теперь, учитывая (4.25), (4.41) и (4.50), определяем интервал возмож-
ных значений угла ϕru:

ϕru ∈ [ϕru
min, π[ . (4.51)

4.5.1. Опр е д е л е н и е п о с т о я н ных, в ош е дших в с о о т н ош е-
н и я н а о р д и н а т е, вып о л н яющи е с я в д о л ь п я т н а к о н т а к т а.
В начале воспользуемся соотношением (4.30), которое при должном под-
боре постоянных C∗

x и C̃x выполняется вдоль граничного отрезка RuRd

пятна контакта деформатора с массивом сплошной среды (рис. 4.2,B или
рис. 4.4,A). При этом помним, что вдоль RuRd угол ϕ укладывается в ин-
тервал ϕ|RuRd ∈ [ 12π, π[ (4.41), а ординаты yru = y|Ru , yd = y|Rd точек Ru,
Rd и значения ϕru = ϕ|Ru (4.25), (4.51), ϕrd = ϕ|Rd (4.25) угла ϕ в этих же
точках равны следующему:

yru = 0, yd > 0, ϕru > 0, ϕru ∈ [ϕru
min, π[ , ϕrd ∈

[
1
2
π, ϕru

[
. (4.52)
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Чтобы вычислить значение C̃x|RuRd постоянной C̃x, которая использует-
ся в соотношении (4.30), выполняющемся вдоль пятна контакта RuRd, необ-
ходимо в (4.30) поочередно выполнить пару подстановок. Сначала y = yru

и ϕ = ϕru:

yru = 2k exp
C̃x

2k
ctgϕru + C∗

x, (4.53)

а затем y = yd и ϕ = ϕrd:

yd = 2k exp
C̃x

2k
ctgϕrd + C∗

x. (4.54)

Теперь из (4.54) вычитаем (4.53). В результате получаем:

yd − yru = 2k exp
C̃x

2k
(
ctgϕrd − ctgϕru

)
. (4.55)

Далее, решив (4.55) относительно постоянной C̃x, находим:

C̃x|RuRd = 2k ln
(

yd − yru

2k (ctgϕrd − ctgϕru)

)
. (4.56)

Значение C∗
x|RuRd второй постоянной C∗

x находим, решив относительно
нее выражение (4.53), после подстановки конкретного значения ординаты
yru = 0 (4.52):

C∗
x|RuRd = −2k exp

C̃x

2k
ctgϕru, (4.57)

где C̃x = C̃x|RuRd (4.56) предполагается уже известной.
Далее выполним подстановку s = sru = k (4.46), ϕ = ϕru (4.25), (4.52) и

y = yru = 0 (4.52) в соотношение (4.31) для точки Ru получаем:

k = −k ln
(
sin2 ϕru

)− k ln
(
2(Cυ)2

)
+ C̃x, (4.58)

или с учетом (4.33) и формальных преобразований:

C−
x |RuRd = k

[
1 + ln

(
sin2 ϕru

)]
+ γ C∗

x, (4.59)

где предполагается, что постоянная C∗
x уже известна (4.57).

4.5.2. Пр е о б р а з о в а н и е г р а н и ч н о г о у с л о в и я, д е й с т в ующе-
г о в д о л ь п я т н а к о н т а к т а. Запишем условие (4.43) в развернутом
виде, т.е. заменив s его выражением (4.32):

−k ln
(
sin2 ϕ

)
+ 2kγ exp

C̃x

2k
ctgϕ+ C−

x ≥ −k
(

1
f

sin 2ϕ+ cos 2ϕ
)
. (4.60)

Поскольку в соответствии с тригонометрическими формулами:

sin2 ϕ =
1

1 + ctg2 ϕ
, cos2 ϕ =

ctg2 ϕ

1 + ctg2 ϕ
(4.61)
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sin 2ϕ = 2 sinϕ cosϕ, cos 2ϕ = cos2 ϕ− sin2 ϕ, (4.62)

sin 2ϕ =
2 ctgϕ

1 + ctg2 ϕ
cos 2ϕ = −1 − ctg2 ϕ

1 + ctg2 ϕ
, (4.63)

то, выполнив подстановку в уравнение (4.60) выражений sin2 ϕ (4.61), sin 2ϕ
(4.63) и cos 2ϕ (4.63), после формальных преобразований получаем:

k ln
(
1 + ctg2 ϕ

)
+ 2kγ exp

C̃x

2k
ctgϕ+ C−

x ≥

≥ k

(
1 − ctg2 ϕ

1 + ctg2 ϕ
− 2
f

ctgϕ
1 + ctg2 ϕ

)
.

(4.64)

Развернутое представление (4.60) и (4.64) граничного условия (4.43) за-
писано в виде функциональной зависимости от угла ϕ. Далее они приго-
дятся для анализа и решения конкретных задач, а сейчас представим то
же самое условие (4.43), но в виде функциональной связи с ординатой y.
Для этого воспользуемся соотношением (4.30), которое перепишем следую-
щим образом:

y = Cx ctgϕ+ C∗
x. (4.65)

где

Cx = 2k exp
C̃x

2k
. (4.66)

Из (4.65) получаем:

ctgϕ =
y − C∗

x

Cx
. (4.67)

Далее, последовательно выполнив замену ctgϕ на (4.67), а затем постоян-
ную Cx на (4.66) из (4.64), имеем:

k ln

⎛⎜⎜⎝1 +
(y − C∗

x)2

4k2 exp
C̃x

k

⎞⎟⎟⎠+ γ (y − C∗
x) + C−

x ≥

≥ k

⎛⎜⎜⎜⎝
4k2 exp

C̃x

k
− (y − C∗

x)2 − 4k
f

exp
C̃x

2k
(y − C∗

x)

4k2 exp
C̃x

k
+ (y − C∗

x)2

⎞⎟⎟⎟⎠ .

(4.68)

Полученное таким образом граничное условие не имеет явной зависи-
мости от s и ϕ, а связывает ординату y, три константы C∗

x, C̃x и C−
x , два

параметра среды — плотность γ и сцепление k, а также коэффициент внеш-
него трения f среды по материалу деформатора.

По условию задачи (п.г. 4.2) параметры среды γ, k и коэффициент тре-
ния f являются известными, а постоянные C̃x, C∗

x и C−
x можно определить в

соответствии с формулами (4.56), (4.57) и (4.59) через углы ϕru и ϕrd (4.52).
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4.5.3. А н а л и з и г р афич е с к а я и н т е р п р е т а ц и я г р а н и ч н о-
г о у с л о в и я, д е й с т в ующе г о в д о л ь п я т н а к о н т а к т а. Теперь,
когда постоянные интегрирования C̃x|RuRd (4.56), C∗

x|RuRd (4.57) и C−
x |RuRd

(4.59) определены, можно приступить к анализу граничного условия (4.43),
которое выше представлено в двух формах (4.60) и (4.68). Первая форма
(4.60) реализует функциональные связи непосредственно с углом ϕ, а вто-
рая (4.68) — с ординатой y. Введем обозначения:

sal(ϕ) = s(ϕ) = −k ln
(
sin2 ϕ

)
+ 2kγ exp

C̃x

2k
ctgϕ+ C−

x , (4.69)

и

sar(ϕ) = −k
(

1
f

sin 2ϕ+ cos 2ϕ
)
, (4.70)

где s(ϕ) предполагается использовать, когда выражение (4.69) рассматри-
вается как соотношение на ординате (4.32) или, что то же — левая часть
условия (4.43), а sal(ϕ) — когда акцентируется внимание на том, что речь
идет о левой части граничного условия (4.43) в форме (4.60).

С учетом таких обозначений предельное условие (4.60) выглядит так:

sal(ϕ) ≥ sar(ϕ). (4.71)

Подобным образом преобразуем предельное условие в форме (4.68). Для
этого снова вводим новые обозначения

sbl(y) = k ln

⎛⎜⎜⎝1 +
(y − C∗

x)2

4k2 exp
C̃x

k

⎞⎟⎟⎠+ γ (y − C∗
x) + C−

x , (4.72)

sbr(y) = k

⎛⎜⎜⎜⎝
4k2 exp

C̃x

k
− (y − C∗

x)2 − 4k
f

exp
C̃x

2k
(y − C∗

x)

4k2 exp
C̃x

k
+ (y − C∗

x)2

⎞⎟⎟⎟⎠ , (4.73)

и, применив их, переписываем (4.68) в подобном неравенству (4.71) виде:

sbl(ϕ) ≥ sbr(ϕ). (4.74)

На рис. 4.15 показаны графики полусумм главных напряжений sal (4.69)
и sar (4.70), представляющих собой левую и правую части условия (4.71),
а также напряжений σ1, σ3 (4.45) и ординаты y (4.30), которые рассматри-
ваются как функции ϕ при заданных значениях других величин. sal, sar,
σ1, σ3 и y иллюстрируют то напряженное состояние, которое складывается
в области пятна контакта RuRd в результате взаимодействия деформато-
ра со средой, реализующегося согласно рис. 4.4,A. В процессе построения
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графиков рис. 4.15,A и 4.15,B постоянные C̃x|RuRd , C∗
x|RuRd и C−

x |RuRd рас-
считывали по формулам (4.56), (4.57) и (4.59), соответственно.

Из рис. 4.15,A и 4.15,B видно, что в пределах пятна контакта RuRd, где
ϕ ∈ [ϕrd, ϕru] выполняются как граничное условие (4.71) — действитель-
ное для всей границы RuRd, так и требование (4.44), которое в отличие
от условия (4.71) действительно только для одной единственной точки Ru.
Последний тезис подтверждает значение σ1|ϕru = 0.

Рис. 4.15,B иллюстрирует случай наименьшего удельного веса среды γ,
при котором будет выполняться все сказанное до этого. Разумеется поня-
тие “наименьший удельный вес” тут следует рассматривать в неразрывной
связи с остальными параметрами, относящимися к рассматриваемой зада-

A B

C D

Рис. 4.15. Графики полусумм главных напряжений sal (4.69) (1) и sar (4.70)
(2) составляющих сущность левой и правой частей граничного условия
(4.71, а также главных напряжений σ3 (4.45) (3), σ1 (4.45) (4) и ординаты
y (4.30) (5), рассматриваемых как функции угла ϕ для четырех значений
удельного веса среды (A) — γ = 0,12 Н/мм3; B) — γ = 0,07784 Н/мм3; C)
— γ = 0,01 Н/мм3; D) — γ = 0,00001 Н/мм3;), если: ϕru = 2,87979 рад.;

yru = 0,0 мм; yd = 45,0 мм; k = 1,0 Н/мм2; f = 0,8391
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че. Главным из них является угол ϕru, который при заданном значении
ϕrd = 1

2π + ε (4.35) или 1
2π (4.34), а также известных k, γ, f однозначно

определяет величины всех постоянных C̃x|RuRd , C∗
x|RuRd и C−

x |RuRd .
Нетрудно видеть, что если при прочих равных еще уменьшить удельный

вес среды, то кривая 1 sal(ϕ) (4.69) пересечет кривую 2 sar(ϕ) (4.70) еще
пару раз и в интервале ϕ ∈ [ϕrd, ϕru] появится участок, где условие (4.71)
не выполняется. Это обстоятельство указывает на тот факт, что при ма-
лых значениях удельного веса среды, в данном случае при γ = 0,01 Н/мм3

(рис. 4.15,C) или γ = 0,00001 Н/мм3 (рис. 4.15,D) и еще меньших, интер-
вал возможных значений угла ϕ|RuRd значительно уже ранее определенного
(4.41) и укладывается в пределы следующего:

ϕ|RuRd ∈ [ϕmin, π[ , (4.75)

где угол
ϕmin = π − arctg f, (4.76)

определяется также, как и ϕru
min (4.65).

Угол ϕrd ≥ ϕmin теперь не может быть равным 1
2π (4.34) или 1

2π + ε
(4.35) и должен определяться из условия строгого равенства в (4.71), когда
ϕ = ϕrd. Алгоритм FindPhiRD (рис. 4.16) вычисления угла ϕrd в про-
странных пояснениях не нуждается. Строгое равенство в (4.71) достигается
в точке пересечения кривых sal(ϕ) (4.69) и sar(ϕ) (4.70). При этом должно
выполняться требование ϕ = ϕrd, и такому значению ϕrd должны соответ-
ствовать постоянные C̃x|RuRd (4.56), C∗

x|RuRd (4.57) и C−
x |RuRd (4.59). Поиск

точки перечечения кривых sal(ϕ) (4.69) и sar(ϕ) (4.70) осуществляется ме-
тодом “деления отрезка пополам” [296].

Интересен тот факт, что значение удельного веса среды γ, коэффициен-
ты связности k и внешнего трения f , а также величину угла ϕru, который
должен укладываться в интервал (4.51), всегда можно согласовать таким
образом (рис. 4.17, 4.18), чтобы кривая sal(ϕ) (1) касалась кривой sar(ϕ)
(2) по типу рис. 4.15,B. Постоянные C̃x|RuRd , C∗

x|RuRd и C−
x |RuRd при этом

рассчитывают по формулам (4.56), (4.57) и (4.59).
На рис. 4.17 такое согласование выполнялось путем подбора подходя-

щего значения γ, т.е. удельный вес среды последовательно рассматривался
как функция двух аргументов: γ = γ (k, ϕru) (рис. 4.17,A); γ = γ (f, ϕru)
(рис. 4.17,B); γ = γ (f, k) (рис. 4.17,C).

На рис. 4.18 согласование величин γ, k, f и ϕru выполнялось путем
подбора подходящего значения k, т.е. коэффициент сцепления среды после-
довательно рассматривался как функция двух аргументов: k = k (γ, ϕru)
(рис. 4.18,A); k = k (f, ϕru) (рис. 4.18,B); k = k (f, γ) (рис. 4.18,C). Выпол-
нялись такие действия путем применения подпрограммы FindK (рис. 4.19),
которая содержит обращение к подпрограмме FindPhiDeltaS (рис. 4.20).

Принцип работы подпрограмм FindK и FindPhiDeltaS понятен из со-
ответствующих рисунков и во многом повторяет уже рассмотренную ранее
подпрограмму FindPhiRD (рис. 4.16). В основе всех их лежит алгоритм
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Рис. 4.16. Алгоритм подпрограммы FindPhiRD , вычисления значения
угла ϕrd, при котором в (4.71), когда ϕ = ϕrd, достигается строгое

равенство
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A

B

C

Рис. 4.17. Случай, когда равенство в (4.71) достигается по касанию кривых
sal(ϕ) (4.69) и sar(ϕ) (4.70) в области где ϕ < ϕmin (т.е. по типу рис. 4.15,B),
а значение ϕrd= 1

2π рад. определяется выражением (4.34): A) f = 0,8391,
yru = 0,0 мм и yd = 45,0 мм; B) k = 0,5 Н/мм2, yru = 0,0 мм и yd = 45,0 мм;

C) ϕru = 2,8798 рад., yru = 0,0 мм и yd = 45,0 мм
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A

B

C

Рис. 4.18. Случай, когда равенство в (4.71) достигается по касанию кривых
sal(ϕ) (4.69) и sar(ϕ) (4.70) в области где ϕ < ϕmin (т.е. по типу рис. 4.15,B),
а значение ϕrd= 1

2π рад. определяется выражением (4.34): A) f = 0,8391,
yru = 0,0 мм и yd = 45,0 мм; B) γ = 0,10 10−4Н/мм3, yru = 0,0 мм и

yd = 45,0 мм; C) ϕru = 2,8798 рад., yru = 0,0 мм и yd = 45,0 мм
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Рис. 4.19. Алгоритм подпрограммы FindK вычисления значения коэффи-
циента связности среды k, при котором в (4.71) равенство достигается по
касанию кривых sal(ϕ) (4.69) и sar(ϕ) (4.70) в области, где ϕ < ϕmin, как
на рис. 4.15,B, а значение ϕrd = 1

2π рад. определяется выражением (4.34)
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Рис. 4.20. Алгоритм подпрограммы FindPhiDeltaS вычисления минимума
разности δs = sal(ϕ) − sar(ϕ) и угла ϕ, при котором он достигается, если

ϕ ∈ [ϕrd, ϕru
min

[
, а ϕrd = 1

2π рад. (4.34)
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“деления отрезка пополам” [296]. После запуска FindK и выполнения дей-
ствий в соответствии с операторами 1 и 2 выполняется серия из пяти обра-
щений к FindPhiDeltaS . Путем выполнения последней для каждого значе-
ния коэффициента сцепления k = ki, где i = 1, 2, ..., 5 вычисляется минимум
разности:

Δs = sal(ϕ) − sar(ϕ) (4.77)

и значение угла ϕ, при котором он достигается, если:

ϕ ∈ [ϕrd, ϕru
min

[
, (4.78)

а значение угла ϕrd = 1
2π определяется выражением (4.34).

Дальше последовательность операторов 4 – 9 осуществляют выбор того
значения ki, которому соответствует минимум модуля Δs. Так повторяет-
ся до тех пор, пока ширина интервала возможных значений k сузится до
ограниченной малой величины ε. Затем среднее значение этого интервала
отождествляется с искомым значением k, при котором с машинной точ-
ностью в (4.71) достигается строгое равенство. Выполняется это в точке
касания кривых sal(ϕ) (4.69) и sar(ϕ) (4.70), как на рис. 4.15,B.

На рис. 4.21 представлены графики, построенные с применением под-
программы FindK в случае, когда значения угла ϕrd последовательно на-
значалось равным 1

2π (рис. 4.21,A), 9
16π (рис. 4.21,B), 5

8π (рис. 4.21,C) и
11
16π (рис. 4.21,D). Как видим рост значения угла ϕrd приводит к ответно-
му, весьма незначительному росту вычисленного значения коэффициента
связности k. Анализ этих рисунков позволяет предположить, что ситуация,
которую они отражают, либо не реальна совсем, либо характерна для весь-
ма малосвязных сред. Тот и другой случай не интересует.

Из всех вариантов, нашедших отражение на рис. 4.15, 4.17, 4.18 и 4.21
наиболее реалистичным представляются случай, как на рис. 4.15C и/или
4.15,D. Его спецификой являются: а) относительно большие значения уг-
ла ϕrd, когда законным есть интервал (4.75) значений ϕ|RuRd ; б) отрица-
тельные значения наименьшего из главных нормальных напряжений σ1|ϕrd ;
в) отличная от нуля величина модуля касательного напряжения τ |Rd (4.18).
Все это соответствует напряженному состоянию, как на рис. 4.5.

Случаю, как на рис. 4.15,C и/или 4.15,D отвечает ситуация, которую
отражают графики на рис. 4.22. Разница состоит в том, что при постро-
ении рис. 4.22 удельный вес среды γ принят фиксированным и близким
к реальному, а коэффициент сцепления k изменяется. Значение угла ϕrd

рассчитывается с применением подпрограммы FindPhiRD .
Следующий рис. 4.23, по сути аналог предыдущего, но представленные

на нем величины рассматриваются как функции ординаты y. Так, левую
sbl и правую sbr части условия (4.74) вычисляли в соответствии с выраже-
ниями (4.72) и 4.73). Главные напряжения σ1 и σ3 рассчитывали по тем же
формулам (4.45), но при вычислении вошедших в них σxx, σyy и σxy (4.37)
значения угла ϕ не назначали, а вычисляли по формуле (4.39). С помощью
той же формулы (4.39) был построен график ϕ(y).
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Из рис. 4.23 видно, что все вышеперечисленные параметры по мере уве-
личения ординаты от yru до yd изменяются почти линейно. Величина коэф-
фициента связности k существенно влияет только на номинальные значения
напряжений и почти не изменяет качественную сторону закономерностей.
При оценке “на глаз” все рисунки 4.23 не различимы. Очевидная разница
имеется только в масштабах шкал напряжений. Причем если при перехо-
де от рис. 4.23,A к 4.23,B и т.д. коэффициент связности уменьшается на
порядок, то и масштаб шкалы напряжений уменьшается на столько же.

Далее изучим, как влияет на характер изменения s положение (ордината
y) расчетной точки на пятне контакта RuRd в зависимости от величины

A B

C D

Рис. 4.21. Графики полусумм главных напряжений sal (4.69) (1) и sar (4.70)
(2) из левой и правой частей граничного условия (4.71), а также главных
напряжений σ3 (4.45) (3), σ1 (4.45) (4) и ординаты y (4.30) (5), рассматрива-
емых как функции угла ϕ для четырех значений угла ϕrd и коэффициента
k (A) — ϕrd = 1

2π рад., k = 0,000128469 Н/мм2; B) — ϕrd = 9
16π рад.,

k = 0,0001357 Н/мм2; C) — ϕrd = 5
8π рад., k = 0,00014451 Н/мм2; D)

— ϕrd = 11
16π рад., k = 0,00015649 Н/мм2), если: γ = 0,00001 Н/мм3;

ϕru = 2,87979 рад.; yru = 0,0 мм; yd = 45,0 мм; f = 0,8391
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коэффициента связности k (рис. 4.24,A), угла трения f (рис. 4.24,B) и угла
ϕrd (рис. 4.24,C), если

ϕrd ∈ [ϕ|Δs=0, ϕ
ru[ , (4.79)

где ϕ|Δs=0 — вычисленное с помощью подпрограммы FindPhiDeltaS зна-
чение угла ϕ, при котором в соответствии с определением Δs (4.77) в гра-
ничном условии (4.74) достигается (если это возможно) строгое равенство.

Если последнее невозможно, то значение ϕrd должно определяться ин-
тервалом (4.52). Такой случай на рис. 4.24 не отражен. Для построения
рис. 4.24,A применялся следующий алгоритм вычисления s: а) назначается
y, k и все другие переменные и фиксированные параметры; б) для каждого

A B

C D

Рис. 4.22. Графики полусумм главных напряжений sal (4.69) (1) и sar

(4.70) (2) из левой и правой частей граничного условия (4.71), а также
главных напряжений σ3 (4.45) (3), σ1 (4.45) (4) и ординаты y (4.30) (5),
рассматриваемых как функции угла ϕ для трех значений коэффициента
связности k и угла ϕrd (A) — k = 1,0 Н/мм2, ϕrd = 2,73836 рад.; B) —
k = 0,1 Н/мм2, ϕrd = 2,7378 рад.; C) — k = 0,01 Н/мм2, ϕrd = 2,7326 рад.;
D) — k = 0,001 Н/мм2, ϕrd = 2,6775 рад.), если: γ = 0,00001 Н/мм3;

ϕru = 2,87979 рад.; yru = 0,0 мм; yd = 45,0 мм; f = 0,8391
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нового значения коэффициент сцепления среды k по формулам (4.56), (4.57)
и (4.59) вычисляются постоянные C̃x|RuRd , C∗

x|RuRd и C−
x |RuRd , что обеспе-

чит выполнение граничных условий (4.43) и (4.44); в) для каждого нового
значения k путем обращения к подпрограмме FindPhiDeltaS вычисляется
угол ϕrd; г) по формуле (4.39) вычисляется ϕ(y) и выполняется проверка
на принадлежность полученного значения ϕ(y) интервалу ϕ ∈ [ϕrd, ϕru];
д) по формуле (4.69) вычисляется s(ϕ); е) пункты а) – д) повторяются до
тех пор, пока с заданным шагом не будут полностью пройдены назначен-
ные интервалы значений y и k.

Для построения рис. 4.24,B применялся подобный первому случаю алго-
ритм вычисления s: а) назначается y и f , все другие переменные и фиксиро-
ванные параметры; б) единожды по формулам (4.56), (4.57) и (4.59) вычис-
ляются постоянные C̃x|RuRd , C∗

x|RuRd и C−
x |RuRd , что обеспечит выполнение

A B

C D

Рис. 4.23. Графики полусумм главных напряжений sbl (4.72) (1) и sbr (4.73)
(2) из левой и правой частей граничного условия (4.74), а также главных
напряжений σ3 (4.45) (3), σ1 (4.45) (4) и угла ϕ (4.39) (5), рассматриваемых
как функции ординаты y, для трех значений коэффициента k и угла ϕrd (A)
— k = 1,0 Н/мм2, ϕrd = 2,73836 рад.; B) — k = 0,1 Н/мм2, ϕrd = 2,7378 рад.;
C) — k = 0,01 Н/мм2, ϕrd = 2,7326 рад.; D) — k = 0,001 Н/мм2, ϕrd =
2,6775 рад.), если: γ = 0,00001 Н/мм3; ϕru = 2,87979 рад.; yru = 0,0 мм;

yd = 45,0 мм; f = 0,8391
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A

B

C

Рис. 4.24. Закономерности изменения s (4.69) в зависимости от положения
(ординаты y) расчетной точки на пятне контакта RuRd и величины ря-
да параметров, если γ = 0,00001 Н/мм3 и ϕru = 2,87979 рад.: A) угол ϕrd

вычисляется из условия строгого равенства в (4.74) всякий раз, когда меня-
ется k; f = 0,8391; B) угол ϕrd вычисляется из условия строгого равенства
в (4.74) всякий раз, когда меняется f ; k = 1,0 Н/мм2; С) угол ϕrd непре-
рывно изменяется от 2,7384 рад., при котором в условии (4.74) достигается

строгое равенство, до 2,8657 рад.; k = 1,0 Н/мм2; f = 0,8391
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граничных условий (4.43) и (4.44); в) для каждого нового значения угла тре-
ния f путем обращения к подпрограмме FindPhiDeltaS вычисляется угол
ϕrd; г) и д) как в предыдущем случае; е) пункты а) – д) повторяются до тех
пор, пока с заданным шагом не будут полностью пройдены назначенные
интервалы возможных значений y и f .

Для построения рис. 4.24,B также применялся подобный предыдущему
случаю алгоритм вычисления s: а) назначается y и все другие переменные и
фиксированные параметры; б) как в предыдущем случае; в) путем обраще-
ния к подпрограмме FindPhiDeltaS вычисляется ϕ|Δs=0 и определяется
интервал возможных значений ϕrd (4.79); г) в пределах интервала (4.79)
возможных значений ϕrd углу ϕrd назначается фиксированное значение;
д) повторяются пункты г) и д) первого случая; е) пункты а) – д) повторя-
ются до тех пор, пока с заданным шагом не будут полностью пройдены
интервалы возможных значений y и ϕrd.

Из рис. 4.24,A следует, чем меньше связность среды k, тем меньше со-
противление она оказывает деформатору. Кроме того, чем ближе к поверх-
ности, (т.е., при y → 0), тем больше полусумма главных напряжений s.
Это связано с тем, что σ1 на всем промежутке возможных значений y яв-
ляется растягивающей и по модулю убывает соразмерно с уменьшением y
(рис. 4.24). Появление растягивающих нагрузок вызвано скольжением сре-
ды по деформатору вверх, и по модулю они тем больше, чем больше y. Все
сказанное адекватно изучаемому физическому процессу.

Адекватность рис. 4.24,B также очевидна. Чем меньше трение, тем рав-
номернее распределяются нагрузки вдоль поверхности контакта RuRd. Это
справедливо, ведь именно трение препятствует релаксации напряжений.
Столь же очевидна и адекватность рис. 4.24,C. Чем меньше интервал ϕ|RuRd

∈ [ϕrd, ϕru], тем равномернее напряжения вдоль RuRd.
На рис. 4.25 показано влияние величины угла ϕru на характер распре-

деления напряжений вдоль поверхности RuRd. При этом ширина интер-
вала ϕ|RuRd ∈ [ϕrd, ϕru] принята фиксированной: ϕru − ϕrd = 0,043633
(рис. 4.25,A); ϕru − ϕrd = 0,087266 (рис. 4.25,B). Постоянные C̃x|RuRd ,
C∗

x|RuRd и C−
x |RuRd рассчитаны по формулам (4.56), (4.57) и (4.59).

Чем больше значение угла ϕru, тем шире диапазон напряжений дей-
ствующих на пятне контакта RuRd, вплоть до разрывных, если диапазон
ϕ|RuRd ∈ [

ϕrd, ϕru
]
широкий. На сколько это согласуется с физическим

смыслом решаемой задачи пока сказать трудно.

4.6. Интегралы нормальной и касательной компонент
полного напряжения, действующего на пятне контакта

По своей сути далее речь пойдет об интегрировании компонент полно-
го напряжения, действующего вдоль линии, совпадающей с осью ординат, а
значит далее будут задействованы соотношения на ординатах (4.30) – (4.33).
При этом следует напомнить о допущении №4, из формулировки задачи
(п.г. 4.2), в котором говорится, что вся область взаимодействия и сам де-
форматор имеют условную единичную толщину.
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4.6.1. Ин т е г р а л н о рм а л ь н о й с о с т а в л яющей п о л н о г о н а-
п р яжени я. Запишем выражение интеграла Ir

xx нормальной компоненты
σxx полного напряжения в области пятна контакта RuRd сплошной среды
с лобовой поверхностью деформатора (рис. 4.2,B или рис. 4.4,A)

Ir
xx =

∫ Rd

Ru

σxx dy, (4.80)

где интегрирование “сверху-вниз” определяется положительным направле-
нием оси ординат, а сама ордината y и горизонтальная компонента σxx опре-
деляются соотношением (4.30) и выражением из (2.31).

A

B

Рис. 4.25. Закономерности изменения s (4.69) в зависимости от положения
(ординаты y) расчетной точки на пятне контакта RuRd и от величины угла
ϕru, если: ϕrd = ϕru − 0,043633 рад. (A) или ϕrd = ϕru − 0,087266 рад. (B);

k = 1,0 Н/мм2; f = 0,8391; γ = 0,00001 Н/мм3
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В начале выполним подстановку в (4.80) выражения σxx из (2.31):

Ir
xx =

∫ Rd

Ru

(s+ k cos 2ϕ) dy, (4.81)

а затем s из (4.31):

Ir
xx =

∫ Rd

Ru

(
−k ln

(
sin2 ϕ

)
+ γ y − k ln

(
2(Cυ)2

)
+ C̃x + k cos 2ϕ

)
dy. (4.82)

Поскольку из (4.33) следует, что

−k ln
(
2(Cυ)2

)
+ C̃x = C−

x − γ C∗
x, (4.83)

то (4.82) можно представить в виде суммы двух интегралов

Ir
xx = Ir

a + Ir
b , (4.84)

где

Ir
a =

∫ Rd

Ru

(−k ln
(
sin2 ϕ

)
+ k cos 2ϕ

)
dy, (4.85)

Ir
b =

∫ Rd

Ru

(
γ y + C−

x − γ C∗
x

)
dy. (4.86)

После интегрирования (4.86) получаем

Ir
b =

[
γ

(
1
2
y − C∗

x

)
+ C−

x

]
y

∣∣∣∣R
d

Ru

. (4.87)

Возвращаясь к интегрированию Ir
a (4.85), выполним замену переменной

интегрирования y на ϕ. Для этого воспользуемся упрощенной формой (4.65)
соотношения (4.30) и запишем выражение дифференциала

dy = −Cx
1

sin2 ϕ
dϕ. (4.88)

Подстановка dy (4.88) в (4.85) дает

Ir
a = kCx

∫ Rd

Ru

[
ln
(
sin2 ϕ

)− cos 2ϕ
] 1

sin2 ϕ
dϕ. (4.89)

Чтобы интегрировать (4.89) прибегнем к преобразованию sin2 ϕ по (4.61) и
cos 2ϕ по (4.63), а также замене:

u = ctgϕ, du = − 1
sin2 ϕ

dϕ, (4.90)
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где u — рабочая переменная, не имеющая отношения к ранее введенным
одноименным индексам. В результате после формальных преобразований
из (4.89) получаем промежуточное выражение:

Ir
a = −kCx

∫ Rd

Ru

[
1

1 + u2
− u2

1 + u2
− ln

(
1 + u2

)]
du, (4.91)

которое после введения замены из ряда табличных [275,276] интегралов

Ir
a1 =

∫ Rd

Ru

1
1 + u2

du, Ir
a2 =

∫ Rd

Ru

u2

1 + u2
du, Ir

a3 =
∫ Rd

Ru

ln
(
1 + u2

)
du, (4.92)

преобразуется к виду

Ir
a = −kCx (Ir

a1 − Ir
a2 − Ir

a3) . (4.93)

После интегрирования Ir
a1, Ir

a2 и Ir
a3 (4.92) получаем:

Ir
a1 = arctg u|Rd

Ru , Ir
a2 = (u− arctg u)|Rd

Ru ,

Ir
a3 =

[
u ln
(
1 + u2

)− 2u+ 2arctg u
]∣∣Rd

Ru .

(4.94)

Теперь выполним подстановку выражений (4.94) в (4.93):

Ir
a = kCx

[
ln
(
1 + u2

)− 1
]
u
∣∣Rd

Ru . (4.95)

Далее, выполнив подстановку u = ctgϕ (4.90) и замену 1+ctg2 ϕ = 1/ sin2 ϕ
(4.61) из выражения интеграла Ir

a (4.95), получаем:

Ir
a = kCx

(
ln

1
sin2 ϕ

− 1
)

ctgϕ
∣∣∣∣R

d

Ru

. (4.96)

Возвращаясь к (4.84), выполним подстановку в него найденных выра-
жений интегралов Ir

a (4.96), Ir
b (4.87):

Ir
xx =

{
kCx

(
ln

1
sin2 ϕ

− 1
)

ctgϕ+
[
γ

(
1
2
y − C∗

x

)
+ C−

x

]
y

}∣∣∣∣R
d

Ru

. (4.97)

Недостатком полученного выражения Ir
xx (4.97) является его зависи-

мость от двух величин: угла ϕ и независимой переменной (ординаты) y.
Поставим задачу избавиться от ϕ. Для этого, использовав выражение (4.67),
с учетом, что 1/ sin2 ϕ = 1 + ctg2 ϕ (4.61), имеем:

1
sin2 ϕ

= 1 +
(
y − C∗

x

Cx

)2

. (4.98)
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Далее, выражения для ctgϕ (4.67) и 1/ sin2 ϕ (4.98) подставляем в (4.97)
и в итоге, учитывая, что по условию задачи (п.г. 4.2) ордината точки Rd

известна y|Rd = yd (4.52), а также то обстоятельство, что в текущем случае
(рис. 4.2,B или рис. 4.4,A) ордината точки Ru равна нулю yru = y|Ru = 0
(4.52), после формальных преобразований получаем выражение для Ir

xx,
как функции yd:

Ir
xx(yd) = k ×

×
{
C∗

x ln

(
1+

(C∗
x)2

4k2 exp(C̃x/k)

)
+
(
yd−C∗

x

)
ln

(
1+

(
yd − C∗

x

)2
4k2 exp(C̃x/k)

)}
+

+
[
γ

(
yd

2
− C∗

x

)
+ C−

x − k

]
yd.

(4.99)

В это выражение вошли три постоянные коэффициента (константы) C∗
x,

C̃x, C−
x и два параметра среды — плотность γ и сцепление k. По условию

задачи (п.г. 4.2) параметры среды γ и k являются известными, равно как и
само значение Ir

xx0 искомого интеграла Ir
xx (4.99).

Влияние величины коэффициента сцепления среды k, коэффициента
трения f , угла ϕru, а также высоты yd пятна контакта RuRd на законо-
мерности изменения интегрального значения Ir

xx (4.99) изучим на примере
(рис. 4.26). При построении графиков этого рисунка, вошедшие в выра-
жение Ir

xx (4.99) постоянные интегрирования C̃x|RuRd , C∗
x|RuRd и C−

x |RuRd

рассчитаны по формулам (4.56), (4.57) и (4.59) c последующей проверкой
выполнения граничных условий (4.43) и (4.44).

Наиболее простое и понятное влияние на величину Ir
xx оказывает высота

yd пятна контакта RuRd (рис. 4.26,A, 4.26,B и 4.26,C). Очевидно, что чем
толще пласт захватывает деформатор, тем больше усилие необходимо для
доведения среды до состояния предельного равновесия.

Также очевидно влияние величины коэффициента сцепления среды k
(рис. 4.26,A). Тут связь между интегральным значением Ir

xx и коэффици-
ентом k также пропорциональная. Чем больше k, тем среда прочнее, а,
значит, тем лучше она “сопротивляется” воздействию деформатора. След-
ствием тому есть рост Ir

xx в ответ на увеличение k.
Менее очевидной является взаимосвязь между величиной Ir

xx и коэффи-
циентом трения f (рис. 4.26,B). Из рисунка вытекает, что в случае роста f ,
величина Ir

xx убывает. Физический смысл такой взаимосвязи закрыт слож-
ным характером влияния величины f на изучаемый процесс. Дело в том,
что коэффициент трения f определяет величину проскальзывания среды
вверх по лобовой поверхности RuRd деформатора. Т.е. уменьшение f долж-
но сопровождаться ростом угла ϕru и высоты yd. В данном случае эти два
параметра остаются фиксированными, а, значит, нет возможности оценить
адекватность полученной взаимосвязи между изменением f и реакцией на
нее со стороны Ir

xx. Ответить на этот вопрос можно, если дополнительным
условием функционально связать значения f , ϕru и yd, чем определить за-
кон согласования этих величин друг с другом.
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Рис. 4.26. Закономерности изменения величины интеграла Ir
xx (4.99) нор-

мальной компоненты полного напряжения, действующего в области пят-
на контакта RuRd в зависимости от его высоты (ординаты yd) и от ряда
параметров, если γ = 0,00001 Н/мм3, а угол ϕrd вычисляется из условия
равенства в (4.74): A) f = 0,8391; ϕru = 2,87979 рад.; B) k = 1,0 Н/мм2;

ϕru = 2,87979 рад.; С) k = 1,0 Н/мм2; f = 0,8391
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Анализ рис. 4.26,C по своей сути сходен с предыдущим в том смысле,
что при изменении величины ϕru должна изменяться и высота yd пятна
контакта RuRd. У нас же yd принято фиксированным. Но, тем не менее,
пояснить физический смысл рис. 4.26,C несколько проще. Прежде всего
следует обратить внимание на линию AB максимума Ir

xx. Вероятно физи-
чески осмысленной является область значений ϕru, где ϕru ≥ ϕru|AB . В
пределах ее с ростом ϕru величина Ir

xx несколько убывает. На самом деле
так и должно происходить (см. рис. 4.2,B или рис. 4.4,A).

Анализ рис. 4.27 показывает, что увеличение угла ϕrd (приближение его
значения к ϕru) приводит к росту величины интеграла Ir

xx (4.99). Пока

Рис. 4.27. Закономерности изменения величины интеграла Ir
xx (4.99) нор-

мальной компоненты полного напряжения, действующего в области пятна
контакта RuRd в зависимости от его высоты (ординаты yd) и от величи-
ны угла ϕrd (лежит в интервале вычисленного значения из условия равен-
ства в (4.74) и заданного значения ϕru) если: k = 1,0 Н/мм2, f = 0,8391,
ϕru = 2,87979 рад. и γ = 0,00001 Н/мм3. Постоянные C̃x|RuRd , C∗

x|RuRd и
C−

x |RuRd рассчитаны по формулам (4.56), (4.57) и (4.59)

нет оснований утверждать, что такая закономерность неадекватно отра-
жает физическую сущность решаемой задачи. Ведь если ϕrd → ϕru, то это
означает, что вдоль пятна контакта RuRd выравниваются значения всех па-
раметров, включая компоненты тензора напряжений. Раньше из рис. 4.22
было видно, что полусумма главных нормальных напряжений s тем больше,
чем ближе ϕ к ϕru. То же самое можно сказать и в отношении нормальной
компоненты тензора напряжений σxx (2.31). Значит все логично. С увели-
чением ϕrd → ϕru интегральное значение Ir

xx также должно расти.

4.6.2. Ин т е г р а л к а с а т е л ь н о й с о с т а в л яющей п о л н о г о н а-
п р яжени я. Аналогично предыдущему случаю, запишем выражение ин-
теграла Ir

xy касательной (вертикальной) компоненты σxy полного напряже-
ния, действующего в области пятна контакта RuRd сплошной среды 1 с
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лобовой поверхностью деформатора 2 (рис. 4.2,B или рис. 4.4,A):

Ir
xy =

∫ Rd

Ru

σxy dy, (4.100)

где напряжение σxy определяется нижним выражением (4.37), а дифферен-
циал dy — выражением (4.88). Их подстановка в (4.100) с применением Cx

(4.66) приводит к следующему развернутому виду:

Ir
xy = −2k2 exp

C̃x

2k

∫ Rd

Ru

sin 2ϕ
sin2 ϕ

dϕ = −kCx

∫ Rd

Ru

sin 2ϕ
sin2 ϕ

dϕ, (4.101)

где предполагается интегрирование по углу dϕ.
Можно поступить по другому. Т.е. при подстановке σxy = k sin 2ϕ (4.37)

применить тригонометрическое преобразование sin 2ϕ (4.63), а затем под-
становку выражения ctgϕ (4.67):

sin 2ϕ =
2
y − C∗

x

Cx

1 +
(y − C∗

x)2

(Cx)2

=
2Cx (y − C∗

x)
(Cx)2 + (y − C∗

x)2
. (4.102)

В таком случае (4.100) приводится к виду:

Ir
xy =

∫ Rd

Ru

2kCx (y − C∗
x)

(Cx)2 + (y − C∗
x)2

dy, (4.103)

где предполагается интегрирование по ординате dy.
Оба интеграла (4.101) и (4.103) могут быть приведенными к табличным.

Начнем с первого. Для этого последовательно применим тригонометриче-
ское преобразование sin 2ϕ = 2 ctgϕ/

(
1 + ctg2 ϕ

)
(4.63) и замену перемен-

ной интегрирования (4.90). В результате из (4.101) получаем табличный
интеграл [275,276]:

Ir
xy = 2kCx

∫ Rd

Ru

u

1 + u2
du = kCx ln

(
1 + u2

) ∣∣∣Rd

Ru
. (4.104)

Далее, возвращаясь к прежним переменным (4.90) и проведя простейшие
тригонометрические преобразования, из (4.104) получаем окончательное
выражение интеграла Ir

xy, как функции угла ϕ:

Ir
xy(ϕ) = kCx ln

(
1 + ctg2 ϕ

) ∣∣∣Rd

Ru
= −2k2 exp

C̃x

2k
ln
(
sin2 ϕ

) ∣∣∣Rd

Ru
. (4.105)

Дальнейшее интегрирование (4.103) смысла не имеет, поскольку, для
того, чтобы получить выражение интеграла Ir

xy как функции ординаты y,
достаточно выполнить подстановку ctgϕ (4.67) в (4.105):

Ir
xy(y) = kCx ln

(
1 +
(y − C∗

x

Cx

)2
) ∣∣∣Rd

Ru
. (4.106)
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В конечном итоге, выполнив подстановку пределов интегрирования и за-
мену постоянной Cx (4.66) из (4.106), получаем окончательное выражение
интеграла Ir

xy, как функции ординаты yd:

Ir
xy(yd) = 2k2 exp

C̃x

2k
×

×
{

ln

(
1 +

(
yd − C∗

x

)2
4k2 exp(C̃x/k)

)
− ln

(
1 +

(C∗
x)2

4k2 exp(C̃x/k)

)}
.

(4.107)

В отличие от выражения (4.99) в текущее уравнение (4.107) вошло два
постоянных коэффициента C∗

x, C̃x и только один параметр среды — т.е., ее
сцепление k. По условию задачи (п.г. 4.2) значение Ir

xy0
искомого интеграла

Ir
xy (4.107) также известно.
Рис. 4.28 иллюстрирует зависимость интеграла Ir

xy (4.107) от величины
ряда параметров. И по их числу, и по интервалу значений текущий рисунок
повторяет рис. 4.26. Как раньше, постоянные C̃x|RuRd , C∗

x|RuRd и C−
x |RuRd

рассчитаны по формулам (4.56), (4.57) и (4.59). Однако, что касается обна-
руженных закономерностей, то между ними есть различия.

Начнем из рис. 4.28,A. Он практически полностью повторяет рис. 4.26,A.
Разница состоит только в номинальных значениях Ir

xx и Ir
xy, а также в

их знаках. Последнее диктуется выбранным способом определения углов
ϕ (п.г. 4.4), принятым правилом в отношении ориентации векторов каса-
тельных напряжений (п.г. 3.6) и принятым правилом знаков касательных
напряжений (п. 131). Увеличение коэффициента связности k приводит к
увеличению модуля касательной компоненты σxy (4.37), а отсюда, законо-
мерно, и модуля интеграла Ir

xy (4.107). При прочих равных, чем больше
высота yd пятна контакта RuRd, тем, соответственно, больше модуль вели-
чины Ir

xy. Все в точности, как для Ir
xx и рис. 4.26,A.

Рис. 4.28,B иллюстрирует зависимость Ir
xy от f и yd. Тут наблюдает-

ся увеличение значений модуля Ir
xy пропорционально росту коэффициента

трения f . Поясняется такая ситуация тем, что с увеличением f уменьшает-
ся величина угла ϕrd, а вместе с ней увеличивается и максимум, и среднее
значение модуля касательной компоненты тензора напряжений σxy. В итоге
увеличение модуля σxy естественно приводит к увеличению модуля Ir

xy.
Из рис. 4.28,C видно, что увеличение угла ϕru приводит к уменьшению

модуля интеграла Ir
xy. Это опять таки связано со смещением интервала

ϕ|RuRd ∈ [ϕrd, ϕru] в область больших значений, что влечет за собой умень-
шение среднего значения модуля касательного напряжения σxy, а вместе с
ним и модуля Ir

xy. Зависимость Ir
xy от величины угла ϕrd (рис. 4.29) похожа

на только рассмотренную зависимость Ir
xy от угла ϕru, рис. 4.28,C. Ме-

ханизм проявления этих связей аналогичный. Увеличение угла ϕrd также
приводит к смещению среднего значения ϕ в интервале ϕ|RuRd ∈ [ϕrd, ϕru]
в область больших значений и, как следствие, к увеличению модуля Ir

xy.
В заключение необходимо сказать, что из рис. 4.28 и 4.29 следует, что

увеличение высоты yd пятна контакта RuRd также приводит к увеличению
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Рис. 4.28. Закономерности изменения величины интеграла Ir
xy (4.107) ка-

сательной компоненты полного напряжения, действующего в области пят-
на контакта RuRd в зависимости от его высоты (ординаты yd) и от ряда
параметров, если γ = 0,00001 Н/мм3, а угол ϕrd вычисляется из условия
равенства в (4.74): A) f = 0,8391, ϕru = 2,87979 рад.; B) k = 1,0 Н/мм2,

ϕru = 2,87979 рад.; С) k = 1,0 Н/мм2, f = 0,8391
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Рис. 4.29. Закономерности изменения величины интеграла Ir
xy (4.107) в

зависимости от высоты пятна контакта RuRd (ординаты yd) и от вели-
чины угла ϕrd если: k = 1,0 Н/мм2, f = 0,8391, ϕru = 2,87979 рад. и
γ = 0,00001 Н/мм3. Постоянные C̃x|RuRd , C∗

x|RuRd и C−
x |RuRd рассчитаны

по формулам (4.56), (4.57) и (4.59) c последующей проверкой выполнения
граничных условий (4.43) и (4.44)

модуля Ir
xy. Поясняется это тем, что при распространении одних и те же

напряжения σxy на большей площади, их результирующая увеличится.

4.7. Интегралы нормальной и касательной
компонент полного напряжения, действующего
в текущем горизонтальном сечении гребня

В текущей подглаве снова обращаемся к рис. 4.4,A и его новой вер-
сии рис. 4.30. Методика вывода выражений для вычисления заявленных
интегралов тоже в значительной мере повторяет два предыдущих случая.
Сейчас речь идет о текущем горизонтальном сечении LR той части масси-
ва сплошной среды LmRuRm, которая покоится перед деформатором выше
начального уровня, т.е. линии MRm.

4.7.1. Ин т е г р а л н о рм а л ь н о й с о с т а в л яющей п о л н о г о н а-
п р яжени я. Запишем выражение интеграла I lr

yy нормальной компоненты
σyy полного напряжения, действующего в сечении LR (рис. 4.4,A):

I lr
yy =

∫ L

R

σyy dx, (4.108)

где абсцисса x определяется соотношением (4.27), а нормальная компонента
напряжения σyy — выражением (4.36). Подстановка в (4.108) выражения
(4.36) и последующие преобразования приводят к следующему:

I lr
yy = −k

∫ L

R

[
ln
(
cos2 ϕ

)
+ cos 2ϕ− C−

y

k

]
dx. (4.109)
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Рис. 4.30. Отвечающая рис. 4.2,B и 4.4,A схема воздействия на массив
идеально-связной среды 1 плоского вертикального деформатора 2 в началь-

ной фазе нагружения (при малых значениях P)

Для интегрирования (4.109) лучше избавится от x, а не от угла ϕ. Сле-
дуя этому и заменив в соотношении (4.27) ординату y на соответствующее
сечению LR фиксированное значение ylr, дифференцируем его по x:

dx = 2k exp
C̃y − γ ylr

2k
1

cos2 ϕ
dϕ, (4.110)

а затем, введя замену

Cy = 2k exp
C̃y − γ ylr

2k
, (4.111)

подставляем (4.111) в (4.110) и полученное выражение в искомое (4.109)

I lr
yy(ϕ) = −kCy

∫ L

R

[
ln
(
cos2 ϕ

)
+ cos 2ϕ− C−

y

k

]
1

cos2 ϕ
dϕ. (4.112)

Как видим, полученное выражение искомого интеграла I lr
yy (4.112) функци-

онально зависимо только от угла ϕ.
Для интегрирования (4.112) сначала выполним подстановку в него

cos2 ϕ =
1

1 + tg2 ϕ
, cos 2ϕ =

1 − tg2 ϕ

1 + tg2 ϕ
. (4.113)

В результате получаем:

I lr
yy(ϕ) = −kCy

∫ L

R

[
ln
(

1
1 + tg2 ϕ

)
+

1 − tg2 ϕ

1 + tg2 ϕ
− C−

y

k

]
1

cos2 ϕ
dϕ. (4.114)
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Затем применим замену

u = tgϕ, du =
1

cos2 ϕ
dϕ. (4.115)

В результате получаем:

I lr
yy = −kCy

∫ L

R

[
1

1 + u2
− u2

1 + u2
− ln

(
1 + u2

)]
du+ CyC

−
y

∫ L

R

du (4.116)

Теперь, принимая во внимание аналогии между первым слагаемым из
интегрального выражения (4.116) и с уже рассмотренным ранее выраже-
нием (4.91), а также пользуясь интегрированной формой (4.95) последнего,
непосредственно записываем:

I lr
yy = kCy

[
ln
(
1 + u2

)− 1
]
u
∣∣∣L
R

+ CyC
−
y u
∣∣∣L
R
. (4.117)

Далее, последовательно выполнив подстановку (4.115), (4.113) и (4.111) из
(4.117), окончательно получаем:

I lr
yy(ϕ) = 2k exp

C̃y − γ ylr

2k
tgϕ

{
C−

y − k
[
1 + ln

(
cos2 ϕ

)]} ∣∣∣L
R

(4.118)

— выражение интеграла I lr
yy как функции угла ϕ. Заметим, что значения

углов ϕ|L и ϕ|R изначально по условию задачи являются неизвестными.
Хотя в эксперименте измерить угол ϕ|L возможно (рис. 4.3).

Для получения интеграла I lr
yy как функции абсциссы x, воспользуемся

методом замены переменных в выражении (4.118). Для этого перепишем
соотношение (4.27) с подстановкой Cy (4.111):

x = Cy tgϕ+ C∗
y . (4.119)

Решив последнее относительно tgϕ получаем:

tgϕ =
x− C∗

y

Cy
, (4.120)

а затем, выполнив подстановку tgϕ в (4.113), получаем:

cos2 ϕ =
(Cy)2

(Cy)2 +
(
x− C∗

y

)2 . (4.121)

Далее выполняем подстановку tgϕ (4.120), cos2 ϕ (4.121) и Cy (4.111) в вы-
ражение (4.118):

I lr
yy(x) =

(
x− C∗

y

){
C−

y − k + k ln

(
1+

(
x− C∗

y

)2
4k2

exp
γ ylr− C̃y

k

)}∣∣∣∣∣
L

R

. (4.122)
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В итоге получено выражение для интегрального значения I lr
yy нормальной

компоненты полного напряжения, действующего в горизонтальном сечении
LR гребня. В представлении (4.122) I lr

yy рассматривается как функция абс-
циссы x. Преимущество выражения (4.122) над ранее полученным (4.118)
состоит в том, что абсцисса точки R известна и равна нулю.

Для исследования выражения I lr
yy (4.122) необходимо прежде разобрать-

ся, как согласуются между собой постоянные C∗
x, C̃x, C−

x и C∗
y , C̃y, C−

y . Это
связано с тем, что для обоснования первой группы постоянных C∗

x, C̃x и C−
x ,

относящихся к соотношениям на ординате, использовались граничные усло-
вия (4.43) и (4.44), а для обоснования значений постоянных второй груп-
пы C∗

y , C̃y и C−
y , относящейся к соотношениям на абсциссе, аналогичных

условий нет. Следовательно, рассмотрев вывод интеграла I lr
xy касательной

компоненты полного напряжения, действующего в горизонтальном сечении
гребя LR, необходимо разработать алгоритм согласования упомянутых по-
стоянных, а уже затем прибегнуть к анализу выражения I lr

yy (4.122) и сле-
дующего далее выражения для I lr

xy.

4.7.2. Ин т е г р а л к а с а т е л ь н о й с о с т а в л яющей п о л н о г о н а-
п р яжени я. Запишем выражение интеграла I lr

xy касательной компоненты
σxy полного напряжения, действующего в сечении LR (рис. 4.4,A):

I lr
xy =

∫ L

R

σxy dx. (4.123)

Далее выполняем подстановку σxy (4.36) и dx (4.110). В итоге получаем:

I lr
xy = 2k2 exp

C̃y − γ ylr

2k

∫ L

R

sin 2ϕ
1

cos2 ϕ
dϕ. (4.124)

Чтобы интегрировать в (4.124) следует провести замену (4.115), а, значит,
выразить sin 2ϕ через tgϕ. Из тригонометрии известно:

sin 2ϕ =
2 tgϕ

1 + tg2 ϕ
. (4.125)

Последовательно выполнив подстановку sin 2ϕ (4.125) и замену (4.115) из
(4.124) получаем:

I lr
xy = 4k2 exp

C̃y − γ ylr

2k

∫ L

R

tgϕ
1 + tg2 ϕ

1
cos2 ϕ

dϕ =

= 4k2 exp
C̃y − γ ylr

2k

∫ L

R

u

1 + u2
du.

(4.126)

В результате пришли к табличному интегралу [275,276], а поэтому, возвра-
тившись к прежним переменным, непосредственно записываем результат
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интегрирования:

I lr
xy(ϕ) = 2k2 exp

C̃y − γ ylr

2k
ln
(
1 + tg2 ϕ

) ∣∣∣L
R
. (4.127)

Далее, воспользовавшись заменой (4.120) и (4.111), получаем функциональ-
ную связь интеграла I lr

xy с абсциссой x:

I lr
xy(x) = 2k2 exp

C̃y − γ ylr

2k
ln

(
1 +

(
x− C∗

y

)2
4k2

exp
γ ylr − C̃y

k

)∣∣∣∣∣
L

R

. (4.128)

Опять таки, преимущество последнего выражения I lr
xy(x) (4.128) над пре-

дыдущим I lr
xy(ϕ) (4.127) состоит в том, что абсцисса x для правой точки

R известна всегда для любого сечения LR. В отношении угла ϕ|R этого
сказать нельзя. Хотя в эксперименте возможно измерить второй угол ϕ|R
в точке L. Этими особенностями определяется применимость выражений
(4.127) и (4.128). Анализ выражения I lr

xy (4.127) откладываем до разработки
алгоритма согласования постоянных C∗

x, C̃x, C−
x и C∗

y , C̃y, C−
y .

4.8. Согласование величин, определяющих
напряженное состояние среды в области пятна контакта

Возвращаясь к определению постоянных C∗
x (4.56), C̃x (4.57) и C−

x (4.59)
и рис. 4.15, напомним только, что для их вычисления необходимо знать: k
— коэффициент связности (сцепления) среды; γ — плотность среды; yru и
yd — ординаты верхней Ru и нижней Rd точек пятна контакта (рис. 4.2,B,
4.4,A или 4.30); ϕru и ϕrd — значения угла ϕ в Ru и Rd. Из перечисленных
величин наиболее сложно определить коэффициент связности k и угол ϕrd.
Первый по условию задачи (п.г. 4.2) считается известным.

Есть много вариантов определения угла ϕrd (п. 4.5.3), Но наиболее прав-
доподобным является метод определения ϕrd из условия строгого равенства
в условии (4.43) или других его формах (4.71) и (4.74). Такое действие вы-
полняет подпрограмма FindPhiRD (рис. 4.16).

Теперь, когда есть выражения интегралов нормальной Ir
xx(yd) (4.99) и

касательной Ir
xy(yd) (4.107) составляющих полного напряжения, действу-

ющего в области пятна контакта RuRd, а также их заданные по условию
задачи (стр. 127 – 128) действительные значения Ir

xx0 и Ir
xy0, следует сосре-

доточиться на разработке алгоритмов, позволяющих определять угол ϕrd и
коэффициент связности k аналитическим путем. Наперед скажем, что тут
есть два варианта. Оба они базируются на развитии алгоритма FindPhiRD
(рис. 4.16). Что бы их разработать и оценить, сначала изучим функцио-
нальные связи Ir

xx = Ir
xx(k, ϕrd) (рис. 4.31) и Ir

xx = Ir
xy(k, ϕrd) (рис. 4.32). Из

анализа рис. 4.31 и 4.32 следует пара основных выводов.
Первый относится к рис. 4.31. Его суть состоит в однозначности поло-

жения линии AxBx, когда каждому значению интеграла Ir
xx (4.99) соответ-

ствует уникальная пара значений коэффициента связности k и угла ϕrd.
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A

B

Рис. 4.31. Закономерности изменения интегрального значения Ir
xx (4.99)

нормальной компоненты полного напряжения, действующего в области пят-
на контакта RuRd в зависимости от величин коэффициента сцепления сре-
ды k и угла ϕrd если k ∈ [0,001; 0,01] Н/мм2, ϕrd ∈ [2,67755; 2,85957] рад.
(A) или k ∈ [0,01; 1,0] Н/мм2, ϕrd ∈ [2,73261; 2,86507] рад. (B), а все осталь-
ные параметры остаются фиксированными: yd = 45,0 мм; f = 0,8391;
ϕru = 2,87979 рад. и γ = 0,00001 Н/мм3. AxBx — огибающая кривая, за
которой выполнение граничных условий (4.43) и (4.44) невозможно. CxDx

— изолиния: A) Ir
xx = 0,5 Н; B) Ir

xx = 50,0 Н. Постоянные C̃x|RuRd , C∗
x|RuRd

и C−
x |RuRd рассчитаны по формулам (4.56), (4.57) и (4.59)
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A

B

Рис. 4.32. Закономерности изменения интегрального значения Ir
xy (4.107)

касательной компоненты полного напряжения, действующего в области
пятна контакта RuRd в зависимости от величин коэффициента k и уг-
ла ϕrd если k ∈ [0,001; 0,01] Н/мм2, ϕrd ∈ [2,67755; 2,85957] рад. (A) или
k ∈ [0,01; 1,0] Н/мм2, ϕrd ∈ [2,73261; 2,86507] рад. (B), а следующие парамет-
ры остаются фиксированными: yd = 45,0 мм; f = 0,8391; ϕru = 2,87979 рад.
и γ = 0,00001 Н/мм3; AyBy — огибающая кривая, за которой выполнение
граничных условий (4.43) и (4.44) невозможно. CyDy — линия, вдоль ко-
торой интегральное значение Ir

xx остается фиксированным: A) Ir
xx = 0,5 Н;

B) Ir
xx = 50,0 Н. Постоянные C̃x|RuRd , C∗

x|RuRd и C−
x |RuRd рассчитаны по

формулам (4.56), (4.57) и (4.59)
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Их уникальность объясняется тем, что они соответствуют случаю, когда
в граничном условии (4.71) или (4.74) при ϕ = ϕrd достигается строгое
равенство. Таким образом, если этот случай считать достоверным, то, раз-
работав соответствующий алгоритм, неизвестные величины k и ϕrd можно
вычислить. Экспериментально следует определить значения γ, f , yd, ϕru и
разумеется Ir

xx0. Измерять величину интеграла Ir
xy0 при этом не нужно.

Второй вывод относится к обоим рис. 4.31 и 4.32. Его суть в следующем:
если величина интеграла Ir

xx (4.99) нормальной компоненты полного напря-
жения остается фиксированной, в то время, как коэффициент сцепления
среды k и угол ϕrd согласовано изменяются (например, при перемещении
вдоль линий CxDx (рис. 4.31)), то величина интеграла Ir

xy (4.107) каса-
тельной компоненты полного напряжения при этом варьирует в широких
пределах. Так, при перемещении вдоль CyDy на рис. 4.31,A, которая соот-
ветствует фиксированному значению Ir

xx = 0,5 Н, величина Ir
xy изменяется

от −0,21325 до −0,14195 Н, а при перемещении вдоль CyDy на рис. 4.31,B
(Ir

xx = 50,0 Н) — от −21,327 до −14,187 Н. Это обстоятельство открывает
другой путь построения алгоритма для вычисления ϕrd и k.

В соответствии с двумя приведенными выше выводами были разработа-
ны два алгоритма подпрограмм FindPhiRDK-I и FindPhiRDK-II , ко-
торые предназначены для поиска значений угла ϕrd и коэффициента k.

• Начнем с более простого алгоритма подпрограммы FindPhiRDK-I
(рис. 4.33). Блок операторов 1 осуществляет ввод исходных данных. Вели-
чины kmin и kmax предполагаются такими, при которых интервал [kmin, kmax]
охватывал бы предполагаемое значение коэффициента связности k, которое
будет вычислено в FindPhiRDK-I .

Оператор 2 осуществляет вычисление ϕru
min (4.65), а следующий оператор

3 выполняет проверку на корректность исходного значения угла ϕru. Если
ϕru не попадает в интервал (4.51), то после вывода сообщения об ошибке
(оператор 14) выполнение FindPhiRDK-I завершается.

Если условный оператор 3 сработал в направлении “Да” то выполнение
подпрограммы FindPhiRDK-I продолжается с оператора 4, который вы-
зывает другую подпрограмму FindKmax (рис. 4.34). Именно FindKmax ,
на которой остановимся позже, выполняет поиск такого значения коэффи-
циента сцепления k, при котором величина угла ϕrd получается такой, что
в (4.71), когда ϕ = ϕrd достигается строгое равенство, а вычисленное зна-
чение интеграла Ir

xx (4.99) горизонтальной составляющей внешней силовой
нагрузки P равно заданному Ir

xx0 (п.г. 4.2).
Далее, обращением к подпрограмме FindPhiRD (оператор 5) для най-

денного коэффициента сцепления k вычисляется угол ϕrd. Как работает
подпрограмма FindPhiRD (рис. 4.16) уже знаем.

Следующие 5 операторов (6 – 10) предназначены для проверки коррект-
ности экспериментальных исходных данных и то, как они соотносятся с
вычисленными значениями коэффициента связности k и угла ϕrd.

Суть проверки вытекает из рис. 4.26,C. Исходные данные, а также вы-
численные k и ϕrd должны быть такими, при которых расчетное значение
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Рис. 4.33. Алгоритм подпрограммы FindPhiRDK-I поиска такого значе-
ния угла ϕrd и коэффициента сцепления k, при которых вычисленное зна-
чение интеграла Ir

xx (4.99) равно заданному Ir
xx0, а в граничном условии

(4.71) или (4.74) при ϕ = ϕrd достигается равенство
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Рис. 4.34. Алгоритм подпрограммы FindKmax поиска коэффициента сцеп-
ления k, при котором значение угла ϕrd получается таким, что в (4.71), ко-
гда ϕ = ϕrd достигается равенство, а вычисленное значение интеграла Ir

xx

(4.99) равно заданному Ir
xx0 (стр. 127 – 128)
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Ir
xx = Ir

xx(ϕru) (4.99) лежит справа от линии AB, т. е. в области больших
значений угла ϕru по отношению к максимуму Ir

xx(ϕru). Поиск этого мак-
симума выполняет оператор 7 путем вызова FindMaxIxxr (рис. 4.35), но
прежде заданное изначально значение угла ϕru и вычисленное значение
угла ϕrd запоминаются в переменных ϕrd

old и ϕrd
old (оператор 6).

Теперь, когда известно значение угла ϕru, при котором Ir
xx(ϕru) дости-

гает своего максимума, выполняется оператор 8. Если он срабатывает в
направлении “Да”, то это означает, что с исходными данными все в поряд-
ке. После этого оператор 10 восстанавливает начальную величину угла ϕru

и вычисленное значение угла ϕrd, после чего подпрограмма FindPhiRDK-
I завершает свою работу, либо передав упомянутые данные в дальнейший
вычислительный процесс, либо выполнив операции вывода, открывает их
значения пользователю. На рисунке операторы, выполняющие эти операции
не показаны. Если условный оператор 8 срабатывает в направлении “Нет”,
то в исходных данных имеется некорректность. Поскольку в этом случае
необходимо вмешательство исследователя (пользователя), то выполнив вы-
вод 9 подпрограмма FindPhiRDK-I завершает свою работу.

Подпрограмма FindKmax (рис. 4.34) реализует алгоритм деления от-
резка пополам. Логика ее построения опирается на первый вывод (п.г. 4.8)
в отношении рисунков рис. 4.31 и 4.32 и понятна без комментариев.

Принцип работы подпрограммы FindMaxIxxr также основан на методе
деления отрезка пополам и понятен из рис. 4.35.

• Следующая подпрограмма FindPhiRDK-II (рис. 4.36 и 4.37) пред-
назначена для поиска такого значения угла ϕrd и коэффициента сцепления
k, при которых вычисленные значения интегралов Ir

xx (4.99) и Ir
xy (4.107)

горизонтальной и вертикальной составляющих внешней силовой нагрузки
P соответственно равны заданным величинам Ir

xx0 и Ir
xy0 (п.г. 4.2).

По части формирования пакета исходных данных (оператор 1) она иден-
тична первому оператору подпрограммы FindPhiRDK-I .

Как и раньше, часть цифр получают экспериментально (перечислены
в п.г. 127), а часть — назначаются из физических соображений, пользуясь
интуицией и знаниями исследователя. Так, интервал k ∈ [kmin, kmax] из-
начально должен быть существенно более широким, т.е. таким, который
гарантированно включает искомое значение k. В дальнейшем (операторы
2 – 9) значения kmin и kmax аналитическим способом уточняются, и при этом
интервал k ∈ [kmin, kmax] существенно сужается. В отличие от пакета ис-
ходных данных FindPhiRDK-I сейчас их больше. Добавилось значение
Ir
xy0 вертикальной составляющий внешней силовой нагрузки P. Это непо-
средственно вытекает из назначения подпрограммы FindPhiRDK-II .

Логическое построение алгоритма FindPhiRDK-II (рис. 4.36, 4.37) ба-
зируется на анализе рисунков рис. 4.31 и 4.32 из текущей подглавы, а точ-
нее, на втором из выводов (стр. 184).

Изолиния CxDx на рис. 4.31 соответствует заданной величине Ir
xx =

Ir
xx0. Попасть на нее удобнее всего двигаясь вдоль огибающей кривой AxBx,
вдоль которой в граничном условии (4.71) или (4.74) достигается строгое
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Рис. 4.35. Алгоритм подпрограммы FindMaxIxxr поиска такого значения
угла ϕru, при котором расчетное значение интеграла Ir

xx = Ir
xx(ϕru) (4.99)

достигает максимума
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равенство. В FindPhiRDK-II это достигается выполнением операторов
2 и 3. Первый из них вызывает подпрограмму FindKmax (рис. 4.34), а
второй — запоминает найденное значение k в переменной kmax, которому
соответствует точка Cx на рис. 4.31. Индекс “max” при k выбран по той
причине, что в дальнейшем вычисления будут идти вдоль линии CxDx, а
вдоль нее именно k|Cx

является наибольшим, а k|Dx
— наименьшим.

Оператор 4 подпрограммы FindPhiRDK-II выполняет обращение к
уже известной подпрограмме FindPhiRD (рис. 4.16), которая методом де-
ления отрезка пополам для k = kmax находит такое значение угла ϕrd = ϕ,
при котором в (4.71) достигается равенство. Далее (оператор 5) найденное
значение ϕrd присваивается переменной ϕrd

min. Индекс “min” при ϕrd тут сно-

Рис. 4.36. Алгоритм подпрограммы FindPhiRDK-II (начало) поиска та-
кого значения угла ϕrd и коэффициента сцепления k, при которых вычис-
ленные значения интегралов Ir

xx (4.99) и Ir
xy (4.107) соответственно равны

заданным Ir
xx0 и Ir

xy0 (п.г. 4.2)
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ва связан с интерпретацией рис. 4.31, из которого следует, что для линии
значение CxDx значение ϕrd|Cx

является минимальным.
Поскольку ϕrd всегда меньше ϕru, то логично ограничить интервал воз-

можных значений ϕrd величиной ϕrd
max = ϕrd|Dx

= ϕru − ε. Это выполняет

Рис. 4.37. Алгоритм подпрограммы FindPhiRDK-II (окончание) поиска
такого значения угла ϕrd и коэффициента сцепления k, при которых вычис-
ленные значения интегралов Ir

xx (4.99) и Ir
xy (4.107) соответственно равны

заданным Ir
xx0 и Ir

xy0 (п.г. 4.2)
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оператор 6. Тут переменная ε — весьма малое положительное число, кото-
рое должно быть как можно ближе к машинному нулю. Теперь интервал
ϕrd ∈ [ϕrd

min, ϕ
rd
max

]
становится определенным.

Дальше, для поиска такого значения коэффициента k|Dx
, которое соот-

ветствует ϕrd = ϕrd
max (оператор 7) и при которых Ir

xx = Ir
xx0, выполняется

вызов (оператор 8) подпрограммы FindKforPhiRD (рис. 4.38). Найденное
значение k присваивается переменной kmin (оператор 9). Применение индек-
са “min” тут снова вытекает из анализа рис. 4.31. На этом переопределение
интервала [kmin, kmax] возможных значений k заканчивается.

Дальше группа операторов 10 – 21 методом деления отрезка пополам на-
ходит такое значение ϕrd ∈ [

ϕrd
min, ϕ

rd
max

]
, при котором достигается равен-

ство вычисленного значения интеграла Ir
xy (4.107) касательной компоненты

полного напряжения, действующего в пределах пятна контакта RuRd и его
заданной величины Ir

xy0. Затем, для найденного финального значения уг-
ла ϕrd путем обращения к подпрограмме FindKforPhiRD (оператор 22)
уточняется величина коэффициента сцепления k.

Последующие два оператора 23 и 24 выполняют проверочный расчет
величины Ir

xy, которая не должна отличаться от Ir
xy0 более чем на заданную

величину ε, определяющую требование на точность вычислений. На этом
алгоритм подпрограммы FindPhiRDK-II (рис. 4.36, 4.37) заканчивается.

Две другие подпрограммы FindKmax (рис. 4.34) и FindKforPhiRD
(рис. 4.38) также работают по методу деления отрезка пополам. О назначе-
нии их уже говорилось, а логика их построения понятна из рисунков.

Ценность алгоритма FindPhiRDK-II состоит в том, что его примене-
ние позволяет вычислить трудноопределимые экспериментально величины
— угол ϕrd и коэффициент сцепления k с учетом известной величины ин-
теграла Ir

xy0 вертикальной составляющей внешней силовой нагрузки P.
Алгоритм FindPhiRDK-II также содержит проверки по принципу опе-

раторов 2, 3 и 6 – 10 подпрограммы FindPhiRDK-I (рис. 4.33). С целью
упрощения на рис. 4.36 и 4.37 они не показаны.

• Прежде чем прибегнуть к анализу расчетов, полученных путем при-
менения алгоритмов FindPhiRDK-I и FindPhiRDK-II напомним об их
назначении и принципиальных различиях. Оба алгоритма предназначены
для вычисления угла ϕrd и коэффициента сцепления k. Но FindPhiRDK-I
не учитывает Ir

xy0 и выполняет поиск такого значения коэффициента k, при
котором величина угла ϕrd получается такой, что в (4.71), когда ϕ = ϕrd

достигается строгое равенство, а вычисленное значение интеграла Ir
xx (4.99)

равно заданному Ir
xx0 (п.г. 4.2). Алгоритм FindPhiRDK-II , напротив, учи-

тывает Ir
xy0, но при поиске значений ϕrd и k не требует достижения равен-

ства в граничном условии (4.71), когда ϕ = ϕrd.
Чтобы выяснить какой из этих алгоритмов больше соответствует фи-

зической сущности решаемой задачи обратимся к результатам расчетов.
Рис. 4.39 и 4.40 построены с применением алгоритма FindPhiRDK-I и со-
ответствуют трем значениям коэффициент трения f — 0,83910 (A), 0,70021
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Рис. 4.38. Алгоритм подпрограммы FindKforPhiRD , которая для задан-
ного значения угла ϕrd выполняет поиск такого значения коэффициента
сцепления k, при котором вычисленное значение интеграла Ir

xx (4.99) равно
заданному Ir

xx0 (п.г. 4.2)
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(B) и 0,57735 (C). Исходя из физической природы решаемой задачи (п.г. 4.2)
сформулируем рад очевидных закономерностей.

1) Если фиксировать все величины, кроме значения интеграла Ir
xx0 и

коэффициента k, то с увеличением Ir
xx0 соответствующая ему величина k

также должна расти. Иначе не может быть, поскольку в таком случае го-
ризонтальная составляющая Ir

xx0 нагрузки P не будет уравновешиваться.
2) Если фиксировать все величины, исключая коэффициент внешнего

трения f и угол ϕru, то с уменьшением f соответствующий угол ϕru должен
уменьшаться. Это поясняется возрастающим проскальзыванием среды по
лобовой поверхности деформатора.

3) При прочих равных увеличение коэффициента связности k должно
приводить к увеличению угла ϕru. Поясняется это тем, что более жесткая
среда, очевидно, хуже продвигается вверх по лобовой поверхности дефор-
матора, а, значит, ей будет соответствовать и больший угол ϕru.

4) Причины, приводящие к уменьшению угла ϕru, должны так же ска-
зываться и на значении ϕrd. Этот тезис поясняется тем, что уменьшение
перечисленных углов всегда есть следствием: а) увеличения силового воз-
действия на среду (Ir

xx0); б) уменьшения реактивности среды (k); в) умень-
шения трения в области пятна контакта (f) среды с деформаторм.

На рис. 4.39 и 4.40 наблюдаем полное подтверждение всех закономерно-
стей, перечисленных выше в пунктах 1) – 4).

Теперь обратимся к рис. 4.41 и 4.42, которые построены путем приме-
нения подпрограммы FindPhiRDK-II и также соответствуют трем значе-
ниям коэффициента трения f — 0,83910 (A), 0,70021 (B) и 0,57735 (C). Для
этих рисунков, снова таки опираясь на физическую сущность решаемой
задачи (п.г. 4.2), можно также сформулировать рад закономерностей.

1) При прочих равных, увеличение интегралов нормальной Ir
xx0 и модуля

касательной Ir
xy0 компонент полного напряжения, действующего на поверх-

ности пятна контакта RuRd, должно приводить к увеличению коэффициен-
та сцепления k среды. Поясняется это тем, что увеличенной интенсивности
силового воздействия должна приводится в соответствие увеличенная со-
противляемость среды, т.е. ее коэффициент сцепления.

2) При фиксированных значениях остальных величин, увеличение Ir
xx0

и модуля Ir
xy0 должно приводить к уменьшению угла ϕrd. В этом случае

сопротивляемость среды (k) фиксирована, а, значит, рост интенсивности
силового воздействия должен сказаться на геометрии предельной области
и, в частности, на величинах углов ϕru и ϕrd. Анализ этого пункта затруд-
няется по той причине, что при фиксированном k углы ϕru и ϕrd должны
изменяться синхронно, а рис. 4.41 и 4.42 построены из предпосылки, что
угол ϕru также фиксирован.

Как видим, первую закономерность рис. 4.41 и 4.42 подтверждают од-
нозначно, а вторую нет. Действительно увеличение модуля Ir

xy0 при фикси-
рованном Ir

xx0 приводит к уменьшению угла ϕrd, что правильно. Но увели-
чение Ir

xx0 при фиксированном Ir
xy0 приводит к обратной закономерности.
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A

B

C

Рис. 4.39. Результаты расчетов величины коэффициента сцепления среды
k для случая, когда коэффициент трения f принимает три значения 0,8391
(A), 0,70021 (B), 0,57735 (C); Ir

xx0 ∈ [1,0; 10,0] Н; ϕru ∈ [2,7053; 3,0543] рад.;
γ = 0,00001 Н/мм3; yd = 45,0 мм. Расчеты выполнены путем применения

подпрограммы FindPhiRDK-I
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A

B

C

Рис. 4.40. Результаты расчетов величины угла ϕrd для случая, когда: коэф-
фициент трения f принимает три значения — 0,8391 (A), 0,70021 (B), 0,57735
(C); Ir

xx0 ∈ [1,0; 10,0] Н; ϕru ∈ [2,7053; 3,0543] рад.; γ = 0,00001 Н/мм3;
yd = 45,0 мм. Расчеты выполнены путем применения подпрограммы

FindPhiRDK-I
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A

B

C

Рис. 4.41. Результаты расчетов коэффициента k: Ir
xx0 ∈ [1,0; 10,0] Н; Ir

xy0 ∈
[0,4; 4,0] Н; f принимает три значения — 0,8391 (A), 0,70021 (B), 0,57735
(C); yd = 45,0 мм; ϕru = 2,87979 рад. и γ = 0,00001 Н/мм3. Линии AkBk и
CkDk ограничивают область совместимых пар значений Ir

xx0 и Ir
xy0. Расчеты

выполнены c применением FindPhiRDK-II
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C

Рис. 4.42. Результаты расчетов угла ϕrd: Ir
xx0 ∈ [1,0; 10,0] Н; Ir

xy0 ∈
[0,4; 4,0] Н; f принимает три значения — 0,8391 (A), 0,70021 (B), 0,57735
(C); yd = 45,0 мм; ϕru = 2,87979 рад. и γ = 0,00001 Н/мм3. Линии AkBk и
CkDk ограничивают область совместимых пар значений Ir

xx0 и Ir
xy0. Расче-

ты выполнены c применением FindPhiRDK-II
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Таким образом, на данном этапе не представляется возможным одно-
значно ответить на вопрос, какой из двух алгоритмов (FindPhiRDK-I
или FindPhiRDK-II ) более полно соответствует физической сути реша-
емой задачи. Ответ получим, когда построим кривую свободного контура
LmLRu и/или огибающую характеристику LmLcRd. Этот вывод является
мотивацией для того, чтобы в дальнейших расчетах поочередно применять
первый FindPhiRDK-I и второй FindPhiRDK-II алгоритмы.

4.9. Согласование величин, определяющих
напряженное состояние среды в произвольном
горизонтальном сечении предельной области

Далее речь идет о согласовании постоянных величин C̃y, C∗
y и C−

y , во-
шедших в соотношения на абсциссе (4.27) – (4.29). При этом постоянные C̃x,
C∗

x и C−
x , необходимые для соотношений на ординате (4.30) – (4.33), выпол-

няющихся вдоль пятна контакта RuRd, считаются известными.
Методика расчета постоянных C̃y, C∗

y и C−
y , относящихся к горизон-

тальным линиям LR гребня (рис. 4.30, 4.43), линиям LcRc средней части
предельной области (рис. 4.7, 4.43) и линиям LbRb нижней части предель-
ной области (рис. 4.43,A), имеет некоторые различия. Поэтому все эти три
варианта рассмотрим отдельно. Тут следует заметить, что в зависимости от
того, как ориентирована нижняя огибающая характеристика RdLm, линий
LbRb может и не быть (рис. 4.43,B).

A B

Рис. 4.43. Схемы предельной области, предназначенная для расчета посто-
янных C̃y, C∗

y и C−
y , вошедших в соотношения на абсциссе (4.27) – (4.29)

4.9.1. П о с т о я н ны е в е л и ч и ны и з с о о т н ош е н ий н а а б с ц и с-
с е д л я г р е б н я. Рассмотрим рис. 4.43, в частности, параллельную оси
абсцисс горизонтальную линию LR. Ей соответствует некоторое горизон-
тальное сечение области предельного равновесия, положение которого (по
высоте) задает ордината ylr, и которое располагается выше уровня точки
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M . Последняя и до нагружения, и после него не меняет своего абсолютно-
го положения в пространстве. Вдоль линии LR выполняются соотношения
(4.27) – (4.29). Определить ординату ylr можно так:

ylr = yru + Δy, (4.129)

где Δy — приращение ординаты, в данном случае yru.

ylr ≤ ym, (4.130)

где
ym = yd − h (4.131)

— ордината точки M или любой другой точки, например, Lm и/или Rm,
находящейся на том же уровне, т.е. на линии MRm, которая в данном слу-
чае определяется через исходные данные (п.г. 4.2), среди которых ордината
yd точки Rd и глубина h погружения деформатора.

Ранее п. 128, отмечалось, что поверхность, обозначенная линией LmLRu,
полностью состоит из главных площадок и вдоль нее выполняется условие
(4.14), а, значит, для точки L можно записать:

σ1|L = σ1|LmRu = 0. (4.132)

Точкам L и R соответствуют значения абсцисс:

xl = x|L, xr = x|R, (4.133)

углы:
ϕl = ϕ|L, ϕr = ϕ|R (4.134)

и полусумм главных нормальных напряжений:

sl = s|L, sr = s|R. (4.135)

Вычисление постоянных C∗
y , C̃y, C−

y , необходимых для соотношений на
абсциссе (4.27) – (4.29) следует начинать с поиска значения постоянной Cυ,
которая является единой для всех соотношений (4.27) – (4.33) и которая, с
учетом известности C∗

x (4.56), C̃x (4.57) и C−
x (4.59), может быть найдена

простым решением (4.33):

Cυ =
1√
2

exp
γ C∗

x − C−
x + C̃x

2k
. (4.136)

Далее, определившись с положением сечения LR, т.е., со значением Δy,
а, значит, и со значением ylr = Δy (4.129), поскольку yru = 0 (4.52), по
формуле (4.39), учитывая (4.41) находим:

ϕr = π + arctg

{
2k

ylr − C∗
x

exp
C̃x

2k

}
. (4.137)
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Теперь, выполнив подстановку y = ylr и ϕ = ϕr в соотношение (4.31),
находим полусумму sr (4.135) главных напряжений, действующих в R:

sr = −k ln
(
sin2 ϕr

)
+ γ ylr − k ln

(
2(Cυ)2

)
+ C̃x. (4.138)

Затем идет серия действий по вычислению постоянных C̃y, C∗
y , C−

y . Нач-
нем с последнего. Для этого решаем соотношение (4.28), относительно C−

y

и выполняем подстановку s = sr и ϕ = ϕr. В результате получаем:

C−
y |LR = sr + k ln

(
cos2 ϕr

)
. (4.139)

Поскольку Cυ является известной (4.136) и единой для всех соотношений
(4.27) – (4.33), то, решив (4.29) относительно C̃y, находим:

C̃y|LR = C−
y + k ln

(
2(Cυ)2

)
. (4.140)

Последней вычисляем C∗
y |LR. Для этого решаем соотношение (4.27) от-

носительно C∗
y и подставляем x = xr, y = ylr и ϕ = ϕr. В итоге имеем:

C∗
y |LR = xr − 2k exp

C̃y − γ ylr

2k
tgϕr. (4.141)

Таким образом, получили выражения для вычисления всех искомых по-
стоянных C−

y (4.139), C̃y (4.140) и C∗
y (4.141), вошедших в выполняющиеся

вдоль LR соотношения (4.27) – (4.29). Дальше нам следует сформулировать
критерий, применив который можно сделать вывод о том, что линия LR
совпала с границей гребня LmRm или расположилась ниже этой границы.

Тут, во-первых, можно использовать определение ординаты ym (4.131)
точкиM . В таком случае критерием достижения или прохода уровня линии
LmRm является неравенство:

ylr ≥ ym, (4.142)

или строгое равенство:
ylr = ym + εy, (4.143)

где εy — весьма малая, определяемая требованием на точность вычислений,
положительная величина. Чем меньше εy, тем выше точность вычислений.

Во-вторых, в качестве второго критерия можно использовать условие
(4.132), которое должно выполняться, когда:

ϕl = ϕlm − εϕ, (4.144)

где ϕlm = π — угол ϕ в точке Lm, который раньше был определен выраже-
нием (4.25); εϕ — аналогичная εy весьма малая положительная величина.

В идеале εy = 0, εϕ = 0 и тогда ylr = ym = yd−h, ϕl = ϕlm = π, а, значит,
линия LR совпала с линией LmRm и сопряжение кривой свободного конту-
ра LmLRu гребня с прямолинейным отрезком MLm дневной поверхности
массива среды происходит без излома.
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4.9.2. П о с т о я н ны е в е л и ч и ны и з с о о т н ош е н ий н а а б с ц и с-
с е д л я с р е д н е й ч а с т и п р е д е л ь н о й о б л а с т и. Далее речь идет
о методике расчета постоянных величин C∗

y , C̃y, C−
y , вошедших в соотно-

шения на абсциссе (4.27) – (4.29) которые выполняются вдоль линий LcRc,
располагающихся в интервале между точками Rm и Rd (рис. 4.43,A).

Положение линии LcRc можно однозначно определить ординатой:

yc = ym + Δy, (4.145)

где Δy — как прежде (в (4.129)), приращение ординаты.
По сути методика вычисления постоянных C∗

y , C̃y и C−
y для текуще-

го случая совпадает с таковой из предыдущего параграфа. Далее только
следует ввести новые переменные и провести соответствующие замены.

Для точек Lc и Rc определяем обозначения абсцисс:

xlc = x|Lc , xrc = x|Rc , (4.146)

углов:
ϕlc = ϕ|Lc , ϕrc = ϕ|Rc (4.147)

и полусумм главных нормальных напряжений:

slc = s|Lc , src = s|Rc . (4.148)

Теперь переписываем выражения (4.137) – (4.141), заменив ylr на yc, ϕr

на ϕrc и sr на src. В результате получаем:

ϕrc = π + arctg

{
2k

yc − C∗
x

exp
C̃x

2k

}
, (4.149)

C−
y |LcRc = src + k ln

(
cos2 ϕrc

)
, (4.150)

C̃y|LcRc = C−
y + k ln

(
2(Cυ)2

)
, (4.151)

C∗
y |LcRc = xrc − 2k exp

C̃y − γ yc

2k
tgϕrc. (4.152)

Критериев того, что линия LcRc достигла точки Rd или опустилась ни-
же нее существует также два, причем, как и в предыдущем случае, первый
определяется через исходные данные, а второй — через расчетные величи-
ны.

Первый касается отсчета ординаты и по прежнему может быть пред-
ставлен или в виде неравенства:

yc ≥ yd, (4.153)

или в виде равенства:
yc = yd + εy, (4.154)
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где yd — известная по условию задачи (п.г. 4.2) ордината точки Rd, а εy —
подобно определению (4.143) весьма малая положительная величина, опре-
деляющая точность вычислений.

Второй критерий касается отсчета величины угла ϕrc и также может
быть представлен или в виде неравенства:

ϕrc ≤ ϕrd, (4.155)

или в виде равенства:
ϕrc = ϕrd − εϕ, (4.156)

где εϕ — определено выше при выводе выражения (4.144) и является требо-
ванием на точность вычислений, а ϕrd — вычисляемая величина, которой
наряду с прочим посвящен п.г. 4.8.

В идеале εy = 0, εϕ = 0. В этом случае линия LcRc содержит точку Rd,
а требования (4.154) и (4.156) дают:

yc = yd, ϕrc = ϕrd. (4.157)

Этот случай также следует применять в теоретических выкладках.

4.9.3. П о с т о я н ны е в е л и ч и ны и з с о о т н ош е н ий н а а б с ц и с-
с е д л я н ижн е й ч а с т и п р е д е л ь н о й о б л а с т и. В текущем парагра-
фе речь идет о методике расчета постоянных величин C∗

y , C̃y, C−
y , вошедших

в соотношения на абсциссе (4.27) – (4.29), которые выполняются вдоль го-
ризонтальной линий LbRb, располагающейся ниже точки Rd (рис. 4.43,A).
Эта методика имеет ряд особенностей. На них и остановимся.

Положение линии LbRb или LbRb′ можно определить ординатой:

yb = yd + Δy, (4.158)

где Δy соответствует одноименной величине из предыдущих определений
(4.129), (4.145) и является приращением ординаты.

Поскольку соотношения на ординате (4.30) – (4.33) с учетом известных
значений постоянных C∗

x (4.56), C̃x (4.57) и C−
x (4.59) формально выполня-

ются и за пределами точки Rd, т.е. когда y > yd, а ϕ < ϕrd, а соотношения на
абсциссе (4.27) – (4.29) — за пределами огибающей характеристики LmLcRd,
то в дальнейшем для определения постоянных C∗

y , C̃y и C−
y с использова-

нием методик двух предыдущих п. 4.9.1 и 4.9.2 выгодно воспользоваться
точкой Rb′. Эта точка лежит на пересечении продолжения горизонтального
отрезка LbRb с продолжением отрезка RuRd, относящегося к пятну контак-
та. Физического смысла она не имеет.

Теперь, как прежде (в п. 4.9.1 и 4.9.2), введем ряд обозначений. Сначала
для точек Lb, Rb и Rb′ определяем обозначения абсцисс:

xlb = x|Lb , xrb = x|Rb , xrb′ = x|Rb′ , (4.159)
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а затем углов:

ϕlb = ϕ|Lb , ϕrb = ϕ|Rb , ϕrb′ = ϕ|Rb′ , (4.160)

и полусумм главных нормальных напряжений:

slb = s|Lb , srb = s|Rb , srb′ = s|Rb′ . (4.161)

Далее перепишем выражения (4.149) – (4.152), заменив yc на yb, ϕrc на
ϕrb′ и src на srb′. В результате получаем искомые выражения:

ϕrb′ = π + arctg

{
2k

yb − C∗
x

exp
C̃x

2k

}
, (4.162)

C−
y |LbRb = srb′ + k ln

(
cos2 ϕrb′) , (4.163)

C̃y|LbRb = C−
y + k ln

(
2(Cυ)2

)
, (4.164)

C∗
y |LbRb = xrb′ − 2k exp

C̃y − γ yb

2k
tgϕrb′. (4.165)

Сложнее обстоят дела с критерием, обозначающим требование, до ка-
кой величины ординаты yb следует вычислять перечисленные постоянные.
Ведь каждое новое положение отрезка LbRb, начиная буквально с перво-
го значения yb > yd (см. рис. 4.43,B), фактически может оказаться ниже
огибающей характеристики LmLcRd.

Рассмотрим случай, когда огибающая характеристика LmLcRd не опу-
скается ниже точки Rd (рис. 4.43,B). Из уравнений (2.80) характеристик
следует, что они всегда расходятся в стороны от линии действия большего
из главных нормальных напряжений, а, значит, случай рис. 4.43,B фор-
мально невозможен. С другой стороны характеристики, которые пересека-
ют огибающую на ней обрываются, а, значит, случай рис. 4.43,B в принципе
возможен, все зависит от того, какую из характеристик считать огибающей.
Предпочтительнее вариант в соответствии с рис. 4.43,A и утверждение о
том, что он реализуется всегда, поскольку позволяет считать огибающей
любую из двух характеристик, а решение, какая из них соответствует фи-
зическому смыслу, можно принять, опираясь на экспериментальный опыт.

Таким образом, во-первых, далее остановимся на варианте рис. 4.43,A,
а, во-вторых, разработку критерия о выходе линии LbRb за пределы огиба-
ющей LmLcRd отложим до разработки алгоритма для ее построения.

4.10. Согласование величин, определяющих
напряженное состояние среды в произвольном
вертикальном сечении предельной области

Для изложения методики вычисления постоянных C∗
x, C̃x и C−

x , вошед-
ших в соотношения на ординате (4.30) – (4.33), обратимся к рис. 4.44. Речь
идет о линии произвольного вертикального сечения LCλ. Тут верхний ин-
декс “λ” выбран в предположении, что огибающая линия LmRd является
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Рис. 4.44. Схема предельной области,
предназначенная для расчета постоянных
C̃x, C∗

x и C−
x , вошедших в соотношения на
ординате (4.30) – (4.33)

линией скольжения, которая
принадлежит к первому λ1 или
второму λ2 (2.82) семейству.
Возможно, что линия LmRd

вообще не является гладкой
и представляет собой кусочно-
сочлененную ломаную линию,
состоящую из последователь-
ности отрезков характеристик
обоих семейств. Таким образом,
можно понимать, что точка Cλ

принадлежит любой из линий
скольжения предельной обла-
сти RuLmRd.

Постоянные Cυ, C−
y , C̃y и

C∗
y из соотношений на абсциссе

(4.27) – (4.29), выполняющихся
вдоль горизонтальных линий LmRm уже определены. Известны также, от-
носящиеся к точке Rm, угол ϕrm = ϕ|Rm и полусумма главных напряжений
srm = s|Rm . Поскольку линия LmRm совпадает с крайним положением го-
ризонтальной прямой LR (рис. 4.43), то для вычисления перечисленных
величин используем формулы (4.136) – (4.141).

Теперь для точек Cm и Cλ введем обозначения: координат

xcm = x|Cm , xλ = x|Cλ , yλ = y|Cλ , (4.166)

а затем углов:
ϕcm = ϕ|Cm , ϕλ = ϕ|Cλ , (4.167)

и полусумм главных нормальных напряжений:

scm = s|Cm , sλ = s|Cλ . (4.168)

Положение линии LCλ определим так:

xcm = Δx, (4.169)

где Δx — приращение абсциссы, по отношению к пятну контакта RuRd.
Соответствующее x = xcm значение угла ϕcm находим, воспользовавшись
выражением (4.38), а scm — из соотношения (4.28).

Постоянную C̃x = C̃x|LCλ вычислим из соотношения (4.31):

C̃x|LCλ = scm + k ln
(
sin2 ϕcm

)− γ ym + k ln
(
2(Cυ)2

)
. (4.170)

Теперь, подразумевая конкретное значение C̃x = C̃x|LCλ , из соотноше-
ния (4.30) получаем выражения для другой постоянной C∗

x = C∗
x|LCλ :

C∗
x|LCλ = ym − 2k exp

C̃x

2k
ctgϕcm. (4.171)
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Постоянную C−
x = C−

x |LCλ можно вычислить, непосредственно восполь-
зовавшись выражением (4.33).

Прежде чем приступать к определению значений ϕλ и sλ необходимо
вычислить параметр λ1 = λ1|LmRd или λ2 = λ2|LmRd характеристики пер-
вого или второго семейства, составляющей начальный отрезок огибающей
кривой LmRd или всю эту кривую. Для этого следует воспользоваться вы-
ражениями (2.82), положив, что α = 0:

λ1|LmRd

λ2|LmRd

}
= srd ∓ 2kϕrd − γyd, (4.172)

где ϕrd = ϕ|Rd , srd = s|Rd и yd = y|Rd — угол, полусумма главных напря-
жений и ордината в точке Rd. Все эти величины считаем известными.

Поскольку параметр λ1|LmRd или λ2|LmRd остается постоянным вдоль
всей соответствующей характеристики, пересекающей LmRd в точке Cλ или
совпадающей с кривой LmRd полностью или частично, то в выражении
(4.172) srd, ϕrd и yd можно сменить на соответствующие sλ, ϕλ и yλ, но
относящиеся к точке Cλ. В таком случае, с учетом соотношения (4.31) из
(4.172) получаем:

λ1|LmRd

λ2|LmRd

}
= −k ln

(
sin2 ϕλ

)∓ 2kϕλ − k ln
(
2(Cυ)2

)
+ C̃x, (4.173)

где постоянные Cυ и C̃x уже определены выражениями (4.136) и (4.170).
Решив численно последнее уравнение относительно угла ϕλ, далее, ис-

пользовав соотношения (4.30) и (4.31), можно вычислить значения ордина-
ты yλ и полусуммы главных напряжений sλ. С этого момента и сама точка
Cλ, и напряженное состояние в ней становятся определенными.

4.11. Алгоритм вычисления координат точек
кривой свободного контура

Далее остановимся на построении кривой LmLRu — верхней границы об-
ласти предельного равновесия, именуемой кривой свободного контура или
просто свободным контуром, рис. 4.43,A. При этом воспользуемся уже упо-
минавшимся обстоятельством о том, что свободный контур полностью со-
стоит из главных площадок и что вдоль него выполняется условие (4.132).
В таком случае, воспользовавшись выражением (4.45), записываем:

σ1|LmLRu =
1
2

[
(σxx + σyy) −

√
(σxx − σyy)2 + 4σ2

xy

]
= 0, (4.174)

где компоненты σxx, σyy и σxy тензора напряжений определяются выраже-
ниями (2.31). Подстановка последних в (4.174) приводит к следующему:

s|LmLRu = k. (4.175)
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Поскольку точка L может располагаться в любом месте на кривой сво-
бодного контура LmLRu, включая обе его крайние точки, то на основании
(4.175) записываем:

sl = k. (4.176)

Учитывая последнее, из соотношения (4.28) получаем:

ϕl = π − arccos

(
exp

C−
y − sl

2k

)
. (4.177)

Далее, для определения абсциссы xl точки L перепишем соотношение (4.27),
предварительно выполнив подстановку в него y = ylr и ϕ = ϕl (4.177). В
итоге получаем:

xl = 2k exp
C̃y − γ ylr

2k
tgϕl + C∗

y . (4.178)

Приведенных тут (4.174) – (4.178) и ранее (в п. 198) выкладок доста-
точно, чтобы составить алгоритм подпрограммы FreeСontour (рис. 4.45)
построения кривой LmLRu свободного контура (рис. 4.43).

Начинается FreeСontour как всегда блоком операторов 1, посвящен-
ных вводу исходных данных. Перечисленные в нем параметры практиче-
ски полностью совпадают с таковыми для FindPhiRDK-I (рис. 4.33) и
FindPhiRDK-II (рис. 4.36). Иначе и быть не может, ведь та или другая
на выбор вызываются из подпрограммы FreeСontour . Добавилось только
элементарное приращение ординаты Δy, которая необходима для нормиро-
вания продвижения вдоль кривой LmLRu в процессе ее построения.

Проверка исходных данных на корректность, а также вычисление k и уг-
ла ϕrd для точки Rd выполняется путем обращения к уже известной подпро-
грамме FindPhiRDK-I или FindPhiRDK-II (оператор 2). Выбор между
этими подпрограммами выполняется путем изменения значения управляю-
щей переменной в блоке исходных данных. Упомянутая переменная и опе-
раторы, осуществляющие такой выбор, на рис. 4.45 не показаны.

Блок операторов 3 выполняет вычисление постоянных C̃x|RuRd (4.56),
C∗

x|RuRd (4.57), C−
x |RuRd (4.59) и Cυ (4.136), которые необходимы для опре-

деления параметров напряженного состояния среды ϕr и sr в произвольной
точке R пятна контакта RuRd.

Полусумма sl главных нормальных напряжений, действующих в точ-
ке L, известна — sl = k (4.176). Поэтому блок операторов 4 выполняет
такое присвоение. Кроме того, по условию задачи (см. пункт “известные
величины” п.г. 127) ордината yru точки Ru равна нулю. Принимая это во
внимание, блок операторов 4 инициирует переменную ylr.

Дальнейшее продвижение вдоль LmLRu (рис. 4.43) связано с прираще-
нием ординаты ylr. Это выполняется в цикле оператором 5. Новому значе-
нию ylr соответствует новое положение линии LR.

Далее выполняется блок операторов 6, которые для точки R вычисля-
ют значения ϕr (4.137), и sr (4.138). Затем выполнением блока операторов
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Рис. 4.45. Алгоритм подпрограммы FreeСontour вычисления координат
точек кривой свободного контура LmLRu и параметров напряженного со-

стояния среды в них
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7 определяются постоянные C−
y |LR (4.139), C̃y|LR (4.140) и C∗

y |LR (4.141),
входящие в соотношения, выполняющиеся вдоль линии LR. Дальше выпол-
няются операторы 8 и 9. Первый посвящен вычислению угла ϕl (4.177) в
точке L, а последний — искомой абсциссы xl (4.178) той же точке.

После этого выполняется проверка текущего положения точки L. Если
она совпала с Lm, то значение угла ϕl должно быть равным ϕlm = π (4.25).
Это обстоятельство, разумеется, с заданной машинной точностью ε, про-
веряется обращением к оператору 10. Если

(
π − ϕl

)
> ε, то это означает,

что точка L и вся линия LR в текущий момент располагается выше гори-
зонтального отрезка MLm свободного контура LmLRu, а, значит, следует
возвратиться на оператор 5, и выполнив его в который раз, выполнить опе-
раторы 6 – 9. Так происходит до тех пор пока будет определены координаты
последней точки Lm кривой LmLRu свободного контура. Густоту следова-
ния этих точек по кривой определяет величина элементарного приращения
ординаты Δy. Ее значение следует согласовывать с величиной ε.

На рис. 4.46 приведены результаты расчетов формы кривой LmLRu сво-
бодного контура для двух уровней интенсивности внешнего силового воз-
действия, т.е. величины Ir

xx0 и Ir
xy0. Расчеты выполнялись с вызовом под-

программы FindPhiRDK-II , т.к. применение FindPhiRDK-I , оказалось
очевидно, неадекватным. Как видим, результат получился убедительным.

Рис. 4.46. Кривые LmLRu свободного контура (рис. 4.43): 1) Ir
xx0 = 2,0 Н,

Ir
xy0 = −0,035 Н, ϕru = 3,124139 рад.; 2) Ir

xx0 = 4,0 Н, Ir
xy0 = −0,1399 Н,

ϕru = 3,106686 рад.. Другие исходные данные: yru = 0,0 мм; yd = 45,0 мм;
γ = 0,00001 Н/мм3; f = 0,8391. Данные полученные расчетным путем:
коэффициент сцепления k (в Н/мм2) равен 0,02220128 (1) и 0,04447704 (2);

угол ϕrd (в рад.) равен 3,124005 (1) и 3,106543 (2)

Далее следует группа рис. 4.47 – 4.51, относящихся к расчетам координат
xlm и ylm крайней точки кривой LmLRu свободного контура, коэффициента
связности k, угла ϕrd и фактического значения ϕru (рассчитанного через
тангенс угла наклона кривой свободного контура в точке Ru) в зависимости
от величины интегралов нормальной Ir

xx0 и касательной Ir
xy0 компонент

полного напряжения, действующего вдоль пятна контакта RuRd.
Как видно из первых двух рисунков 4.47 и 4.48, форма кривой свобод-

ного контура весьма существенно зависит от соотношения величин Ir
xx0 и

Ir
xy0. При фиксированном значении Ir

xx0 увеличение Ir
xy0 приводит к весьма
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Рис. 4.47. Результаты расчета абсциссы xlm крайней точки кривой LmLRu

(рис. 4.43): f = 0,8391; yd = 45 мм; ϕru = 3,12414 рад; γ = 0,1× 10−4Н/мм3.
Для вычисления k примененяется FindPhiRDK-II . Линии AxBx и CxDx

ограничивают область совместимых пар значений Ir
xx0 и Ir

xy0
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Рис. 4.48. Результаты расчета ординаты ylm крайней точки кривой LmLRu

(рис. 4.43): f = 0,8391; yd = 45 мм; ϕru = 3,12414 рад; γ = 0,1× 10−4Н/мм3.
Для вычисления k примененяется FindPhiRDK-II . Линии AxBx и CxDx

ограничивают область совместимых пар значений Ir
xx0 и Ir

xy0
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Рис. 4.49. Результаты расчета коэффициента связности k (путем примене-
ния подпрограммы FindPhiRDK-II ): f = 0,8391; yd = 45,0 мм; ϕru =
3,12414 рад. и γ = 0,00001 Н/мм3. Линии AkBk и CkDk ограничивают об-

ласть формально совместимых пар значений Ir
xx0 и Ir

xy0
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Рис. 4.50. Результаты расчета угла ϕrd: f = 0,8391; yd = 45,0 мм; ϕru =
3,12414 рад. и γ = 0,00001 Н/мм3. Для вычисления k примененяется
FindPhiRDK-II . Линии AϕBϕ и CϕDϕ ограничивают область формально

совместимых пар значений Ir
xx0 и Ir

xy0
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Рис. 4.51. Результаты расчетов угла ϕru: f = 0,8391; yd = 45,0 мм;
ϕru = 3,12414 рад. и γ = 0,00001 Н/мм3. Для вычисления k примененяет-
ся FindPhiRDK-II . Линии AϕruBϕru и CϕruDϕru ограничивают область
формально совместимых пар значений Ir

xx0 и Ir
xy0. AϕruBϕru — линия, вдоль

которой заданное и расчетное значения угла ϕru совпадают
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существенному росту абсциссы xlm и одновременному убыванию ординаты
ylm крайней точки кривой LmLRu свободного контура. При этом величина
коэффициента связности k уменьшается (рис. 4.49), а угла ϕrd — увеличи-
вается (рис. 4.50). Причем, по сравнению с изменениями координат точки
Lm, оба параметра k и ϕrd изменяются весьма незначительно.

Если фиксировать Ir
xy0, а изменять Ir

xx0, то в отношении координат xlm

и ylm можно видеть, что они изменяются в противофазе как и раньше, а па-
раметры k и ϕrd, наоборот — согласовано. При увеличении Ir

xx0 параметры
k и ϕrd также увеличиваются. Наиболее значимым является рис. 4.51. Он
иллюстрирует тот факт, что каждой паре значений Ir

xx0 и Ir
xy0 можно поста-

вить в соответствие только одно значение угла ϕru. Таким образом, в алго-
ритм FreeСontour расчета кривой свободного контура (рис. 4.45) следует
внести проверку на корректность соответствующих исходных данных, для
чего необходимо усовершенствовать подпрограммы FindPhiRDK-I или
FindPhiRDK-II . Все это также указывает на потенциальные трудности с
получением экспериментальных данных. Даже незначительные несоответ-
ствия реальной и модельной сред, а также погрешности в измерениях могут
привести к невозможности проведения дальнейших расчетов.

4.12. Усовершенствованный алгоритм согласования
и проверки корректности начальных данных

Алгоритм FindPhiRDK-III (рис. 4.52, 4.53), который является следу-
ющей версией алгоритма подпрограммы FindPhiRDK-II (рис. 4.52), в де-
тальных пояснениях не нуждается. Раннее (в FindPhiRDK-II ) величины
угла ϕrd и коэффициента сцепления k подбирались таким образом, что-
бы вычисленные значения интегралов Ir

xx (4.99) и Ir
xy (4.107) были равны

заданным Ir
xx0 и Ir

xy0 (стр. 127 – 128). Расчетная величина

ϕru
new = lim

ylr→ 0

(
π − arctg

ylr

xl

)
(4.179)

угла ϕru не вычислялась и с заданным значением ϕru не сравнивалась.
В алгоритме подпрограммы FindPhiRDK-III напротив не учитыва-

ется величина интегрального значения Ir
xy0 вертикальной составляющей,

внешней нагрузки P, а величина угла ϕru
new учитывается и сравнивается с

заданным значением ϕru. В обоих случаях подбор величин угла ϕrd и ко-
эффициента сцепления k выполняется методом деления отрезка пополам.

Величина Ir
xy в подпрограмме FindPhiRDK-III получается расчетным

путем. При расчете угла ϕru
new (4.179) устремление ylr к нулю осуществляет-

ся за счет соответствующего выбора величины Δy элементарного прираще-
ния ординаты. Безусловно, это приводит к некоторой ошибке вычисления
ϕru

new, но, тем не менее, специальных методов расчета предела (4.179) алго-
ритм подпрограммы FindPhiRDK-III не имеет.

Чтобы использовать подпрограмму FindPhiRDK-III для построения
кривой свободного контура необходимо соответствующим образом откор-
ректировать оператор 2 подпрограммы FreeСontour (рис. 4.45).
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Рис. 4.52. Алгоритм подпрограммы FindPhiRDK-III (начало) поиска та-
кого значения угла ϕrd и коэффициента сцепления k, при которых вычис-
ленные значения интеграла Ir

xx (4.99), а также угла ϕru
new (4.179) соответ-

ственно равны заданным Ir
xx0 и ϕru (п.г. 4.2)
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Рис. 4.53. Алгоритм подпрограммы FindPhiRDK-III (окончание) поис-
ка такого значения угла ϕrd и коэффициента сцепления k, при которых
вычисленные значения интеграла Ir

xx (4.99), а также угла ϕru
new (4.179) со-

ответственно равны заданным Ir
xx0 и ϕru (п.г. 4.2)
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4.13. Расчет координат точек огибающей кривой

В отношении огибающей кривой LmRd можно предположить, что она: а)
является характеристикой семейства λ1 или λ2 (2.82); б) является кусочно-
сочлененной ломаной кривой, состоящей из отрезков характеристик обоих
семейств λ1 и λ2. До сих пор доминировала именно первая точка зрения.
По этому начнем с ее проверки.

4.13.1. Ал г о р и тм вычи с л е н и я к о о р д и н а т т о ч е к о г и б аю-
щ е й к ри в о й в п р е д п о л ожении, ч т о о н а я в л я е т с я х а р а к т е-
р и с т и к о й о д н о г о и з с ем е й с т в. Сначала остановимся на числен-
ном решении уравнения (4.173) относительно угла ϕλi, где i = 1, 2. Для
этого, обратившись к (рис. 4.54), прежде исследуем функциональную связь

A B

Рис. 4.54. Зависимости λ1|LmRd = λ1

(
ϕλ1
)
и λ2|LmRd = λ2

(
ϕλ2
)
(4.173), для

Cυ =
√

0,5ε, C̃x = 0,0 Н/мм2 и четырех значений коэффициента связности
k (в Н/мм2): 0,5 (1); 1,0 (2); 1,5 (3); 2,0 (4)

λi|LmRd = λi

(
ϕλi
)
. Поскольку известно, что для всей предельной области

LmRdRu значения угла ϕ укладываются в интервал ϕ ∈ [ 12π, π], то и функ-
циональную связь λi|LmRd = λi

(
ϕλi
)
будем исследовать в том же интервале

ϕλi ∈ [ 12π, π]. В его пределах параметр λ1|LmRd = λ1

(
ϕλ1
)
(4.173) достига-

ет минимума при

ϕλ1 =
3
4
π, (4.180)

а λ2|LmRd = λ2

(
ϕλ2
)
(4.173) монотонно возрастает.

Поскольку ранее было показано, что ϕ|RuRd ∈ [ϕmin, π[ (4.75), где ϕmin =
π − arctg f (4.76) и к тому же f ≤ 1, а в процессе перехода от точки Rd к
Lm вдоль огибающей характеристики LmRd угол ϕλi, (i = 1, 2), монотонно
возрастает от ϕλi|Rd до ϕλi|Lm = π, то в процессе поиска решения уравнения
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(4.173) относительно ϕλi необходимо анализировать только один интервал:

ϕλi ∈
[
3
4
π, π

]
, (i = 1, 2). (4.181)

Очевидно, что при построении огибающей LmRd (рис. 4.44) оправдано
применять вычисления в цикле. Причем начало построения можно совме-
стить с любой из крайних точек — Lm или Rd. Эффективность алгоритма
при этом не изменится. Поэтому далее условимся, что построение харак-
теристики LmRd будем начинать с точки Rd, когда линия LCλ совпадает
с пятном контакта RuRd, постепенно перемещаясь к точке Lm, вплоть до
совпадения LCλ с Lm. В таком случае, каждое последующее значение угла
ϕλi|Cλ больше предыдущего (обозначим его ϕλi

0 ) и на каждом этапе интер-
вал возможных значений угла ϕλi|Cλ (4.181) сужается:

ϕλi|Cλ ∈ [ϕλi
0 , π

]
, (i = 1, 2), (4.182)

где для первой итерации следует положить, что

ϕλi
0 = ϕrd, (i = 1, 2). (4.183)

Поиску значения ϕλi, тождественно удовлетворяющего уравнению
(4.173), посвящен алгоритм подпрограммы PhiSlidingLine (рис. 4.55), а
расчету координат точек огибающей LmRd — RoundLine (рис. 4.56). Оба
эти алгоритма понятны и в дополнительных пояснениях не нуждаются.

На рис. 4.57 представлены расчеты кривой свободного контура LmRu

и огибающей характеристики LmRd. Построение последней выполнялось в
предположении, что она принадлежит к первому семейству, когда в вы-
ражениях (2.82), (4.172) и (4.173) задействованы верхние знаки. Выпол-
нялось это путем применения подпрограммы RoundLine с вызовом под-
программы PhiSlidingLine , а также FreeСontour . В последней вместо
FindPhiRDK-II задействована ее новая версия FindPhiRDK-III .

Как видим, одноименные точки Lm и Lm′ на кривых 1 и 2 не совпа-
ли. Возможно, во-первых, выбранный алгоритм вычисления коэффициента
связности k и угла ϕrd (реализуется подпрограммой FindPhiRDK-III ) не
соответствует физической сути задачи и следует вернуться для его уточне-
ния, во-вторых, представления о линии RdLm ошибочны в том смысле, что
RdLm не является характеристикой. Разберемся с тем и другим по очереди.

4.13.2. Ан а л и з г р а н и ч ных у с л о в и й. Суть новой трактовки гра-
ничных условий лежит в предположении, что полусуммы главных нормаль-
ных напряжений sal (4.69) и sar (4.70), из левой и правой частей граничного
условия (4.71), достигают равенства по касанию (рис. 4.21).

В таком случае возникает вопрос, как изменится между собой соотно-
шение величин sal и sar, если фиксировать ϕrd и подвергать изменению k
или, наоборот, фиксировать k, а изменять величину ϕrd. Такое исследование
иллюстрирует рис. 4.58.
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Рис. 4.55. Алгоритм подпрограммы PhiSlidingLine вычисления угла ϕλi,
путем решения уравнения (4.173)
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Рис. 4.56. Алгоритм подпрограммы RoundLine вычисления координат
точек огибающей характеристики LmRd
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Рис. 4.57. Кривая LmRu свободного контура (1) и огибающая характери-
стика Lm′Rd (2) (рис. 4.43) для случая, когда Ir

xx0 = 2,0 Н, ϕru = 3,097959
рад.. Другие исходные данные: yru = 0,0 мм — ордината точки Rru;
yd = 45,0 мм — ордината точки Rrd; γ = 0,00001 Н/мм3 — плотность среды;
f = 0,8391 — коэффициент трения среды по материалу лобовой поверхности
деформатора. Данные полученные расчетным путем: Ir

xy = −0,08732366 Н,
k = 0,02220862 Н/мм2; ϕrd = 3,097737 рад.

Из последнего следует, что увеличение k при фиксированном значении
угла ϕrd приводит к понижению экстремумов sal(ϕ) (4.69) и повышению экс-
тремума sar(ϕ) (4.70). Т.е. в таком случае кривые sal = sal(ϕ) и sar = sar(ϕ)
пересекаются трижды, включая область ϕ < ϕru (рис. 4.58,A) и выпол-
нение граничных условий (4.71) или (4.74) в пределах полного интервала
ϕ ∈ [ϕrd, ϕru] становится невозможным. Если же k убывает, то кривые
sal = sal(ϕ) и sar = sar(ϕ) расходятся и пересекаются только один раз в
точке ϕ = ϕru (рис. 4.58,B). Изменение величины угла ϕrd при фиксиро-
ванном k приводит к обратному эффекту (рис. 4.58,C и 4.58,D).

Рис. 4.59 иллюстрирует, как зависит величина интегрального значения
Ir
xx (4.99) нормальной компоненты полного напряжения, действующего на
пятне контакта RuRd, от величин коэффициента сцепления k и угла ϕrd.
Увеличение Ir

xx возможно при ответном увеличении k. Причем величина
второго отстает от первого на пару порядков. На первый взгляд все логич-
но. Но, как выяснилось, увеличение интеграла Ir

xx требует согласованного
увеличения углов ϕru и ϕrd, причем ϕrd → ϕru, что явно противоречит фи-
зическому смыслу. Таким образом, большие значения Ir

xx возможны только
при больших значениях углов ϕru и ϕrd, а это принципиально ничем не
отличается от уже рассмотренного ранее варианта.

Таким образом в, дальнейшем возвращаемся к трактовке граничных
условий (4.71) или (4.74) по типу рис. 4.22, на котором базируется построе-
ние алгоритмов FindPhiRDK-II и FindPhiRDK-III расчета угла ϕrd и
коэффициента сцепления k.

4.13.3. У т о ч н е н и е фи з и ч е с к о г о смы с л а о г и б ающей кри-
в о й. Поскольку изменение понимания текущих граничных условий не
привело к продуктивному результату, остается проверить наши представ-
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A B

C D

Рис. 4.58. Графики полусуммы главных нормальных напряжений sal (4.69)
(1) и sar (4.70) (2), составляющих сущность левой и правой частей гра-
ничного условия (4.71, а также ординаты y (4.30) (3), рассматриваемых
как функции угла ϕ для следующих значений угла ϕrd и коэффициента
связности k (A) — ϕrd = 5

8π рад., k = (0,14451 + 0,02) 10−3Н/мм2; B) —
ϕrd = 5

8π рад., k = (0,14451 − 0,02) 10−3Н/мм2; C) — ϕrd = 5
8π + 1

16π рад.,
k = 0,14451 10−3Н/мм2; D) — ϕrd = 5

8π− 1
16π рад., k = 0,14451 10−3Н/мм2),

если: γ = 0,00001 Н/мм3; ϕru = 2,87979 рад.; yru = 0,0 мм; yd = 45,0 мм;
f = 0,8391. Когда ϕrd = 5

8π рад., а k = 0,14451 10−3Н/мм2, то при тех же
значениях других параметров кривые sal (4.69) (1) и sar (4.70) (2) распола-

гаются по касанию, как на рис. 4.21
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A

B

Рис. 4.59. Закономерности изменения величины интеграла Ir
xx (4.99) нор-

мальной компоненты полного напряжения, действующего в области пят-
на контакта RuRd в зависимости от величин коэффициента сцепления
среды k и угла ϕrd: A) ϕru = 3,05433 рад.; k ∈ [0,1; 1,9] 10−4Н/мм2;
ϕrd ∈ [1,5708; 2,96706] рад.; B) ϕru = 3,05433 рад.; k ∈ [0,2; 3,8] 10−3Н/мм2;
ϕrd ∈ [3,04647; v] рад.. Все остальные параметры остаются фиксированны-
ми: yd = 45,0 мм; f = 0,8391 и γ = 0,00001 Н/мм3; AxBx — огибающая
кривая за которой выполнение граничных условий (4.71) или (4.74) невоз-
можно. Постоянные C̃x|RuRd , C∗

x|RuRd и C−
x |RuRd рассчитаны по формулам

(4.56), (4.57) и (4.59)
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ления о линии RdLm, как характеристике одного из семейств [292,293]. Для
этого обратимся к рис. 4.60 – 4.63. Все они построены c применением про-
граммы FreeСontour , FindPhiRDK-III , RoundLine , PhiSlidingLine и
др.. Базовым является первый из рисунков. По сравнению с ним, рис. 4.61
отличается увеличенной на 0,1 Н внешней силовой нагрузкой Ir

xx0, а
рис. 4.62 — уменьшенной на 0,0043633 рад. (0,25◦) величиной угла ϕru.
Рис. 4.63 отличается от базового тем, что значения удельного веса среды γ
увеличены в 1,5 раза. Все исходные данные и некоторые расчетные величи-
ны, относящиеся к построениям на рис. 4.60 – 4.63, приведены в табл. 4.2.

Таблица 4.2
Исходные и некоторые расчетные данные,

относящиеся к рис. 4.60 – 4.63

Исходные данные Расчетные величины

Рис. yru yd γ f Ir
xx0 ϕru k ϕrd Ir

xy

мм мм Н/мм3 — Н рад. Н/мм2 рад. Н

4.60A 0,0 45,0 0,00001 0,8391 1,2 3,115413 0,013287 3,115188 −0,031426

4.60B –”– —”— —”— —”— 1,6 3,106686 0,017744 3,106463 −0,055875

4.60C –”– —”— —”— —”— 2,0 3,097959 0,022209 3,097737 −0,087324

4.61A 0,0 45,0 0,00001 0,8391 1,3 3,115413 0,014399 3,115205 −0,034044

4.61B –”– —”— —”— —”— 1,7 3,106686 0,018856 3,106686 −0,059367

4.61C –”– —”— —”— —”— 2,1 3,097959 0,023322 3,097959 −0,091690

4.62A 0,0 45,0 0,00001 0,8391 1,2 3,111049 0,013290 3,110787 −0,036666

4.62B –”– —”— —”— —”— 1,6 3,102323 0,017749 3,102072 −0,062866

4.62C –”– —”— —”— —”— 2,0 3,093596 0,022218 3,093351 −0,096069

4.63A 0,0 45,0 0,000015 0,8391 1,2 3,115413 0,013259 3,115072 −0,031430

4.63B –”– —”— —”— —”— 1,6 3,106686 0,017716 3,106349 −0,05588

4.63C –”– —”— —”— —”— 2,0 3,097959 0,022181 3,097624 −0,087326

На рис. 4.60 – 4.63 изображена область RuRdLm предельного равнове-
сия, которую обрамляют: поверхность пятна контакта RuRd, огибающая
кривая (опережающая трещина) RdLm и кривая свободного контура LmRu.
Дневной поверхности за границами предельной области соответствует ли-
ния LmM . Все эти линии (исключая пятно контакта RuRd) изображены
сплошными жирными линиями. Тонкими сплошными линиями обозначе-
ны характеристики (линии скольжения) по две из каждого семейства (λi,
i = 1, 2). Их параметры и положение поясняют данные табл. 4.3 и 4.4.
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A

B

C

Рис. 4.60. Кривая LmRu свободного контура, дневная поверхность LmM и
огибающая кривая RdLm (жирные линии), а также четыре (тонкие) линии
скольжения по две из каждого семейства (λi, i = 1, 2), для весомой среды
(γ = 0,00001 Н/мм3), когда: A) Ir

xx0 = 1,2 Н, ϕru = 3,115413 рад.; B) Ir
xx0 =

1,6 Н, ϕru = 3,106686 рад.; C) Ir
xx0 = 2,0 Н, ϕru = 3,097959 рад.
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A

B

C

Рис. 4.61. Кривая LmRu свободного контура, дневная поверхность LmM и
огибающая кривая RdLm (жирные линии), а также четыре (тонкие) линии
скольжения по две из каждого семейства (λi, i = 1, 2), для весомой среды
(γ = 0,00001 Н/мм3), когда: A) Ir

xx0 = 1,3 Н, ϕru = 3,115413 рад.; B) Ir
xx0 =

1,7 Н, ϕru = 3,106686 рад.; C) Ir
xx0 = 2,1 Н, ϕru = 3,097959 рад.
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Рис. 4.62. Кривая LmRu свободного контура, дневная поверхность LmM и
огибающая кривая RdLm (жирные линии), а также четыре (тонкие) линии
скольжения по две из каждого семейства (λi, i = 1, 2), для весомой среды
(γ = 0,00001 Н/мм3), когда: A) Ir

xx0 = 1,2 Н, ϕru = 3,111049 рад.; B) Ir
xx0 =

1,6 Н, ϕru = 3,102323 рад.; C) Ir
xx0 = 2,0 Н, ϕru = 3,093596 рад.
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A

B

C
Рис. 4.63. Кривая LmRu свободного контура, дневная поверхность LmM и
огибающая кривая RdLm (жирные линии), а также четыре (тонкие) линии
скольжения по две из каждого семейства (λi, i = 1, 2), для весомой среды
(γ = 0,000015 Н/мм3), когда: A) Ir

xx0 = 1,2 Н, ϕru = 3,115413 рад.; B)
Ir
xx0 = 1,6 Н, ϕru = 3,106686 рад.; C) Ir

xx0 = 2,0 Н, ϕru = 3,097959 рад.
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На изложении алгоритма построения всех упомянутых кривых сейчас
останавливаться не будем. Скажем только, что для этой цели были за-
действованы уже известные алгоритмы FreeСontour , FindPhiRDK-III ,
RoundLine и PhiSlidingLine . Далее остановимся на выводах, которые
следуют из анализа рис. 4.60 – 4.63 и табл. 4.2 – 4.4.

Таблица 4.3
Локализация и параметры линий скольжения,

изображенных на рис. 4.60 и 4.61

Рис.
Параметры линий скольжения

Положение на рисунке
λ1 λ2

4.60A −0,06972 [0,09584; 0,09628] Из Rd уходит вверх и вправо
4.60B −0,09272 [0,12776; 0,12818] Тоже
4.60C −0,11561 [0,15958; 0,15999] Тоже

4.60A [−0,07051; −0,06972] −0,09584 Из Rd уходит вниз и вправо
4.60B [−0,09351; −0,09272] −0,12776 Тоже
4.60C [−0,1164; −0,11561] −0,15958 Тоже

4.60A −0,07021 [0,09556; 0,09675] Подходит к Lm снизу и слева
4.60B −0,09378 [0,12802; 0,12918] Тоже
4.60C −0,11741 [0,16054; 0,16166] Тоже

4.60A [−0,07074; −0,06950] −0,09608 Из Ru уходит вниз и вправо
4.60B [−0,09375; −0,09250] −0,12799 Тоже
4.60C [−0,11665; −0,11539] −0,15981 Тоже

4.61A −0,07554 [0,10388; 0,10432] Из Rd уходит вверх и вправо
4.61B −0,09852 [0,13578; 0,13621] Тоже
4.61C −0,12139 [0,16759; 0,168] Тоже

4.61A [−0,07632; −0,07554] 0,10388 Из Rd уходит вниз и вправо
4.61B [−0,09931; −0,09852] 0,13578 Тоже
4.61C [−0,12218; −0,12139] 0,16759 Тоже

4.61A −0,07609 [0,10366; 0,10485] Подходит к Lm снизу и слева
4.61B −0,09966 [0,13612; 0,13728] Тоже
4.61C −0,1233 [0,16865; 0,16976] Тоже

4.61A [−0,07656; −0,07532] 0,10411 Из Ru уходит вниз и вправо
4.61B [−0,09955; −0,09830] 0,13602 Тоже
4.61C [−0,12244; −0,12118] 0,16782 Тоже



230 Глава 4. Задача В.П.Горячкина об опережающей трещине

Таблица 4.4
Локализация и параметры линий скольжения,

изображенных на рис. 4.62 и 4.63

Рис.
Параметры линий скольжения

Положение на рисунке
λ1 λ2

4.62A −0,06962 [0,09575; 0,09618] Из Rd уходит вверх и вправо

4.62B −0,09260 [0,12764; 0,12807] Тоже

4.62C −0,11546 [0,15944; 0,15986] Тоже

4.62A [−0,07041; −0,06962] 0,09575 Из Rd уходит вниз и вправо

4.62B [−0,09339; −0,09260] 0,12764 Тоже

4.62C [−0,11626; −0,11546] 0,15944 Тоже

4.62A −0,07024 [0,09558; 0,09677] Подходит к Lm снизу и слева

4.62B −0,09383 [0,12806; 0,12921] Тоже

4.62C −0,11748 [0,16061; 0,16171] Тоже

4.62A [−0,07065; −0,06940] 0,09598 Из Ru уходит вниз и вправо

4.62B [−0,09363; −0,09238] 0,12788 Тоже

4.62C [−0,11651; −0,11525] 0,15968 Тоже

4.63A −0,06969 [0,09552; 0,09619] Из Rd уходит вверх и вправо

4.63B −0,09269 [0,12744; 0,12808] Тоже

4.63C −0,11557 [0,15926; 0,15989] Тоже

4.63A [−0,07088; −0,06969] 0,09552 Из Rd уходит вниз и вправо

4.63B [−0,09387; −0,09269] 0,12744 Тоже

4.63C [−0,11676; −0,11557] 0,15926 Тоже

4.63A −0,07007 [0,09513; 0,09655] Подходит к Lm снизу и слева

4.63B −0,09364 [0,12721; 0,12898] Тоже

4.63C −0,11727 [0,15973; 0,16146] Тоже

4.63A [−0,07074; −0,06936] 0,09588 Из Ru уходит вниз и вправо

4.63B [−0,09423; −0,09236] 0,12779 Тоже

4.63C [−0,11714; −0,11525] 0,15961 Тоже
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ВЫВОДЫ

1. Опережающая трещина RdLm зарождается в точке Rd и развивается
в секторе между исходящими из той же точки характеристиками λ1, λ2.

2. В общем случае опережающая трещина RdLm — это кусочно-сочле-
ненная линия, состоящая из отрезков характеристик обоих семейств.

3. Наиболее вероятным является случай, когда опережающая трещина
RdLm сглаживает угол, который образуют две характеристики разных се-
мейств, выходящих из начальной и конечной точек (Rd и Lm).

4. Если опережающая трещина RdLm представляет собой кусочно-сочле-
ненную линию, то ее конечные участки всегда совпадают с характеристи-
ками, которые выходят Из точек Rd и Lm.

5. В частном случае опережающая трещина RdLm может полностью сов-
падать с одной из характеристик, которые выходят из точки Rd.

6. Тот путь, по которому пройдет опережающая трещина, в первую оче-
редь определяется вероятностными факторами, но чем меньше связность
среды тем вероятнее, что кривая RdLm совпадет с характеристикой перво-
го семейства, уходящей из точки Rd вправо и вверх.

7. В реальной среде (например, в черноземе пахотного горизонта с плот-
ностью 1,0 – 1,5 ×10−5 Н/мм3 и коэффициентом сцепления < 0,15 Н/мм2) в
процессе развития опережающей трещины переходы между характеристи-
ками определяются неоднородностями среды.

8. Дальность распространения опережающей трещины RdLm прямопро-
порциональна величине связности среды и соответствующему внешнему си-
ловому воздействию. Увеличение связности среды в 1,62 – 1,67 раза, влечет
увеличение горизонтальной составляющей необходимой интенсивности си-
лового воздействия в 1,62 – 1,67 раза и дальности распространения опере-
жающей трещины в 2,64 – 2,81 раза.

9. Кривизна линии свободного контура RuLm и ее начальный наклон
(угол π−ϕru) связаны с коэффициентом сцепления среды и внешним сило-
вым воздействием прямопропорциональной зависимостью. При увеличении
коэффициента сцепления от 0,013 до 0,023 Н/мм2 и интегрального значения
горизонтальной составляющей внешней силовой нагрузки от 1,2 до 2,1 Н
угол π − ϕru увеличивается в 2,2 раза.

10. Линия пятна контакта RuRd, огибающая кривая (опережающая тре-
щина) RdLm и кривая свободного контура LmRu всегда образуют замкну-
тую область предельного равновесия RuRdLm.

11. Из числа свойств среды самым основным фактором, который опреде-
ляет форму и размеры области предельного равновесия RuRdLm, является
величина связности (коэффициента сцепления k).
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12. Коэффициент внешнего трения среды также влияет на форму и
размеры области предельного равновесия RuRdLm. Исходя из механизмов
изучаемых процессов можно утверждать, что уменьшение коэффициента
внешнего трения f должно способствовать проскальзыванию среды вверх
вдоль пятна контакта, а, значит, уменьшению угла ϕru. В нашем случае
угол ϕru назначается. Следовательно, если в процессе комплектования ис-
ходных данных уменьшить f , то в ответ необходимо уменьшить и ϕru.
Расчеты показывают, что в таком случае область предельного равновесия
RuRdLm увеличится в размерах. В частности точка Lm еще больше уда-
лится от лобовой поверхности RuRd.

13. Увеличение интенсивности силового воздействия (интегрального зна-
чения Ir

xx0) при тех же величинах угла ϕru приводит к деформации (из-
менению значения ϕrd) и пропорциональному масштабированию области
предельного равновесия RuRdLm как по абсциссе, так и по ординате. Ко-
эффициент сцепления k, угол ϕrd и расчетное значение Ir

xy модуля верти-
кальной составляющей внешнего силового воздействия также увеличива-
ются. Увеличение интегрального значения горизонтальной составляющей
внешней нагрузки с 1,2, 1,6 и 2,0 Н на 0,1 Н, т.е. в 1,08, 1,06 и 1,05 раза
приводит к соответствующему числу раз увеличению расчетных значений
коэффициента сцепления, интегрального значения вертикальной составля-
ющей внешней нагрузки, горизонтального размера предельной области, а
глубины проникновения опережающей трещины в 1,04 раза и угла ϕru на
0,17, 2,23 и 2,22 ×10−4 рад..

14. Уменьшение угла ϕru, при тех же величинах интенсивности силового
воздействия (интегрального значения Ir

xx0), также приводит к пропорцио-
нальному увеличению размеров области предельного равновесия RuRdLm

как по абсциссе, так и по ординате с одновременным уменьшением угла
ϕrd. Коэффициент сцепления k и расчетное значение Ir

xy модуля верти-
кальной составляющей внешнего силового воздействия при этом увеличи-
ваются. Уменьшение угла ϕru на 4,36 ×10−3 рад. при сохранении величи-
ны интегрального значения горизонтальной составляющей внешней сило-
вой нагрузки 1,2, 1,6 и 2,0 Н приводит к соответствующему увеличению
интегрального значения вертикальной составляющей внешней силовой на-
грузки и горизонтальной дальности распространения опережающей трещи-
ны в 1,17, 1,13 и 1,10 раза, глубины проникновения опережающей трещины
в 1,08 раза, а коэффициент сцепления изменяется незначительно.

15. Увеличение удельного веса среды γ, при тех же величинах остальных
исходных данных, приводит к пропорциональному уменьшению размеров
области предельного равновесия RuRdLm как по абсциссе, так и по ордина-
те с одновременным уменьшением угла ϕrd и коэффициента сцепления k.
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Расчетное значение Ir
xy модуля вертикальной составляющей внешнего сило-

вого воздействия при этом увеличивается. Увеличение удельного веса среды
с 10−5 Н/мм3 в 1,5 раза, при неизменных значениях остальных исходных
данных, приводит к незначительному увеличению интегрального значения
вертикальной составляющей внешней нагрузки и коэффициента связности,
а также к уменьшению горизонтального размера предельной области в 1,5
раза и глубины проникновения опережающей трещины в 1,15...1,33 раза, а
угла ϕrd — на 1,16, 1,14 и 1,13 ×10−4 рад..

16. В процессе проектирования рабочих органов для внутрипочвенного
внесения жидких средств защиты растений, образующуюся впереди взаи-
модействующего с почвой рабочего органа область предельного равновесия
следует отождествлять с областью разрушения почвы.

17. Форма и размеры области разрушения почвы зависят от параметров
рабочего органа, свойств почвы как сплошной среды и режима использо-
вания рабочего органа, поэтому могут различаться весьма существенно, а,
значит, в расчет следует принимать самый неблагоприятный вариант.
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ГЛАВА 5
ПРОЦЕССЫ ОБРАЗОВАНИЯ ПОЛОСТИ В ПОЧВЕ
И РАСПЫЛЕНИЯ В НЕЙ РАБОЧИХ ЖИДКОСТЕЙ

5.1. Образование в почве полости,
предназначенной для распределения жидких удобрений
и/или иных средств химзащиты растений

5.1.1. Дин амич е с к и й х а р а к т е р п р о ц е с с а о б р а з о в а н и я п о-
л о с т и в п о ч в е. Для дальнейших рассуждений используем модель дву-
гранного клина α (рис. 5.1). Его скорость движения v, глубину хода H и
состояние лобовой поверхности ( KL — в вертикальном сечении), т.е. ϕ —
угол трения почвы о метал, равно как и состояние самой почвы, т.е. ϕ′ —
ее угол внутреннего трения, будем считать фиксированными.

A

B

C

Рис. 5.1. Схемы вариантов траекторий движения частиц почвы, провзаимо-
действовавших с двугранным клином: А — частица в своем падении лобовой
поверхности клина не задевает; В — частица задевает лобовую поверхность
клина и при этом изменяет свою скорость по модулю и направлению; С
— частица проходит лобовую поверхность клина с касанием без изменения

скорости свободного падения
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Известно [297], что в процессе движения клина под слоем почвы, вслед-
ствие их динамического взаимодействия, за ним образуется свободное про-
странство (СП), не содержащее падающих почвенных отдельностей. Огра-
ничивается СП динамической граничной поверхностью (ДГП), за которой
следует переходная область (ПО). За ПО располагается сплошной почвен-
ный поток (СПП), нижней границей которого также является своя ДГП.
Концентрация отдельно падающих почвенных частиц в ПО изменяется от
нулевого значения до 100% по мере удаления от СП и приближения к СПП.

В содержащей вектор v плоскости вертикального сечения двугранного
клина указанные области разграничиваются кривыми LMNP (рис. 5.1) и
LBC (рис. 5.1А) или LC (рис. 5.1,В и 5.1,С). Тут LMNP — динамическая
граница, т.е. линия сечения ДГП СПП, а LBC или LC — линия сечения
ДГП между ПО и СП.

Поверхность скалывания (в том же вертикальном сечении — линия AK)
или опережающая трещина ориентирована известным образом [298], т.е. под
углом к горизонту

ψ = 0,5(180◦ − α− ϕ− ϕ′). (5.1)

Линия AK ограничивает область разрушения почвы клином. В дальнейшем
нас будет интересовать ПО и ее границы LBC или LC и LMNP .

5.1.2. С т р е л ь ч а т а я л а п а — о с н о в а к ом б и н ир о в а н н о г о р а-
б о ч е г о о р г а н а. На рис. 5.2 в двух проекциях изображена стрельчатая
лапа 1 с распылителем 2 и сводообразующей частью 3. Угол раствора лапы
2γ, ширина захвата S, угол крошения β. Углу двугранного клина соответ-
ствует угол α подъема лемехов. Штрихпунктирными линиями ON и OC на
вертикальной проекции (рис. 5.2,A) показаны два альтернативных направ-
ления выброса жидкости распылителем. Ниже они будут рассматриваться
в процессе анализа вариантов ориентации распылителя.

На двух горизонтальных проекциях (рис. 5.2,В и 5.2,С) приняты бук-
венные обозначения со штрихами. Для совпадающих по физической сути
линий и точек на всех проекциях приняты обозначения из одних и тех же
букв, отличающихся индексами и штрихами. Находящиеся в проекционной
связи точки индексов не имеют. Таким образом, линия P ′

1P
′
2P

′
3P

′P ′
4P

′
5P

′
6

(рис. 5.2,С) есть не что иное, как геометрическое место пересечения дина-
мической граничной поверхности СПП с горизонтальной плоскостью дна
борозды, а N ′

1N
′
2N

′
3N

′N ′
4N

′
5N

′
6 (рис. 5.2,В) — той же ДГП с плоскостью

параллельной дну борозды и расположенной на уровне точки O выброса
распылителем РЖ. Линии C ′

1C
′C ′

2 (рис. 5.2,С) и D′
1D

′D′
2 (рис. 5.2,В) отно-

сятся к аналогичным пересечениям ДГП между ПО и СП.
Далее учтем, что распылитель, например, щелевого типа имеет плоский

конусообразный ФР РЖ с максимальным углом θ при его вершине O. Тол-
щиной ФР пренебрегаем, считая его совершенно плоским и веерообразным.
Если ФР ориентирован горизонтально, т.е. по первому варианту вдоль ON ,
то с дном борозды он не встречается, а пересекая СП и ПО, достигает и,
смачивает ДГП СПП.
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Рис. 5.2. Схема рабочего органа в состоянии взаимодействия с почвой (бук-
венные обозначения точек совпадают с таковыми на рис. 5.1): А — вер-
тикальное сечение; В и С — горизонтальные проекции для случаев, когда
распылитель ориентирован паралельно и под углом к плоскости резания
рабочего органа (1 — стрельчатая лапа; 2 — распылитель; 3 — сводообразу-

ющая часть рабочего органа)
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В отличие от СП, ПО от падающих одиночных почвенных частиц, на-
пример m1 и m2, несвободна (рис. 5.2,В). Встречаясь на пути движущих-
ся капелек распыленной РЖ, такие частицы смачиваются сами, одновре-
менно затеняя собой соответствующие участки на ДГП СПП. Эффект тут
двоякий. Во-первых, появляются несмоченные участки на ДГП СПП, на-
пример a1b1 и a2b2. Во-вторых, сами частицы, например, те же m1 и m2,
смачиваются в несколько раз сильнее планируемой плотности обработки.
Превышение плотности обработки таких частиц пропорционально соотно-
шению диаметра необработанного пятна на ДГП СПП к диаметру самой
частицы, тенью которой является пятно (т.е. в этом случае РЖ распреде-
ляется случайным образом). Этот тезис тем более актуален, чем меньше
удельный расход РЖ. При больших расходах она достаточно равномерно
распределяется под слоем почвы уже после заделки. Происходит это ка-
пиллярным способом. 50 л/га — примерная предельная норма расхода РЖ,
при использовании которой без дополнительных поступлений влаги в почву
капиллярного движения РЖ не происходит. Установлена эта норма экспе-
риментальным способом — изотопным методом [297].

Распределение РЖ по ширине, если распылитель ориентирован горизон-
тально, напрямую зависит от скорости v движения РО. Дело в том, что от
v зависит форма и размеры полости, образующейся в почве. С достаточной
для инженерных расчетов точностью, размеры полости в почве, т.е. ДГП
СПП, можно определить, использовав следующие приближения: 1) взаимо-
действие почвы с РО абсолютно неупругое; 2) в процессе взаимодействия и
перемещения каждая из частиц движется параллельно вертикальной плос-
кости симметрии РО; 3) модуль относительной скорости частицы почвы
остается постоянным, начиная с момента столкновения ее с поверхностью
РО и до момента отрыва; 4) после отрыва от поверхности РО частица дви-
жется в состоянии свободного падения.

Таким образом, считаем, что ДГП между ПО и СПП есть не что иное,
как геометрическое место бесконечного множества траекторий свободно ле-
тящих частиц почвы. Получить координаты интересующей точки на ДГП
можно, например, задав высоту расположения точки над дном борозды и
ее смещение относительно плоскости симметрии РО. Смещение интересу-
ющей точки, измеренное вдоль оси симметрии РО, или, что то же самое,
перемещение l (рис. 5.2,A) частицы после ее отрыва от точки отрыва до
интересующей точки на ДГП определяется выражением:

l =
v2 cos2 α0 sin 2αk

2g

(
1 +

√
2g (h0 − hk)

v2 cos2 α0 sin2 αk

+ 1

)
. (5.2)

где h0 — высота отрыва; hk — высота расположения интересующей точки;
α0 и αk — начальное и конечное (если они не равны) значения угла подъема
лемеха в плоскости отрыва; g — ускорение свободного падения. С исполь-
зованием выражения (5.2) построены граничные кривые N ′

2N
′
3N

′N ′
4N

′
5 и

P ′
2P

′
3P

′P ′
4P

′
5 на рис. 5.2,В и рис. 5.2,С, соответственно.
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График зависимости величины размера l от скорости v движения РО
приведен на рис. 5.3.

Рис. 5.3. Продольный размер l (1) создаваемой в почве полости, а также
величины долей 2θ1 (2) и θ2 (3) угла факела распыла θ, в зависимости от

скорости движения v рабочего органа

Из анализа рис. 5.2 следует, что в случае горизонтальной ориентации
распылителя часть его факела распыла (ФР), измеряемого и обозначаемо-
го углом θ, всегда приходится за пределы планируемой ширины полосы
обработки почвы S0, т.е. далее ее граничных точек N ′

2 и N ′
5. Введем обо-

значения: θ1 — угловая часть ФР θ, которая выходит влево или вправо за
пределы S0; θ2 = θ− 2θ1 — угловая часть ФР θ, которая попадает по назна-
чению, т.е., на полосу S0.

Очевидно, что 2θ1 тем больше, чем дальше от РО располагается гранич-
ная линия N ′

2N
′
3N

′N ′
4N

′
5, т.е. чем больше l (5.2) и скорость v движения РО

(рис. 5.3, кривая 2). Вследствие этого величина угла θ2 со скоростью дви-
жения v связана обратной зависимостью. На рис. 5.3 (кривая 3) величина
θ2 представлена в процентах от θ.

Если скорость v движения РО равна 2,0 м/с, то за пределы расчетной
ширины S0 полосы обработки направляются 2θ1 равные 63o (57%) из 110o

(100%) угла θ раствора ФР РЖ распылителем. При скорости v, равной
2,5 м/с, доля угла θ раствора ФР РЖ, приходящаяся за пределы полосы
S0, составит 69% (2θ1 = 76o), т.е. на 12% больше.

Поскольку скорость движения агрегата величина переменная, то это
означает, что в текущем случае добиться программируемого распределение
РЖ под слоем почвы невозможно. Необходимо либо менять саму конструк-
цию РО целиком, либо, как минимум — ориентацию сопла распылителя.
Наиболее просто решить обозначенную проблему можно, если ориентиро-
вать распылитель 2 осью распыла вдоль линии OC (рис. 5.2), т.е. под углом
Δ к плоскости резания РО.
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5.1.3. С о г л а с о в а н и е к о н с т р у к т и в ных и р ежимных п а р а-
м е т р о в р а б о ч е г о о р г а н а. Когда геометрические параметры лапы,
место установки распылителя, угол Δ накона его ФР и рабочая скорость v
согласованы между собой, то ФР РЖ полностью располагается в СП и, не
задевая ПО, направляется на дно борозды. На рис. 5.2,С прямой I ′1I ′2 пока-
зано место встречи ФР РЖ с дном борозды. Тут же видно, что ДГП между
СП и ПО на уровне дна борозды, т.е. линия C ′

1C
′C ′

2 отстоит от заднего обре-
за лемехов РО дальше, чем I ′1I

′
2, а ДГП СПП, т.е. линия P ′

2P
′
3P

′P ′
4P

′
5 — еще

дальше. В этом случае распределение РЖ под слоем почвы, в частности,
ширина обрабатываемой полосы S0, являются совершенно определенными,
полностью соответствуют характеристикам распылителя и, начиная с ми-
нимального критического значения, не зависят от скорости v движения РО.
Тут под критическим значением рабочей скорости v РО понимается такое
ее значение vmin, при котором размеры СП еще достаточны для размещения
в нем ФР, т.е. точка C ′ располагается на прямой I ′1I ′2. Таким образом, при
расчете конструкции РО центральное место занимает поиск формы и поло-
жения в пространстве ДГП между СП и ПО и, в частности, линии C ′

1C
′C ′

2

пересечения этой ДГП с плоскостью дна борозды.
Для максимально точного решения такой задачи сначала необходимо

определиться к какой модельной среде отнести почву. Затем сформулиро-
вать краевую задачу о взаимодействии модельной среды с РО и краевые
условия к ней. И, наконец, одним из подходящих методов, например, ко-
нечных разностей, решить эту задачу. Такой путь рассматривался выше
в разделах 2 и 3. С точки зрения инженерного подхода это неприемлемо
трудоемкий и сложный путь.

Существенно упростить расчеты и, тем самым, привести их к приемле-
мому для конструкторских применений уровню можно, если принять ряд
приближений. Но тут возможны варианты. С одной стороны, снижение
трудоемкости. С другой — потеря точности и, следовательно, надежности
принятых решений. Нельзя допустить, чтобы ФР РЖ достигал ПО. Стало
быть, обоснованными следует считать такие приближения, которые коррек-
тируют результат в заведомо известном и нужном направлении. Точность
найденного решения — на втором месте.

Если расчетное положение линии C ′
1C

′C ′
2 наверняка не совпадает с фак-

тическим и гарантировано располагается слева от фактического (ближе к
лапе), то это допустимо. В таком случае, ориентированный на точку C рас-
пылитель будет иметь ФР, полностью располагающийся в СП. Если с уче-
том принятого приближения точность расчетов даже повысилась, но при
этом достоверно известно, что расчетное положение линии C ′

1C
′C ′

2 сдви-
нулось по отношению к фактическому вправо, то такое приближение не
приемлемо. Выбирать такую позицию точки C в качестве ориентира для
распылителя нельзя, поскольку фактически она располагается точно в ПО.
Значит в ПО попадет и ФР, что недопустимо.

С учетом выше изложенного, опять возвращаясь к рис. 5.1, дополним
ранее принятые приближения. Будем считать, что в результате абсолютно
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неупругого взаимодействия почвы с двугранным клином α, не все частицы
почвы в равной мере изменяют свою вертикальную и горизонтальную со-
ставляющие скорости движения. Тут и дальше имеется в виду относитель-
ная скорость частиц. Некоторые из них, в полной мере до v cos2 α, изменив
свою горизонтальную составляющую, совсем не приобретают вертикальной.
Это те частицы, которые непосредственно с клином α не взаимодействуют и
находятся от него на значительном удалении, вплоть до точки A на верхнем
краю опережающей трещины AK. С точки зрения размеров СП, это самые
неблагоприятные частицы. В первое мгновение, взаимодействия с клином
α, они вертикальной скорости не приобретают, а горизонтальную, наоборот,
теряют. Если представить, что в дальнейшем эти частицы так больше с поч-
вой и не провзаимодействуют, например, вследствие образования трещин,
то в процессе свободного падения они приобретут значительную направлен-
ную вниз вертикальную составляющую скорости. Минимальный размер lсп
СП определят именно они.

В зависимости от модуля скорости v, глубины хода H и высоты h дву-
гранного клина α тут возможны три варианта движения рассматриваемых
частиц. По первому варианту (рис. 5.1,А) частица не задевает лобовую по-
верхность KL клина α и ее траектория ABC относительного движения
располагается выше клина α. В этом случае длину l

(1)
сп СП можно опре-

делить, использовав известные выражения [299] для свободно падающего
тела, начальная скорость которого ориентирована горизонтально и по мо-
дулю равна v cos2 α, т.е. следующим образом:

l
(1)
сп = v cos2 α

√
2H
g

− h ctgα−H ctgψ. (5.3)

По второму варианту (рис. 5.1,В) рассматриваемая частица в процессе сво-
бодного падения задевает лобовую поверхность KL клина α, после чего ее
вертикальная составляющая скорости движения опять становится нулевой.
В этом случае размер l(2)сп СП составит:

l
(2)
сп = v cos2 α

√
2h
g
, (5.4)

а траектория движения будет ломаной, в виде ABLC. Если частица почвы
проходит верхнюю точку L клина α с касанием, но без изменения скорости
движения, то неважно с какой точки она начала свое движение (рис. 5.1,С).
Размер l(3)сп СП будет определяться выражением:

l
(3)
сп = v cos2 α

(√
2H
g

−
√

2(H − h)
g

)
. (5.5)

Поскольку l(1)сп > l
(2)
сп > l

(3)
сп, то третий вариант — самый неблагоприятный.

Значит, именно он и должен использоваться при проектировании РО.
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Исходя из соображений эффективного использования ширины захвата
S лапы, ФР РЖ распылителем следует направлять на самое широкое место
на ее плоскости резания, т.е. на участок дна борозды, заключенный между
свободными концами режущих кромок лемехов (на рис.5.2,С — это прямая
I ′1I

′
2). Исходя из этого, с учетом выражения (5.5), для случая когда v = vmin

справедливо условие:

S

2 tg γ
− h

sin γ tg β
=
vmin

(√
2H
g −

√
2(H−h)

g

)
1 + sin2 γ tg2 β0

, (5.6)

где под углом крошения β имеется в виду его среднее по высоте лемехов
значение, а под β0 — его значение у режущих кромок.

Выражение (5.6) связывает основные конструктивные параметры РО,
программируемую глубину обработки и минимальную скорость движения
РО, при которой еще гарантируется должное качество выполнения техно-
логического процесса. Все названные тут величины могут выбираться или
определяться исходя из различных соображений, в том числе и тех, которые
были приведены ранее. Ценность выражения (5.6) состоит в возможности
проверки согласованности принятых значений упомянутых выше величин
между собой. Простота математического представления выражения (5.6)
обеспечивает его доступность для конструкторских применений.

5.2. Моделирование распределения жидкости
по обрабатываемой поверхности

5.2.1. П о с т а н о в к а и а к т у а л ь н о с т ь з а д а ч и. В конструкции
подавляющего большинства машин для применения химических средств за-
щиты растений используются гидравлические распылители различных кон-
струкций и типоразмеров. Применительно к штанговым орудиям вопросы
распределения жидкости по ширине захвата одного распылителя и орудия в
целом достаточно хорошо изучены. В большинстве случаев идеальной счи-
тается треугольная характеристика распределения жидкости распылителем
по ширине захвата. Для таких распылителей разработано теоретическое
обоснование расположения их по ширине штанги. Практически повсемест-
но налажен выпуск большого разнообразия таких распылителей. Все они в
основном щелевые, прямоточные с клиновидным шлицом.

Далее речь пойдет, о распылителях, предназначенных для ВВ жидко-
стей, например, гербицидов. С точки зрения габаритов, простоты конструк-
ции, удобства монтажа и обслуживания для этих целей также приемлемы
уже упомянутые выше распылители, хотя и с иной характеристикой рас-
пределения жидкости по ширине захвата.

Актуальнось следующей далее задачи обусловлена тем, что если для
штанговых орудий ориентация распылителей очевидна (вертикально вниз)
и исключения очень редки, то для орудий вносящих жидкость внутрипоч-
венно, это далеко непростой вопрос. Чаще всего в таких конструкциях рас-
пылители ориентируют либо горизонтально, либо с незначительным накло-



242 Глава 5. Процессы образования полости в почве и распыления ...

ном вниз. В нашей стране и в государствах СНГ, нет и не было выпус-
кающихся серийно подобных орудий вообще и специальных распылителей
для них, в частности. Но исследовательские работы в этом направлении
велись [297,300–303]. Если абстрагироваться от конкретных характеристик
распылителей внутрипочвенного применения, то удается локализовать от-
дельную техническую задачу, ранее установленную автором исследователь-
ским способом [297, 303]. Суть ее состоит в том, что ориентированный под
углом к обрабатываемой плоскости распылитель дает иное, нежели при вер-
тикальной ориентации, распределение жидкости по ширине захвата.

Таким образом иллюстрируется необходимость разработки теоретиче-
ских приемов, позволяющих на основании характеристики распылителя
снятой при его вертикальной ориентации прогнозировать характер распре-
деления рабочей жидкости, которое сложится при наклонной, например,
почти горизонтальной ориентации.

Следует также обосновать, достаточно ли для распылителей внутри-
почвенного применения иметь одномерную характеристику распределения
жидкости по ширине захвата или же необходимо получать двумерное рас-
пределение жидкости по площади пятна распыла (ПР), при нормированном
удалении от контрольной поверхности.

5.2.2. Ф а к е л р а с пыл а жидк о с т и к а к в е к т о р н о е п о л е [304].
Рассмотрим левую ортогональную систему координат Oxyz (рис. 5.4), ба-
зисный репер которой — (O,�l, �m,�n), [305]. Положительное направление оси
Oz — вертикально вниз. Полагаем, что конечный элемент проточной части
распылителя располагается в начале (точка O) этой системы координат
Oxyz. Ориентирован распылитель в направлении оси Oz. В процессе его
работы истекающая из него жидкость распыляется, образуя при этом ко-
нусоподобный ФР. Вершина этого факела располагается в начальной точке
(x = y = z = 0) системы координат Oxyz.

Условимся, что поверхность, на которую напыляется жидкость распо-
лагается на удалении z = h от координатной плоскости xOy и параллель-
на последней. Для этой плоскости (x, y, z = h) двумерное распределение
жидкости считаем известным. Задается оно функцией f = f(x, y). По сво-
ей физической сути эта функция является количеством жидкости, которое
попадает на единицу площади в течение единицы времени в точке с коорди-
натами x, y и z = h. Тут и далее понятие “количество жидкости” в равной
мере применимо к обозначению величины объема жидкости и ее массы.

В качестве ПР будем понимать прямоугольную область ω cо сторона-
ми, параллельными осям координат Ox и Oy. По размерам эта область
ω = {x, y : a1 ≤ x ≤ a2; b1 ≤ y ≤ b2} такова, что полностью охватывает (воз-
можно с “запасом”) всю территорию, на которую попадает хоть сколь угод-
но мало жидкости. В пределах ω, которая фактически является областью
определения функции распределения f(x, y), на основе экспериментальных
данных, путем сбора жидкости, попадающей на каждую элементарную пло-
щадку ПР ω можно получить ее сеточное представление f = fk,l(x, y), где
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индексы k и l, задаются сеткой ωk,l = {xk, yl : a1 = x0 < x1 < . . . < xn =
a2; b1 = y0 < y1 < . . . < ym = b2}. Выполнив сплайн-интерполяцию с помо-
щью кусочно-бикубической функции [202,306] будем понимать

f(x, y) =
∑3

i,j=0 a
k,l
i,j (x− xk)i(y − yl)j ,

(k = 0, 1, . . . , n; l = 0, 1, . . . ,m),
(5.7)

когда x ∈ [xk, xk+1], y ∈ [yl, yl+1]. На сетке ωk,l сплайн-функция f(x, y)
(5.7) принимает заданные значения fk,l, которые, в свою очередь, равны
свободным членам ее полиномов:

f(xk, yl) = fk,l = ak,l
0,0, (k = 0, 1, . . . , n; l = 0, 1, . . . ,m), (5.8)

Рис. 5.4. Расчетная схема факела распыла c пятном распыла ω площадью
(a2 − a1)× (b2 − b1) в координатах Oxyz и вспомогательные построения для

определения векторного поля �B(x, y, z) потока жидкости
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в пределах ω дважды непрерывно дифференцируема:

f(x, y) ∈ C2(ω), (5.9)

вдоль внешнего контура Γ площадки ω (Γ ∈ ω) выполняется условие:

∂2f

∂ν2

∣∣∣
Γ

= 0, (5.10)

где ν — внешняя нормаль к границе Γ области ω. Кроме уже приведенного,
в отношении функции f(x, y), а, следовательно, и в отношении ее сплайн-
представления (5.7), в силу специфики реального процесса распределения
жидкости по площадке ω, который они отражают, укажем, что f(x, y)|ω ≥ 0.
Пример такого распределения для конкретного распылителя приведен на
рис. 5.5. На нем функция f(x, y) изображена в виде совокупности изоли-
ний. Тут и далее в пределах текущего раздела все величины рассматриваем
как безразмерные. В дальнейшем распределение f(x, y) условимся называть
нормированной двумерной характеристикой распылителя.

Рис. 5.5. Пример распределения жидкости распылителем при удалении h и
нормальной ориентации его относительно плоскости напыления ω размером
(a2−a1)× (b2−b1). Изолинии соответствуют количеству жидкости, которое

попадает на единицу площади в единицу времени
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С учетом принятых ограничений на форму и размеры площадки ω кону-
сообразный ФР жидкости распылителем полностью располагается внутри
объема пирамиды Ω, основанием которой является эта площадка ω, а вер-
шиной точка O, начала системы координат Oxyz. В дальнейшем именно
эту пирамиду условимся считать ФР.

Применение сплайн-интерполяции далее позволит стандартизовать ана-
литическое представление функции f(x, y) распределения жидкости распы-
лителем, а, следовательно, и все последующие выкладки. Тому же способ-
ствует использование прямоугольной области ω, ортогональной сетки ωk,l,
а также представление ФР Ω в виде пирамиды.

Предполагается, что система координат Oxyz неподвижна, но извест-
но вероятное направление перемещения распылителя при установке его на
сельскохозяйственном орудии. В общем случае (в дальнейшем остановим-
ся именно на нем) это направление может быть различным. В частном же
случае, когда вектор перемещения распылителя совпадает с осью Oy или
параллелен ей, под термином “распределение жидкости по ширине захвата”
следует понимать “распределение жидкости вдоль оси Ox”. Это распреде-
ление может быть найдено путем интегрирования:

F (x) =
∫ b2

b1

f(x, y)dy
∣∣∣
x∈[a1,a2]

, (5.11)

и описывает характер реального распределения жидкости отдельными рас-
пылителями штанговых орудий, для которых характерна именно верти-
кальная ориентация сопел распылительных головок.

Подстановка сплайн-функции f(x, y) (5.7) в уравнение (5.11), а затем
интегрирование дает:

F (x) =
m−1∑
l=0

3∑
i,j=0

ak,l
i,j (x− xk)i(yl+1 − yl)j+1

∣∣∣
x∈[a1,a2]

,

(k = 0, 1, . . . , n; l = 0, 1, . . . ,m),
(5.12)

Характер распределения и движения жидкости в пределах ФР Ω опи-
шем, использовав векторное поле �B(x, y, z). Модуль B(x, y, z) векторов это-
го поля �B(x, y, z) определяет количество жидкости, которое перемещается
через единичную, перпендикулярную потоку площадку в текущей точке в
единицу времени. Направляющие косинусы его cosαx, cosαy и cosαz ука-
зывают направление переноса жидкости. Если записать

�B = B(�l cosαx, �m cosαy, �n cosαz), (5.13)

то направляющие косинусы cosαx, cosαy, cosαz можно трактовать как от-
носящиеся к радиус-вектору, указывающему на точку общего положения с
координатами x, y, z и располагающуюся в объеме ФР Ω. Сами направ-
ляющие косинусы, через координаты все той же точки общего положения,
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определяются так:
cosαx =

x√
x2 + y2 + z2

,

cosαy =
y√

x2 + y2 + z2
,

cosαz =
z√

x2 + y2 + z2
.

(5.14)

Исходя из физической природы векторного поля �B(x, y, z), пренебрегая
дискретностью распределения жидкости внутри объема ФР Ω, полагаем,
что векторная величина �B(x, y, z) непрерывная и гладкая при всех (x, y, z) ∈
Ω, т.е. ( �B(x, y, z) ∈ C2(Ω)).

Уравнение связи между �B(x, y, z)и f(x, y) с учетом обозначения �B|ω =
�B(x, y, z=h) можно представить в виде скалярного произведения [305]:

f(x, y) = �n �B|ω. (5.15)

Опираясь на последнее выражение (5.15) и определение векторного по-
ля �B решим первую часть задачи — выразим �B через известные величи-
ны. Функцию f распределения жидкости по ПР ω, с учетом предпринятой
сплайн-интерполяции (5.7) считаем известной.

Запишем скалярное произведение (5.15) в развернутом виде [305]:

f(x, y) = (0, 0, 1)(Bx|ω, By|ω, Bz|ω). (5.16)

Из (5.16) следует:
f(x, y) = Bz|ω. (5.17)

Учитывая, что в пределах области определения функции f(x, y) (площадки
ω) значение z = h и, принимая во внимание (5.13), (5.14) из (5.17), имеем:

f(x, y) =
h√

x2 + y2 + h2
B(x, y, z = h). (5.18)

Рассмотрим произвольную точку M , имеющую координаты xM , yM , zM

и располагающуюся в пределах площадки ω (M ∈ ω).M является конечной
точкой радиус-вектора �R, исходящего из начала системы координат Oxyz
и имеющего направляюще косинусы cosαxM

, cosαyM
и cosαzM

, совпадаю-
щие с таковыми (уравнения (5.14) для �B|M = �B(xM , yM , zM ). Рассмотрим
другую точку m (m ∈ Ω), располагающуюся на радиус-векторе �R. Ее коор-
динаты xm, ym, zm. Эта точка также является конечной у радиус-вектора
�r с точкой приложения в начале координат Oxyz и, следовательно, совпа-
дающего по направлению с �R.

Поскольку значения B|M и B|m функционально связаны, с очевидной
зависимостью от R/r, использовав функцию-множитель Ψ(R/r) запишем:

B|m = ΨB|M . (5.19)
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Учитывая свободу выбора точки M , а также принимая во внимание (5.18),
можно утверждать, что выражение (5.19) определяет значение B по всей
ее области определения, т.е. по объему Ω ФР. Следует только определить
функцию-множитель Ψ(R/r).

Возвращаясь все к тем же точкам m и M (рис. 5.6), определим прямо-
угольные площадки, параллельные друг-другу и плоскости xOy, размером
Δxm ×Δym и ΔxM ×ΔyM . Точки m, M располагаются в центре этих пло-
щадок, а ориентация и размеры (Δxm, Δym и ΔxM , ΔyM ) последних со-
гласованы таким образом, что приложенные к их угловым точкам и центру
системы координат Oxyz радиус-векторы попарно совпадают по направле-
нию. Величины Δxm, Δym, ΔxM и ΔyM выбраны настолько малыми, чтобы
в их пределах отклонением фактических значений модуля и ориентации �B

Рис. 5.6. Область υ пересечения факела распыла плоскостью общего поло-
жения Π и новая система координат O∗x∗y∗z∗
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от �Bm и �BM можно было пренебречь. С учетом оговоренного выше спра-
ведливо следующее:

B|m Δxm Δym = B|M ΔxM ΔyM . (5.20)

В силу согласованности размеров рассматриваемых тут площадок можно
записать следующие соотношения:

ΔxM

Δxm
=

ΔyM

Δym
=
R

r
. (5.21)

Теперь из равенств (5.20) и (5.21) имеем:

B|m
B|M =

ΔxM ΔyM

Δxm Δym
=
(
R

r

)2

. (5.22)

Из выражений (5.19) и (5.22) находим искомую функцию Ψ(R/r):

Ψ =
(
R

r

)2

. (5.23)

Окончательно имеем:

B|m =
(
R

r

)2

B|M . (5.24)

Поскольку точка M произвольная точка на поверхности ω, то уместно
изменить запись функции f(x, y) на f(xM , yM ). Аналогичные изменения
рационально внести и в выражение (5.18):

f(xM , yM ) =
h√

x2
M + y2

M + h2
B(xM , yM , zM = h). (5.25)

Прибегнув к последней замене независимых переменных x и y на xM и
yM вправе пользоваться старыми обозначениями относительно точек сво-
бодного расположения m в пределах всего пространства Ω:

xM

R
=
x

r
;

yM

R
=
y

r
. (5.26)

Из выражений (5.26) получаем координаты точки M , располагающейся на
поверхности ω и соответствующей точке m свободного расположения:

xM = x
R

r
; yM = y

R

r
. (5.27)

Используем также аналогичную (5.26) замену:

R

r
=
h

z
. (5.28)
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Теперь, выполнив подстановку соотношения (5.28) в выражения (5.27),
затем полученных значений xM , yM в выражение (5.25), и последнего вместе
с соотношением (5.28) — в (5.24), в итоге простых преобразований получим:

B(x, y, z) =
(
h

z

)3
√
x2 + y2 + z2

h
f

(
x
h

z
, y
h

z

)
. (5.29)

Напомним, что точка m — фактически произвольная точка в объеме ФР
Ω (m ∈ Ω). Поэтому в левой части последнего выражения (5.29) вместо
частного обозначения B|m использовано общее — B(x, y, z).

Подставив в выражение (5.13) значения направляющих косинусов (5.14)
и модуля B (5.29), получим общее выражение:

�B(x, y, z) =
h2

z3
f

(
x
h

z
, y
h

z

)
(�lx, �my, �nz), (5.30)

для векторного поля �B, иллюстрирующее количество и направление пере-
мещения жидкости в произвольной точке обйома ФР Ω.

5.2.3. Р а с пыл е н и е жидк о с т и п о с в о б о д н о о р и е н т и р о в а н-
н о й п л ощадк е [304]. Изучим характер распределения жидкости рас-
пылителем по площадке общего положения. Для этого раcсмотрим произ-
вольную плоскость Π, заданную нормированным уравнением [305]:

x cosβx + y cosβy + z cosβz − p = 0, (5.31)

где cosβx, cosβy и cosβz — направляющие косинусы ориентированого в сто-
рону положительной ветви оси Oz единичного вектора нормали �k к этой
плоскости Π, а p — постоянная, обозначающая минимальное расстояние от
начала системы координат Oxyz до плоскости Π (p > 0 — по определению).
Свобода в ориентации плоскости Π ограничена лишь тем, что она обяза-
тельно пересекается с положительной ветвью оси Oz системы координат
Oxyz, т.е. cosβz > 0. υ — область пересечения этой плоскости с пирами-
дой Ω (υ = Π ∩ Ω). По отношению к реальному сельхозорудию площадка
Π имитирует свободное положение распылителя относительно поверхности,
на которую наносится жидкость, а υ являет собою новое ПР жидкости. Тот
факт, что сейчас на ориентацию Π ограничений практически не наклады-
вается говорит о том, что рассматривается общий случай.

Поток вектора �B через единицу поверхности площадки υ можно опре-
делить так же в виде скалярного произведения, подобно (5.15):

f∗(x, y) = �k �B|υ, (5.32)

где �B|υ = �B
(
x, y, z(x, y)

)
, а z(x, y) определяется из уравнения (5.31) плос-

кости Π:
z(x, y) =

p− x cosβx − y cosβy

cosβz
. (5.33)
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Аналогично f(x, y) функция f∗(x, y) есть количество жидкости, которое
попадает на единицу поверхности υ за единицу времени в каждой точке
последней. Областью определения f∗(x, y) являются (x, y) ∈ υ.

Представим выражение (5.32) для f∗(x, y) в развернутом виде:

f∗(x, y)=
(
cosαx cosβx+cosαy cosβy+cosαz cosβz

)
B
(
x, y, z(x, y)

)
. (5.34)

Далее, выполнив подстановку в уравнение f∗(x, y) (5.34) выражения для
модуля B векторов поля �B из (5.29) и направляющих косинусов из (5.14), а
также понимая, что z = z(x, y) привязано к плоскости Π и задается уравне-
нием (5.33), получим общее выражение для f∗(x, y) — распределения жид-
кости по ПР υ на произвольной плоскости Π:

f∗(x, y) =
p h2

z3(x, y)
f

(
x

h

z(x, y)
, y

h

z(x, y)

)
. (5.35)

Для дальнейшего анализа представленной в системе координат Oxyz
функции f∗(x, y) выражение (5.35) неудобно, поскольку независимые коор-
динаты x, y не являются в полном смысле таковыми и должны удовлетво-
рять уравнению (5.33) плоскости Π, участком которой является ПР υ. Что-
бы лишиться таких неудобств, воспользуемся новой левой ортогональной
системой координат O∗x∗y∗z∗, базисный репер которой (O∗,�i,�j,�k), точка
O∗ начала координат располагается на пересечении плоскости Π с осью Oz
(xO∗ = 0; yO∗ = 0; zO∗ = p/ cosβz), а вектор нормаль �k одновременно явля-
ется направляющим ортом оси O∗z∗. Следовательно, две другие оси O∗x∗,
O∗y∗, которым соответствуют орты �i, �j, располагаются на плоскости Π. В
пределах плоскости Π ориентация пары векторов �i ⊥ �j может быть про-
извольной или диктоваться логикой анализа функции f∗(x, y). Последняя
теперь может быть представлена и в новых координатах f∗(x∗, y∗).

Учитывая приведенное выше и сельскохозяйственный смысл решаемой
задачи, зададимся произвольным направлением перемещения распылителя,
совпадающим с �j. Плоскость Π можно рассматривать как, например, плос-
кость резания РО для ВВГ или удобрений. В таком случае вектор переме-
щения этого РО совпадает с его плоскостью резания. Поскольку орты�i, �j, �k
вместе образуют базисный репер новой системы координат O∗x∗y∗z∗ и ори-
ентация �k по отношению к старой системе координат Oxyz уже определена,
то чтобы однозначно определить ориентацию осей новой системы O∗x∗y∗z∗

условимся, что линия действия�i совпадает с линией пересечения плоскости
Π и вертикальной плоскости Z, совмещенной с осью Oz. Уравнение послед-
ней: y − tg φx = 0, где φ — угол между положительным направлением оси
Ox и плоскостью Z. Тогда направление �i задается прямой:{−x sinφ+ y cosφ = 0,

x cosβx + y cosβy + z cosβz − p = 0, (5.36)

которая пересекается с осью Oz на высоте z = p/ cosβz. Важно заметить,
что знаки в уравнениях системы (5.36) однозначно определяют прямую или
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обратную ориентацию�i. Важно также помнить, что репер (O,�l, �m,�n) систе-
мы координат Oxyz, в которой определены уравнения плоскостей из систе-
мы (5.36), в соответствии с начальными условиями образует левую тройку
векторов �l, �m,�n, а не правую. С учетом всего сказанного, через направляю-
щие косинусы cos γx, cos γy и cos γz орта �i, уравнение прямой (5.36) может
быть переписано в каноническом нормированном виде [305]:

x

cos γx
=

y

cos γy
=
z − p cos−1βz

cos γz
, (5.37)

а сами направляющие косинусы определены так:

cos γx = t cosφ cosβz,
cos γy = t sinφ cosβz,
cos γz = −t (cosφ cosβx + sinφ cosβy) ,

(5.38)

где

t = 1
/ √

1 − (sinφ cosβx + cosφ cosβy)2 (5.39)

— нормирующий множитель. Его необходимость вытекает из того, что,
несмотря на нормировку уравнений плоскостей из системы (5.36), в общем
случае последние не являются взаимно перпендикулярными [305]. Все углы
φ, βx, βy и βz правой части уравнений (5.38) и (5.39) известны. Следова-
тельно, заключаем, что единичный вектор �i определен.

Теперь вычислим направляющие косинусы cos θx, cos θy, cos θz третьего
единичного вектора �j, перпендикулярного первым двум (�k,�i) и образующе-
го с ними базисный репер (O,�i,�j,�k), новой ортогональной системы коорди-
нат O∗x∗y∗z∗. Из определения векторного произведения следует [305]

[�k�i ] = �j. (5.40)

Порядок умножения векторов тут диктуется тем, что тройка �i�j �k должна
быть левой (вытекает из определения системы координат O∗x∗y∗z∗), так-
же, как и тройка �l, �m,�n. Орты �i, �k взаимно перпендикулярны, а значит в
нормировке результирующего вектора [�i�k ] нет необходимости [305]. Тогда
направляющие косинусы вектора �j определяются так:

cos θx = cosβy cos γz − cos γy cosβz,
cos θy = cosβz cos γx − cos γz cosβx,
cos θz = cosβx cos γy − cos γx cosβy.

(5.41)

Подстановка в последние выражения (5.41) значений для cos γx, cos γy и
cos γz из (5.38) дает:

cos θx = t
(
cosφ cosβx cosβy − sinφ sin2 βx

)
,

cos θy = −t (sinφ cosβx cosβy − cosφ sin2 βy

)
,

cos θz = t cosβz (sinφ cosβx − cosφ cosβy) .
(5.42)
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Поскольку по отношению к старой системе координат Oxyz направля-
ющие косинусы всех ортов базисного репера (O,�i,�j,�k) новой ортогональ-
ной системы координат O∗x∗y∗z∗ известны, а также известны координаты
точки приложения нового базисного репера (точки O∗), можно записать
выражения связи старых и новых координат [307]:

x = x∗ cos γx + y∗ cos γy + z∗ cos γz,
y = x∗ cos θx + y∗ cos θy + z∗ cos θz,
z = x∗ cosβx + y∗ cosβy + z∗ cosβz + p/ cosβz.

(5.43)

Воспользовавшись выражениями (5.38) и (5.42), а также, учитывая то
обстоятельство, что областью определения функции распределения f∗(x, y)
является υ ∈ Π, для которой z∗ = 0, освобождаем уравнения преобразова-
ний координат (5.43) от неизвестных направляющих косинусов и получаем
окончательные выражения для старых координат x, y и z, представленных
в виде функций от новых координат x∗, y∗:

x(x∗, y∗) = t cosβz (x∗ cosφ+ y∗ sinφ) ,
y(x∗, y∗) = t [cosβx cosβy (x∗ cosφ− y∗ sinφ)+

y∗ cosφ sin2 βy − x∗ sinφ sin2 βx

]
,

z(x∗, y∗) = x∗ cosβx + y∗ cosβy + p/ cosβz .

(5.44)

Теперь вернемся к функции f∗(x, y) — распределения жидкости по ПР
υ на плоскости Π. Имея в виду, что плоскость Π совпадает с координатной
плоскостью x∗O∗y∗, а областью определения f∗(x, y) есть именно некоторая
часть площадки υ этой плоскости Π, где z∗ = 0, выразим эту функцию (5.35)
через координаты x∗ и y∗ в соответствии с выражениями: (5.44)

f∗(x∗, y∗) =
p h2

z3(x∗, y∗)
f

(
x(x∗, y∗)
z(x∗, y∗)

h,
y(x∗, y∗)
z(x∗, y∗)

h

)
. (5.45)

Итак, функция f∗(x∗, y∗) распределения жидкости распылителем в пре-
делах ПР υ на произвольной плоскости Π получена. Из (5.45) следует,
что распределение f∗(x∗, y∗) жидкости по обрабатываемой поверхности на-
клонно (возможно с поворотом) ориентированным распылителем, может
быть определено теоретически по аналагичному двумерному распределе-
нию f(x, y), снятому для того же распылителя в стандартных условиях
при вертикальной его ориентации. Одномерного исходного распределения
для этой цели недостаточно, даже если конечной целью является также
одномерное распределение.

5.2.4. М е т о д и к а п е р е с ч е т а н о рмир о в а н н о й х а р а к т е р и с-
т и к и р а с пыли т е л я [304]. По сути в дальнейшем остановимся на при-
менении выражения (5.45). Область определения функции f∗(x∗, y∗), как
было сказано выше, укладывается в границы площадки υ. Но поскольку она
(υ) с запасом охватывает реальное ПР и вдоль контура площадки υ гаранти-
ровано f∗(x∗, y∗) = 0, то ничто не мешает раздвинуть υ до прямоугольника
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υ = {x∗, y∗ : x∗min ≤ x∗ ≤ x∗max; y∗min ≤ y∗ ≤ y∗max}, где граничные значения
x∗min, y∗min и x∗max, y∗max, определяются как наименьшие и наибольшие значе-
ния координат x∗ и y∗ точек пересечение боковых ребер пирамиды Ω с плос-
костью Π. За пределами контура пресечения плоскости Π с пирамидой Ω,
вплоть до новых границ υ = {x∗, y∗ : x∗min ≤ x∗ ≤ x∗max; y∗min ≤ y∗ ≤ y∗max},
логично полагать, что f∗(x∗, y∗) = 0.

Запишем уравнение четырех боковых ребер пирамиды Ω:

x

ak
=
y

bl
=
z

h
, (k, l = 1, 2), (5.46)

где ak и bl (k, l = 1, 2) — координаты угловых точек основания ω (рис. 5.4)
пирамиды Ω. Координаты xi, yi и zi (i = 1, 2, 3, 4 — соответственно числу
комбинаций k, l = 1, 2) точек пересечения ребер (5.46) с плоскостью Π (5.31)
получим, решив уравнения (5.46) и (5.31) как систему:

xi =
akp

Qkl
, yi =

blp

Qkl
, zi =

hp

Qkl
, (i = 1, 2, 3, 4; k, l = 1, 2), (5.47)

где
Qkl = ak cosβx + bl cosβy + h cosβz, (k, l = 1, 2). (5.48)

Далее старые координаты xi, yi и zi (5.47), воспользовавшись уравнениями
(5.44), выразим через новые x∗i и y∗i (z∗i = 0):⎧⎪⎨⎪⎩

x∗i cosφ+ y∗i sinφ =
akp

Qkl t cosβz
,

x∗i cosβx + y∗i cosβy = p

(
h

Qkl
− 1

cosβz

)
,

(i = 1, 2, 3, 4; k, l = 1, 2), (5.49)

где t =
√

1 − (sinφ cosβx + cosφ cosβy)2 . Решим эти системы относительно
x∗i , y∗i , для чего обозначим определители:

Δ = cosφ cosβy − sinφ cosβx , (5.50)

Δx∗i =
akp cosβy

Qkl t cosβz
− p

(
h

Qkl
− 1

cosβz

)
sinφ ,

Δy∗i = p

(
h

Qkl
− 1

cosβz

)
cosφ− akp cosβx

Qkl t cosβz
.
(i=1, 2, 3, 4; k, l=1, 2), (5.51)

Решением (5.49) будет x∗i = Δx∗i/Δ, y∗i = Δy∗i/Δ. Теперь из этих решений
выберем минимальные и максимальные значения координат:

x∗min = min {x∗i } , x∗max = max {x∗i } ,
y∗min = min {y∗i } , y∗max = max {y∗i } . (i = 1, 2, 3, 4), (5.52)

И, наконец, заключаем, что, с учетом равенств (5.52), новые границы пло-
щадки υ = {x∗, y∗ : x∗min ≤ x∗ ≤ x∗max; y∗min ≤ y∗ ≤ y∗max} — определены.
Далее c помощью сетки υk,l = {xk, yl : x∗min = x0 < x1 < . . . < xn =
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x∗max; y∗min = y0 < y1 < . . . < ym = y∗max} выполним разбиение площадки υ
на прямоугольные области, аналогично тому, как это выполнялось в отно-
шении исходного ПР ω, и, воспользовавшись выражением (5.45), рассчитаем
значения функции f∗(x∗, y∗) в узловых точках:

f∗k,l = f∗(x∗k, y
∗
l ) , (k = 0, 1, . . . , n; l = 0, 1, . . . ,m) . (5.53)

Дальше интерполируем функцию f∗(x∗, y∗) с помощью того же (5.7) бику-
бического сплайна

f∗(x∗, y∗) =
∑3

i,j=0 a
∗k,l
i,j (x∗ − x∗k)i(y∗ − y∗l )j ,

(k = 0, 1, . . . , n; l = 0, 1, . . . ,m),
(5.54)

где x∗ ∈ [x∗k, x
∗
k+1], y

∗ ∈ [y∗l , y
∗
l+1], а коэффициенты сплайна a∗k,l

i,j рассчитаны
соответственно сетке υk,l = {xk, yl : x∗min = x0 < x1 < ... < xn = x∗max; y∗min =
y0< y1<...<ym =y∗max} и значениям функции f∗k,l (5.53) в ее узлах.

С использованием последнего выражения построено (рис. 5.7) геометри-
ческое представление функции f∗(x∗, y∗) распределения жидкости по ПР υ

Рис. 5.7. Распределение жидкости по плоскости, если та повернута вокруг
горизонтальной оси Ox на угол π/6.0 (βx = 1

2π, βy = 1
3π, βz = 1

6π), а
распылитель ориентирован вертикально вниз по направлению Oz
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если поверхность напыления Π, описываемая уравнением (5.31), ориенти-
рована так: βx = 1

2π, βy = 1
3π, βz = 1

6π и p = hβz.
Проинтегрировав последнее выражение (5.54) по y∗ получим функцию

F ∗(x∗) распределения жидкости по ширине полосы внесения, аналогичную
F (x) (5.12), но относящуюся к поверхности напыления Π, ориентация кото-
рой может быть практически любой (5.31):

F ∗(x∗) =
m−1∑
l=0

3∑
i,j=0

a∗k,l
i,j (x

∗ − x∗k)i(y∗l+1 − y∗l )j+1
∣∣∣
x∗∈[x∗

min,x∗
max]

,

(k = 0, 1, . . . , n; l = 0, 1, . . . ,m) .
(5.55)

Графики функции F ∗(x∗) распределения РЖ по ширине полосы внесе-
ния для трех вариантов ориентации распылителя показаны на рис. 5.8.

Рис. 5.8. Распределение жидкости по ширине захвата F (x) и F ∗(x∗) для
различных углов наклона поверхности напыления Π (βx = π/2 = const):
F (x) (1) — βy = π/2, βz = 0; F ∗(x∗) (2) — βy = π/3, βz = π/6; F ∗(x∗) (3) —

βy = π/6, βz = π/3

5.2.5. А н а л и з р е з у л ь т а т о в м о д е л и р о в а н и я [304]. Для иллю-
страции предложенного алгоритма расчета функций f∗(x∗, y∗) и F ∗(x∗) рас-
пределения жидкости распылителем по плоскости общего положения Π и
вдоль одной из координатных осей (в данном случае O∗x∗) использован
распылитель, на двумерной характеристике которого (рис. 5.5) явно видно
два дефекта, выражающиеся в наличии трех экстремумов вместо одного в
центре ПР ω. Но тем не менее, при использовании таких распылителей на
штанговом орудии при вертикальной ориентации (в направлении оси Oz)
и расстоянии друг от друга, равном половине ширины захвата, они дают
практически “идеальное” распределение (рис. 5.9). Если же такой распыли-
тель ориентировать к плоскости напыления под углом (рис. 5.7), то распре-
деление жидкости по поверхности будет совершенно иным. В данном случае
ПР увеличилось в размерах, экстремумов стало два, причем безусловный
максимум существенно сместился из центра влево. В случае одномерного
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Рис. 5.9. Распределение жидкости по ширине захвата распылителями, уста-
новленными на штанге: 1 — распределение жидкости центральным распы-
лителем; 2 — каждым из двух соседних; 3 — суммарное распределение

распределения (рис. 5.8) ситуация такая же. Чем сильнее наклон распыли-
теля, тем существеннее искажается одномерное распределение. В отноше-
нии рассматриваемого распылителя можно сказать, что для использования
на штанговом орудии он применим без всяких скидок, в то время, как вряд
ли целесообразно его использование с установкой под углом, как то бывает,
например, в РО для ленточного ВВГ [297,300–303].
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ВЫВОДЫ

1. Если рабочий орган для внутрипочвенного внесения жидких средств
химической защиты растений построен на основе стрельчатой лапы, то до-
стигнуть программируемого распределения рабочей жидкости под слоем
почвы можно только при наклонной по отношению к дну борозды (плоско-
сти резания) ориентации распылителя.

2. Конструктивные параметры рабочего органа, глубина обработки и
рабочая скорость взаимосвязаны между собой. Всегда есть минимальный
предел скорости движения рабочего органа, при которой уже не гаранти-
руется программируемое распределение препарата под слоем почвы. Если
плоскорежущий стрельчатый рабочий орган имеет ширину захвата 270 мм,
максимальную высоту сводообразующей части 17 мм, угол раствора леме-
хов у режущей кромки 65◦, угол крошения лемехов, изменяющийся от 23◦

(у режущей кромки) до 10◦ (у верхнего обреза лемехов), то для внесения ра-
бочей жидкости на глубину 5 – 8 см минимальная рабочая скорость должна
составлять 1,8 – 2,38 м/c.

3. Применение распылителей в технических средствах для внутрипоч-
венного внесения жидких средств защиты растений предполагает более
жесткие требования на их характеристики, определяющие закономерности
распределения жидкости в пределах пятна напыления. Наименее требова-
тельными в этом смысле являются штанговые опрыскиватели, предпола-
гающие вертикальную ориентацию установленных с перекрытием ширины
захвата гидравлических распылителей.

4. Двумерной нормированной характеристикой распылителя следует на-
зывать полученное экспериментальным путем распределение рабочей жид-
кости по обрабатываемой поверхности для случая, когда сопло распылите-
ля ориентировано вертикально вниз и удалено от поверхности напыления
на расстояние, которое выбирается из соображений согласования размеров
пятна распыла и поверхности напыления стенда, а также степени диспер-
гирования жидкости.

5. Для аналитического представления двумерной нормированной харак-
теристики распылителя рационально применять сплайн-интерполяцию, в,
частности, бикубическим сплайном.

6. Наличие двумерной нормированной характеристики распылителя да-
ет возможность рассчитать все параметры распределение жидкости по об-
рабатываемой поверхности в случае его произвольной ориентации.
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ГЛАВА 6
РАЗРАБОТКА ТЕХНОЛОГИЙ И ТЕХНИЧЕСКИХ СРЕДСТВ

ДЛЯ ВНЕСЕНИЯ ЖИДКИХ УДОБРЕНИЙ
И ХИМЗАЩИТЫ РАСТЕНИЙ

6.1. Разработка комбинированных рабочих органов
для почвообработки и внесения жидких удобрений
и/или иных средств химзащиты растений

6.1.1. Р а б о ч и е о р г а ны для о т к рыт о г о л е н т о ч н о г о в н е с е-
н и я жидки х г е р б и ц и д о в. Разработке авторских конструкций техни-
ческих средств для ленточного внесения гербицидов предварял ряд испыта-
ний. Проходили они в 1984 году на полях совхоза Кременчугский (с. Омель-
ник, Кременчугский р-н, Полтавская обл.). Тогда исследовалась возмож-
ность использования элементов технологии и технических средств из ком-
плекса машин для возделывания овощных культур на орошаемых землях
по астраханскому методу [37, 39] применительно к возделыванию кукуру-
зы и подсолнечника на богарных землях в условиях безотвальной системы
земледелия. Ключевым моментом являлось внесение гербицидов ленточ-
ным способом, что предполагало использование бороздорезов и загортачей
(рис. 6.1,A и 6.1,C) конструкции ВНИИОБ (г. Камызяк).

Бороздорез сконструирован на основе культиваторной стрельчатой ла-
пы C-5.3 ГОСТ-1343-82 шириной захвата 270 мм, вдоль крыльев которой
сверху на расстоянии 20...25 мм от режущей кромки установлены сварен-
ные между собой вертикальные пластины [37]. Левый и правый загортачи
также представляли собой расположенные под углом к направлению дви-
жения вертикальные металлические щитки, установленные один на левую,
другой на правую односторонние лапы-бритвы шириной захвата 16 см [37].

Проведенные испытания позволили убедиться в высокой эффективности
астраханской технологии в целом, а также определить некоторые недостат-
ки технических средств ВНИИОБ, которые препятствуют распространению
метода на пропашные культуры, возделываемые при неорошаемом земле-
делии и безотвальной системе обработки почвы.

Прежде всего была отмечена низкая производительность комбиниро-
ванного агрегата для внесения гербицидов, состоящего из трактора Т-70,
подкормщика-опрыскивателя ПОМ-630 и культиватора КРН-4,2 с шестью
рабочими секциями, дополнительно оборудованного двумя щелевателями-
направителями (ЩН) и двумя маркерами. РЖ тогда готовили машиной
“Пемикс-1002” и простоев из-за несвоевременного приготовления рабочего
раствора не было. Даже выработка 8 га за смену была достигнута только
после замены бороздорезов конструкции ВНИИОБ на авторские РО, имею-
щие более плавные обводы и меньшую ширину захвата, которая составила
18 см (рис. 6.1,B). Такой ширины захвата оказалось достаточно. Позже этот
вывод использовался при разработке других конструкций РО. В силу пе-
речисленных факторов, новые бороздорезы имели повышенную рабочую
скорость при той же интенсивности разбрасывания почвы в стороны.
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A B

C D

Рис. 6.1. Рабочие органы для открытого ленточного внесения жидких
гербицидов: A и C — бороздорез и загортач конструкции ВНИИОБ

(г. Камызяк); B и D — предлагаемые бороздорез и загортач
(промежуточный вариант)
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Тем не менее, загортачи конструкции ВНИИОБ, по-прежнему, плохо вы-
полняли свои функции. В процессе их работы вдоль оси рядка образовывал-
ся почвенный валик, представляющий собой смесь комков и растительных
остатков, что в последующем сильно снижало качество посева и способ-
ствовало потерям влаги. Производительность комбинированного агрегата
оставалась низкой. Недостаточная прочность ЩН конструкции ВНИИОБ
ограничивала рабочую скорость движения при использовании более мощ-
ных тракторов, например, ДТ-75М.

Существенно (до 11,5 га или на 40...43%) повысить сменную выработку
агрегатов для внесения гербицидов удалось в 1985 году, когда нарезку на-
правляющих щелей выделили в отдельную операцию, использовав для этой
цели трактор ДТ-75М с культиватором-плоскорезом-глубокорыхлителем
КПГ-250, заменив плоскорежущие РО ножами-щелерезами, установленны-
ми на расстоянии 140 см друг от друга, и дополнительно оборудовав его
двумя гидрофицированными маркерами.

Кроме этого, вместо предложенных ВНИИОБ загортачей использовали
загортачи (рис. 6.1,D, 6.2) представляющие собой металлическую стойку
1, сваренную в одно целое с расположенной под углом 30o к направлению
движения горизонтальной планкой 2, в отверстиях которой гайками 3 за-

Рис. 6.2. Предлагаемый зубчатый загортач (окончательный вариант):
1 — стойка; 2 — планка горизонтальная; 3 — гайка; 4 — шайба; 5 — зуб

креплены в первом варианте четыре (рис. 6.1,D), а в конечном итоге семь
(рис. 6.2), изогнутых в вертикальной плоскости назад по ходу движения,
зубьев 4 зубовой бороны БЗС-1, скошенная поверхность острия которых
обращена вперед. Расстояние между двумя зубьями увеличивается по за-
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кону геометрической прогрессии со знаменателем 1,1 от 60 до 97 мм, по
мере удаления их от стойки. Размещают загортачи по обе стороны гря-
диля культиваторной секции на расстоянки 250 мм, причем один из них
закрепляют на 150 – 180 мм впереди другого. Такая конструкция загорта-
чей позволяет получить равномерный почвенный фон по всей ширине за-
хвата секции, исключить забивание их растительными остатками, а также
не требует дополнительной установки ротационного РО, чем способствует
сохранению почвенной влаги и уменьшению тягового сопротивления. В по-
следующие несколько лет предлагаемые зубчатые загортачи выпускались
серийно Кременчугским колесным заводом (КрКЗ, г. Кременчуг) [308].

Для уменьшения потерь влаги из щелей за ЩН на всех операциях ис-
пользовали шлейфы. При движении они закрывают щель рыхлой почвой,
хотя полностью, на всю глубину ее, не засыпают. На качестве вождения
агрегатов при проведении последующих операций это не сказывается, но
требует более точного вождения в момент заезда на рядки.

Уменьшение ширины обрабатываемых полос позволило снизить расход
гербицидов по сравнению со сплошным внесением на 74%. Но возделыва-
ние по такой технологии кукурузы и подсолнечника на площади 210 га
(совхоз Кременчугский, 1984 и 1985 г.г.) показало, что открытое внесение
гербицидов, предполагающее образование борозд и последующую их задел-
ку, способствует потерям влаги из почвы [309], что негативно сказывается
на дружности всходов и урожайности. В связи с этим, предложенные кон-
струкции бороздореза (рис. 6.1,B) и загортача (рис. 6.2) было решено ре-
комендовать к использованию или в условиях орошаемого земледелия, или
на богарных землях в зонах достаточного увлажнения. Для иных условий
был разработан ряд конструкций РО, предназначенных для ВВГ с мини-
мальным перемешиванием почвы.

6.1.2. Ц е л ь н о с в а р н о й с т р е л ь ч а тый р а б о ч и й о р г а н д л я
в н у т р и п о ч в е н н о г о в н е с е н и я г е р б и ц и д о в. Предлагаемая кон-
струкция РО (рис. 6.3) состоит из правого и левого лемехов 1, вертикальной
стойки 2, стойки-ребра 3, выполняющих функции ребер жесткости, накла-
док 4 и сводообразующей части 5, под которой расположен щелевой распы-
литель 6 (рис. 6.4). Рабочая жидкость к нему подается по каналу 7 через
индивидуальный фильтр-клапан-отсекатель 8 (рис. 6.5) [310]. Собственно
стрельчатая лапа образуется соединенными посредством стойки-ребра дву-
мя лемехами и расположенной между ними сводообразующей частью. При
этом стойка-ребро имеет тупой угол погружения в почву.

При его создании был поставлен ряд задач: 1) обеспечить надлежа-
щее качество распределения препарата под слоем почвы; 2) минимизиро-
вать возможную глубину внесения препарата; 3) с целью уменьшения по-
терь влаги из почвы по возможности уменьшить степень ее перемешива-
ния; 4) минимизировать переходные процессы заглубления и выглубления
РО, а также выхода его на номинальный режим распыла жидкости; 5) по-
высить рабочие скорости движения; 6) снизить расход РЖ; 7) обеспечить
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Рис. 6.3. Разработанный рабочий орган для внутрипочвенного внесения
гербицидов: 1 — лемех стрельчатой лапы; 2 — стойка; 3 — стойка-ребро;
4 — накладка; 5 — сводообразующая часть; 6 — распылитель щелевой;

7 — трубопровод; 8 — фильтр-клапан-отсекатель
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Рис. 6.4. Разработанный щелевой распылитель
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Рис. 6.5. Разработанный фильтр: 1 — корпус; 2 — клапан-отсекаталь;
3 — седло клапана; 4 — втулка; 5 — шайба поддерживающая; 5 — кольцо;
7 — ткань фильтровальная; 8 — ниппель; 9 — гайка накидная; 10, II, 12,

13 — кольца уплотнительные резиновые
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способность РО к самоочистке от стеблей сорняков и растительных остат-
ков, достаточную для его применения в условиях безотвальной системы
земледелия; 8) обеспечить высокие эргономические показатели по его об-
служиванию и использованию; 9) максимально удешевить конструкцию;

Основной вклад в решение первой задачи вносит наклонная ориентация
распылителя по отношению к дну борозды [297,311]. В данном случае угол
между ФР и плоскостью резания РО составляет 5,5◦ и ФР встречается
с дном борозды в пределах заднего габарита лемехов РО. Преимущества
наклонной ориентации распылителя описаны выше.

Вторая и третья задачи были решены главным образом за счет исполь-
зования в конструкции РО стрельчатой лапы высотой 17 мм с углом кро-
шения в области заточки 28◦ и 10◦ в остальной части лемехов, что в 2,8
раза меньше, чем у серийной лапы C-5.3 ГОСТ-1343-82 с такой же шири-
ной захвата в 270 мм. Это стало возможным за счет применения щелевого
распылителя с внешним диаметром 13 мм.

Решению первых трех и, особенно, четвертой задачи способствовало
применение сводообразующей части с минимальной площадью, что пря-
мо противоположно известной конструкции [312]. Дело в том, что в про-
цессе использования РО, подачу РЖ необходимо включать до начала их
погружения в почву, что связано с необходимостью визуального контроля
за работоспособностью распылителей. В этой связи в процессе последующе-
го погружения РО в почву ФР РЖ перебивается последней. В результате
нижние поверхности лемехов и сводообразующей части лапы смачивают-
ся и на них налипает почва. Если расход рабочей жидкости значительный
(больше 1 л/мин), то это обстоятельство проблемы не составляет, посколь-
ку налипшая почва смывается РЖ и таким образом достигается быстрый
выход РО на требуемый режим работы. При малых расходах РЖ процесс
смыва налипшей почвы может быть длительным, что допускать нельзя.
По этой причине проблема была решена путем исключения большинства
поверхностей, на которые может налипать почва, т.е. путем минимизации
площади лемехов и особенно, сводообразующей части.

В конечном итоге вышеперечисленные конструктивные особенности поз-
волили уменьшить минимальную глубину внесения гербицида, при сохра-
нении надлежащей его заделки, до 4 см и обеспечили работоспособность
РО при расходах РЖ меньше 1 л/мин.

Малая площадь и высота профиля стрельчатой лапы РО способствова-
ли снижению его тягового сопротивления, уменьшению дальности разброса
почвы и, таким образом, положительно сказались на рабочей скорости.

Более сложным является решение задачи обеспечения самоочистки РО
от растительных остатков и сорняков, что, в первую очередь, связано с
конструкцией стойки. В этой связи применительно к последней анализи-
ровалось несколько дополнительных вопросов: а) вынос нижних влажных
слоев почвы наружу; б) бороздообразование; в) компоновочные свойства
стойки; г) способность к самозаглублению и устойчивость хода по глубине.
Теоретические аспекты выбора конструкции стойки рассматривались в ра-
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ботах [313, 314], а практические — в работе [315], где предлагается криво-
линейная выпуклая конструкция стойки. Тем не менее, по совокупности
перечисленных выше факторов, в конечном итоге предпочтение было от-
дано прямолинейной, наклонной вперед по ходу движения, стойке. Угол
наклона ее лобовой поверхности (угол погружения в почву) составил 30◦,
что несколько превышает угол трения почвы о металл. Так исключается
движение почвы как вниз по лобовой поверхности стойки, так и вверх.

Тем не менее, решить задачу самоочистки только за счет конструктив-
ных факторов РО не удалось. Предлагаемая конструкция комбинирован-
ного РО предусматривает дополнительное использование культиваторной
лапы рыхлительного типа C-8.3 ГОСТ-1343-82.

Рыхлительную лапу устанавливали на грядиле культиваторной секции
впереди РО для ВВГ на ту же глубину и на значительном расстоянии друг
от друга (сколько позволяет длина грядиля). Идущий впереди рыхлитель-
ный РО, будучи установлен соосно с задним комбинированным РО, первым
встречается со стеблями сорняков и растительных остатков культурных
растений, “вылавливая” их. Часть таких стеблей сходит с рыхлительной
лапы, но, будучи ориентированными параллельно направлению движения
агрегата, не задевают стойку комбинированного РО и проходят мимо нее.
Часть сорняков зависает на рыхлительной лапе и, накапливаясь, образует
ком. Периодически такой ком сваливается и иногда, как правило, лишь бо-
ковой частью попадает под стойку идущего сзади комбинированного РО,
что приводит к непродолжительному нарушению технологического про-
цесса. В такой ситуации идущий сзади комбинированный РО, благодаря
закрепленной спереди и имеющей тупой угол погружения в почву стойки,
частично выглубляется, двигаясь через ком сорных растений, подминая его
под себя или отталкивая в сторону, и снова заглубляется после этого. Ча-
стота таких циклов самоочистки зависит от количества сорных включений
в обрабатываемом почвенном горизонте, но практический эксперимент (на
площади более 100 га в колхозе Украина Кременчугского района Полтав-
ской области) показал, что даже в условиях системы безотвального земле-
делия такой способ самоочистки вполне приемлем. В противном случае, при
работе без рыхлительного РО, комбинированную стрельчатую лапу сорня-
ки обволакивали уже на первых сотнях метров пути, после чего полностью
нарушался характер движения почвы через ее крылья и, как следствие, гер-
бицид попадал в почву неравномерно, с пропусками в десятки метров. Для
восстановления работоспособности агрегата его приходилось останавливать
и производить очистку вручную.

С позиций самоочистки принципиально важной является конструкция
места сопряжения стойки-ребра с лемехами стрельчатой лапы. В предла-
гаемой конструкции стойка выступает вперед и вниз за пределы лемехов.
Это способствует перерезанию стеблей, которые обогнули стойку-ребро и
соскользнули по ней вниз к лемехам. Благодаря этой конструктивной осо-
бенности, такие стебли лишаются опоры в окрестностях лобовой поверхно-
сти стойки, проваливаются вниз под лемехи и дальше, увлекаясь почвой,
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перерезаются на их режущих кромках. Угол раствора режущих кромок 65◦

остался равным стандартному (Лапы C-5.3 ГОСТ-1343-82). Многолетний
положительный опыт применения таких лап не дает оснований для пере-
смотра этого параметра.

Для повышения надежности технологического процесса, а также эрго-
номичности обслуживания и применения предлагаемый РО оснащен инди-
видуальным фильтром (рис. 6.5) для очистки РЖ, подводимой к распы-
лителю. Агрегат для ВВГ, как правило, имеет меньшую рабочую скорость
движения (5 – 9 км/ч), чем орудие для поверхностного опрыскивания почвы
штангового типа (6-12 км/ч), а поэтому, при прочих равных условиях, кро-
ме концентрации рабочего раствора, расходует больше РЖ, чем последнее.
С целью снижения нормы расхода РЖ необходимо использовать распы-
лители с малым сечением проточной части, а, следовательно, с большей
способностью к засорению. В предлагаемой конструкции ширина щели ще-
левого распылителя составляет 0,3 мм, а расход жидкости при рабочем
давлении 0,2 МПа — 0,8 л/мин (рис. 6.4).

Фильтр (рис. 6.5) выполнен заодно с клапаном-отсекателем и представ-
ляет собой корпус 1, в цилиндрической расточке которого установлены ра-
нее выпускаемые промышленностью, позаимствованные от серийной ма-
шины ПОМ-630, резиновый сферический клапан-отсекатель 2 с седлом 3
клапана. Закреплены клапан 2, седло 3, втулка 4, поддерживающая шай-
ба 5, фильтрующий элемент, состоящий из стального кольца 6 обшитого
фильтровальной тканью 7, и ниппель 8 с накидной гайкой 9. В качестве
уплотнения в конструкции использованы стандартные (ГОСТ 9833-73) ре-
зиновые кольца 10 и 11. Такие же кольца 12 и 13 установлены с обеих сто-
рон фильтрующего элемента 6, 7. Эти кольца предотвращают разрушение
фильтровальной ткани 7 при чрезмерной затяжке накидной гайки 9. Раз-
рушению фильтровальной ткани 7 при сильном ее засорении препятствует
также поддерживающая шайба 5.

В процессе работы жидкость через ниппель 8 и фильтровальную ткань 7
проникает к седлу 3 клапана и далее через отверстия в основании последне-
го к клапану 2. Клапан 2 под действием избыточного давления прогибает-
ся, освобождая тем самым путь жидкости к распылителю. В случае снятия
давления клапан 2 быстро перекрывает ток жидкости, предупреждая бес-
контрольное подтекание ее.

Представляет также интерес общая компоновочная схема разработанно-
го РО, обеспечивающая максимальную близость фильтра и клапана-отсека-
теля к распылителю и одновременно не налагающая серьезных ограничений
на габариты и конструкцию упомянутых деталей.

При изготовлении РО в приспособленных условиях в качестве материала
для фильтрующего элемента удобнее всего использовать сложенную вчет-
веро капроновую чулочную ткань, для деталей соприкасающихся в про-
цессе работы с РЖ — коррозионностойкую сталь. В условиях серийного
производства соприкасающиеся с РЖ детали лучше изготовлять из поли-
меров. Следует учитывать, что рабочая площадь фильтрующего элемента,
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обеспечивающая надежную работу устройства в хозяйственных условиях в
течение светового дня, составляет не менее 1,5 см2. При этом учитывает-
ся, что в гидравлической схеме, применявшейся серийной базовой машины
(например, ПОМ-630), уже имеется двустадийная, в каналах всасывания
и нагнетания, очистка всей РЖ, подводимой к РО. Конструктивно весь
узел фильтра с клапаном-отсакателем в целом и сам клапан-отсекатель, в
частности, могут быть выполнены без ущерба для качества конструкции со
значительными отступлениями от предлагаемого варианта.

В предлагаемой конструкции РО используется щелевой распылитель
(рис. 6.4) практически идентичный серийным, но имеющий шлиц прямо-
угольной формы. Его гидравлические параметры можно рассчитать в со-
ответствии с методикой [316, 317]. Такой распылитель также не дает пря-
моугольной характеристики распределения жидкости по ширине захвата,
но имеет менее ярко выраженный максимум расхода жидкости в центре
обрабатываемой полосы. Распылитель с позиции изготовления — пожалуй
самая сложная деталь из всех тут рассмотренных. Для мелкосерийного из-
готовления металлических распылителей лучше использовать электроэро-
зионное оборудование [318], но надлежащее их качество можно получить
только в условиях массового производства. Материал распылителей дол-
жен быть износостойким (из расчета на возможность внесения суспензий)
и коррозионностойким, как, например, керамика.

Дешевизна предлагаемого РО связана с применением плоских лемехов,
цельносварной конструкцией и резьбового крепления распылителя.

6.1.3. Р а б о ч и й о р г а н с к р и в о л и н е й ными л ем е х ами и р а з-
б о р н о й с т о й к о й. Описанный выше РО [310, 315, 319] имел хорошие
технологические качества, а поэтому в дальнейших исследованиях его об-
щая компоновка была сохранена и отрабатывались лишь отдельные, тре-
бующие совершенствования детали. В частности, подвергалась изменениям
сама стрельчатая лапа. В целом она по прежнему представляла собой кон-
струкцию, подобную стандартной, т.е. лапе C-5.3 ГОСТ-1343-82. Так, угол
раствора лапы 65◦ и ширина захвата ее — 270 мм были всегда неизменными
и соответствовали стандарту [126]. Изменениям подвергали конструкцию
лемехов лапы, а также угол их установки, т.е. угол крошения.

Поскольку испытанный ранее [319] вариант конструкции лапы с углом
крошения β лемехов 1 (рис. 6.6,A) равным 10◦, верхней заточкой и ниж-
ней наплавкой 2 показал неплохие технологические качества, то и в этот
раз он стал отправным. Далее требовалось устранить изменение высоты
стрельчатой лапы вследствие износа ее режущих кромок.

Ранее такие попытки уже предпринимались. Был разработан вариант
стрельчатой лапы [319] с углом крошения лемехов 1 (рис. 6.6,B) β = 20◦, с
нижней наплавкой 2 и нижней заточкой. Значительное увеличение (в два
раза) угла крошения β лемехов 1 лапы не являлось тогда самоцелью, а вы-
текало из других конструктивных особенностей. Так, горизонтальная ори-
ентация наплавленного слоя 2 обеспечивает значительный ресурс лапы, в
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A B

C D

Рис. 6.6. Нормальное сечение лемехов рабочих органов для внутрипочвен-
ного ленточного внесения жидких гербицидов: A — плоский лемех с верхней
заточкой и нижней наплавкой; B — плоский лемех с нижней заточкой и на-
плавкой; C — схема износа первого (A) варианта лемеха; D — гнутый лемех,

с нижней заточкой и наплавкой; 1 — лемех; 2 — наплавленный слой

течении которого высота ее H практически не изменяется. Очевидно, что
при таком исполнении лемехов 1 изменение их высоты H возможно только
после полного износа наплавленного слоя 2. В первом же варианте измене-
ние высоты H лапы происходит сразу же, даже при незначительном износе
наплавленного слоя 2 и ее лемехов 1. Сама же высота H в обеих вариантах
сохранялась минимально возможной и выбиралась из условия достаточно-
сти для размещения распылителя.

Понятно, что увеличение угла крошения лемехов 1 стрельчатой лапы,
при прочих равных обстоятельствах, неизбежно приводит к увеличению
розвальной борозды, а, следовательно, к увеличению минимальной глуби-
ны обработки и к ухудшению качества заделки вносимого ею препарата.
Уменьшить угол крошения возможно и без изменения высоты H, но в этом
случае неизбежно увеличение ширины лемехов B, что в конечном итоге,
при прочих равных обстоятельствах, опять приводит к тому же результату.
Выбранный угол крошения β = 20◦ и ширина B лемехов 1 лапы, равная
51 мм, явили собою компромисс из проанализированных вариантов.

Проведенные опыты показали, что в сравнении с первым, второй ва-
риант конструкции имеет значительно более низкие технологические каче-
ства, хотя ресурс лапы действительно вырос.

Возвращаясь к анализу первого варианта конструкции лемехов лапы
(рис. 6.6,A) видим, что, фактически, при таком исполнении лемехи имеют
переменной угол крошения. У режущей кромки этот угол β′ равен 28 – 30◦,
а в целом для всего лемеха — β = 10◦. В процессе работы все взаимодей-
ствующие с почвой грани лемехов, подвергаясь абразивному износу, скруг-
ляются (рис. 6.6,C), а измеренный по внешней поверхности лемехов угол
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крошения, становится непрерывнопеременным, уменьшающимся с β′′, рав-
ного β′ и 28 – 30◦, до β, равного 10◦. Именно эти соображения и натолкнули
на мысль о создании второго “компромисного” варианта (рис. 6.6,B), но,
как уже было сказано ранее, ожидания не оправдались.

Последним, третьим вариантом конструкции стрельчатой лапы стал ва-
риант с гнутыми поверхностями лемехов 1 (рис. 6.6,D). В этом случае, дей-
ствительно, достигался симбиоз двух предыдущих вариантов. Как и в пер-
вом варианте, угол крошения тут также изменялся с начального β′, равного
23◦, до конечного β, равного 10◦. Параметры B и H в точности соответству-
ют первому варианту, а наплавленный износостойкий слой 2 ориентирован
практически горизонтально. Наличие небольшего угла i величиной в 2 – 4◦,
согласно известному опыту [133], способствует улучшению заглубляемости
РО и стабильности его хода по глубине.

Изложенные выше изыскания в отношении лемехов стрельчатой лапы,
а также ряд других нововведений реализованы в конструкции РО с разбор-
ной стойкой (рис. 6.7) [297]. Теперь стрельчатая лапа 1 изготовлена заодно с
наклонной частью стойки и крепится к верхней вертикальной части стойки
2 с помощью четырех болтов, два из которых заодно крепят и фильтр-
клапан-отсекатель 3. Щелевой распылитель 4, как прежде, располагается
в кинематической тени лапы под ее сводообразующей частью, но крепится
с помощью пары винтов, а жидкость к нему подается по трубопроводу 5
через безрезьбовое соединение. Поскольку верхняя часть стойки 2 теперь
выполнена отъемной, то в случае износа лемехов лапы 1, стойка 2 замене не
подлежит. Сами лемехи стрельчатой лапы 1 выполнены выпуклыми нару-
жу. Почти горизонтальная ориентация упрочненного слоя режущих частей
лемехов позволяет сохранять неизменной высоту свода стрельчатой лапы 1
на протяжении практически всего ресурсного срока.

Изменения коснулись и индивидуального фильтра-клапана-отсекателя
(рис. 6.8) [297]. Новый вариант отличается повышенной компактностью
и удобством обслуживания. Корпус его 1, накидная гайка 2 и ниппель 3
принципиальных изменений не претерпели. Фильтрующий элемент, состо-
ящий из обтянутого фильтровальной тканью 4 кольца 5, теперь приобрел
резиновый кант 6, выполненный из отрезка тонкостенного шланга. Такое
нововведение позволило исключить из конструкции два резиновых кольца
и упростить сборку всего узла в целом. Клапан-отсекатель 7 представляет
собой серийную манжету 1-12-24-4 ГОСТ 8752 -70. В работе такой клапан
более надежен и в меньшей степени дросселирует жидкостный поток. Пру-
жина манжеты 7 в данном случае не применяется. Седло клапана 8 теперь
выполнено заодно с поддерживающей шайбой.

Распылитель 1 (рис. 6.9) [297], с точки зрения проточной части, остал-
ся идентичным. Изменения коснулись способа сопряжения распылителя 1
с трубчатым каналом 2 и способа крепления его к сводообразущей части
лапы. Соединение между каналом 2 и распылителем 1 выполнено безрезьбо-
вым, посредством втулки 3. Герметичность соединения достигается за счет
применения уплотнения в виде резинового кольца 4.
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Рис. 6.7. Разработанный рабочий орган для внутрипочвенного внесения
гербицидов: 1 — стрельчатая лапа; 2 — стойка;

3 — фильтр-клапан-отсекатель; 4 — распылитель щелевой;
5 — трубопровод
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Рис. 6.8. Разработанный фильтр: 1 — корпус; 2 — гайка накидная;
3 — ниппель; 4 — ткань фильтровальная; 5 — кольцо; 6 — кант;

7 — клапан-отсекаталь; 8 — седло клапана
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Рис. 6.9. Разработанный распылитель: 1 — щелевой распылитель;
2 — трубчатый канал для подвода рабочей жидкости; 3 — втулка;

4 — уплотнительное резиновое кольцо
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В целом этот РО [297], в сравнении с выше описанным [300], имеет по-
вышенный ресурс и качество распределения жидкости под слоем почвы, а
также более удобен в эксплуатации, ремонте и обслуживании. Его техниче-
ская характеристика приведена в табл. 6.1.

Таблица 6.1
Техническая характеристика рабочего органа

для ленточного внутрипочвенного внесения гербицидов

Параметры

Наименование Величина

Тип рабочего органа: лапа стрельчатая плоскорежущая
Угол раствора лапы, град. 65
Угол крошения лемехов лапы, град. 10 – 23
Высота лапы, мм 17
Ширина захвата лапы, мм 270
Ширина полосы внесения, мм 240
Глубина обработки, см 5 – 10
Рабочая скорость, км/ч 5 – 9
Рабочее давление жидкости, МПа 0,2 – 0,4
Расход рабочей жидкости, л/мин 0,6 – 1,0

6.1.4. Э р г о н омичный р а б о ч и й о р г а н. Минимизировать трудо-
емкость и время на обслуживание распылителей (подбор, замену, очист-
ку, осмотр и пр.) можно, использовав предлагаемое техническое решение
[301, 320], в соответствии с которым РО имеет в целом (рис. 6.10) уже из-
вестную конструкцию [297,300,320], построенную на базе стрельчатой лапы
1 с наклонной вперед по ходу движения стойкой, верхняя вертикальная
часть 2 которой выполнена отъемной. Изменения коснулись распылителя
3, канала 4 для подвода РЖ и наклонной части стойки лапы 1.

Канал 4 выполнен S — образным по форме, со свободным отогнутым
вниз нижним концом, без резьбы сопрягающимся с распылителем 3. В сред-
ней своей части канал 4 с помощью винта 5 крепится к стойке лапы 1.
Верхний конец канала 4 сопряжен с корпусом фильтра 6 методом сварки.
Материал канала 4 пружинный, коррозионностойкий.

Распылитель 3 установлен на двух направляющих 7, выполненных вдоль
краев лемехов лапы 1. Будучи установленным между лемехами на одном
уровне с верхними их поверхностями, распылитель 3 сам выполняет функ-
цию сводообразующей части лапы 1. От осевого смещения вдоль направ-
ляющих 7 распылитель 3 фиксируется располагающимся в выемке на его
верхней поверхности свободным пружинным концом подводящего к нему
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Рис. 6.10. Разработанный рабочий орган для ленточного внутрипочвенного
внесения гербицидов: 1 — стрельчатая лапа; 2 — отъемная часть стойки;
3 — распылитель; 4 — канал для подвода рабочей жидкости; 5 — винт;

6 — фильтр-клапан-отсекатель; 7 — направляющая
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РЖ канала 4. Чтобы снять распылитель 3, нет необходимости в подъеме
РО из земли. Для этого, наступив ногой на лемех РО и задев за петлеоб-
разный нижний конец канала 4, преодолевая силы упругости, необходимо
приподнять свободный его конец настолько, чтобы он полностью вышел из
выемки на верхней поверхности распылителя 3. После этого распылитель
3 сдвигают по направляющим 7 до полного освобождения.

Узел сопряжения распылителя 1 (рис. 6.11) с каналом 2 для подвода РЖ
в значительной степени напоминает ранее разработанную [297] безрезьбо-
вую конструкцию. Канал для подвода РЖ заканчивается закрепленным
при помощи сварки штуцером 3, а уплотнение между ним и корпусом рас-
пылителя 1 выполняется путем резинового кольца 4. Прижимается штуцер
3 к распылителю 1 за счет сил упругости канала 2.

Принципиально важным является наличие на боковых поверхностях
распылителя 1 направляющих канавок (рис. 6.11 вид А, и 6.12). По ним рас-
пылитель 1 задвигается в пространство между лемехами лапы. От осевого
смещения он удерживается штуцером 3, который в этом случае выполняет
роль фиксатора, у которого в качестве пружины используется свободный
конец канала 2. Такой способ крепления распылителя 1 позволяет до ми-
нимума упростить его монтаж и демонтаж.

Проточная часть распылителя отличается уменьшеной шириной щели в
0,2 мм, выполненной электроэрозионным способом [318]. Винт 4 с шайбой
5 из мягкого металла выполняют роль заглушки.

Предложенные технические решения направлены на снижение расхода
РЖ, а, значит, затрат труда и времени на ее приготовление и заправку
агрегата, на сокращение трудоемкости обслуживания агрегата в целом и
РО в частности, а также на улучшение условий труда человека.

6.1.5. Р а б о ч и й о р г а н д л я в н у т р и п о ч в е н н о г о в н е с е н и я
г е р б и ц и д о в н а к омк о в а тых п о ч в а х. Многообразие почвенно-
климатических и хозяйственных условий порождает необходимость проек-
тирования технических средств для ленточного ВВГ, способных работать
на плохо разработанных полях. Имеется ввиду наличие в приповерхностном
слое комков, соизмеримых с планируемой глубиной внесения гербицидов. В
нашем случае при глубине заделки препарата 4 – 12 см критичными явля-
ются комки, размером 3 см и более. Особенно проблематично мелкое ВВГ
в случае, если прочность комков такова, что обеспечивает им целостность
после очередной встречи с почвообрабатывающим РО.

При осуществлении технологичеcкого процесса ВВГ на комковатых поч-
вах образующаяся в кинематической тени РО полость не имеет програм-
мируемой геометрии и по этой причине целостность ФР РЖ регулярно
нарушается пересекающими его отдельно падающими комками, а, следова-
тельно, не достигается требуемая равномерность распределения препарата.

Рассматриваемый РО в основе своей устроен традиционно (рис. 6.13 [321,
322]). Стрельчатая лапа по прежнему имеет угол раствора 65◦ и ширину
захвата 270 мм. Образована она парой лемехов 1, сваренных воедино со
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Рис. 6.11. Разработанный распылитель: 1 — щелевой распылитель;
2 — канал для подвода рабочей жидкости; 3 — штуцер;

4 — уплотнительное резиновое кольцо; 5 — винт; 6 — шайба
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Рис. 6.12. Распылитель: слева на-
право — вид сбоку, сверху, спереди

сводообразующей частью 2 и наклон-
ной вперед частью 3 стойки, которая
путем болтового соединения крепится
к вертикальной части 4 стойки.

Лемехи 1 выполнены цилиндриче-
скими, с образующей параллельной
режущей кромке. Установлены они с
минимальным наклоном к горизонту.
Их выпуклость ориентирована в на-
правлении движения. Нижняя заточ-
ка и нижняя наплавка 5 лемехов 1
твердым сплавом замедляет измене-

ние высоты лапы в период ее ресурсного срока, вследствие износа.
Распылитель 6 РЖ установлен в центре кинематической тени лапы под

ее сводообразующей частью 2 и ориентирован вниз под углом 5,5◦. Пло-
щадь лемехов 1 и сводообразующей части 2 лапы, которая выступает за
распылитель 6 лишь на несколько миллиметров, сведены до минимума. В
продолжении сводообразующей части 2 и лемехов 1 в пространстве между
их верхними краями установлен козырек 7 из соприкасающихся паралель-
ных друг другу горизонтальных прутков, соединенных между собой лишь
в месте крепления к лемехам 1 лапы и сводообразующей части 2 и изго-
товленных из износостойкого эластичного материала, например, капрона.
Закрепляется козырек с помощью клеевого соединения и фиксаторов 8.

РЖ к распылителю 6, как прежде, подается через индивидуальный
фильтр-клапан-отсекатель 9 по трубопроводу 10.

Такой РО расчитан на малую норму (менее 50 л/га) расхода РЖ. В
этом случае РЖ недостаточно для того, чтобы оперативно смывать почву,
налипающую в момент погружения на нижние поверхности лемехов сводо-
образующую часть лапы. Проблема решается путем сведения до минимума
общей площади жестких поверхностей, на которые почва могла бы нали-
пать. Эластичный прутковый козырек, в силу постоянных деформаций и
колебаний в процессе работы, способен к самоочистке.

Такая низкая и плоская стрельчатая лапа, обладающая малой площадью
жестких контактирующих с почвой поверхностей, в значительно меньшей
мере склонна к бороздообразованию. Созданию розвальней борозды пре-
пятствует также и козырек. Его прутки выполняют роль направляющих
для почвы и тем самым препятствуют ее смещению в стороны от траекто-
рии движения. В конечном итоге, это позволило улучшить качество заделки
РЖ и уменьшить нижний порог глубины внесения препарата до 4 см.

6.1.6. Р а б о ч и й о р г а н д л я в н у т р и п о ч в е н н о г о в н е с е н и я
г е р б и ц и д о в с п р им е н е н и ем т е х н о л о г и и р а зм а зы в а н и я. РО
(рис. 6.14) [323] был создан по итогу успешных испытаний предыдущей
конструкции с прутковым козырьком, как на рис. 6.13. Оказалось, что он
одинаково работоспособен как на комковатых, так и на рыхлых, хорошо
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Рис. 6.13. Разработанный рабочий орган для внутрипочвенного внесения
гербицидов на комковатых почвах: 1 — лемехи; 2 — сводообразующая часть;
3 и 4 — наклонная и вертикальная части стойки; 5 — наплавленный слой;
6 — распылитель; 7 — прутковый козырек; 8 — фиксатор козырька; 9 —
фильтр-клапан-отсекатель; 10 — канал для подвода рабочей жидкости
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Рис. 6.14. Разработанный рабочий орган для внутрипочвенного внесения
гербицидов с применением технологии размазывания: 1 — лемехи; 2 — сво-
дообразующая часть; 3 и 4 — наклонная и вертикальная части стойки; 5 —
наплавленный слой; 6 — распылитель; 7 — прутковый козырек; 8 — фик-
сатор козырька; 9 — фильтр-клапан-отсекатель; 10 — канал для подвода

рабочей жидкости
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обработанных почвах. Новая конструкция (рис. 6.14) имеет те же детали
и то же устройство. Разницу представляет только прутковый козырек 7.
Его прутки изогнуты в вертикальной плоскости, имеют переменное сече-
ние и, как следствие, жесткость. Заканчиваются прутки горизонтальным
участком на уровне дна борозды. Материал прутков прежний — предпо-
чтительно капрон или иной упругий полимер. Желательно, чтобы матери-
ал прутков хорошо смачивался водой, ибо большинство РЖ представляют
комбинацию гербицида и воды. Длина прутков выбирается такой, которая
гарантированно превышает дальность пролета поднятой лемехами почвы.
В этом случае во время выполнения технологического процесса внесения
гербицидов горизонтальные придонные части прутков все время остаются
приваленными почвой, т.е. прижатыми ко дну борозды, благодаря чему, пу-
тем размазывания, улучшают равномерность распределения препарата по
длине пути движения. Механизм самоочистки от налипшей почвы у такого
рабочего органа такой же, как и у предыдущего.

6.2. Разработка технологии ленточного
внутрипочвенного внесения гербицидов

6.2.1. О б о с н о в а н и е и а н а л и з в о зм ожных в а р и а н т о в р е а-
л и з а ц и и т е х н о л о г и и л е н т о ч н о г о в н у т р и п о ч в е н н о г о в н е с е-
н и я г е р б и ц и д о в. Как и большинство технологических операций в рас-
тениеводстве, ленточное ВВГ можно осуществить различными способами
(табл. 6.2). На первый взгляд, самым прогрессивным является применение
комбинированных машин, осуществляющих посев и ВВГ одновременно, в
частности, путем использования комбинированных РО, подобных, напри-
мер, сошникам [327, 328] или дискретных РО, как, например, в агрегате
Краснодарского НИИСХ им. П.П.Лукьяненко [329]. Широкому использова-
нию таких агрегатов препятствует их низкая производительность, связан-
ная со значительным ростом затрат времени на их технологическое обслу-
живание (в основном, на заправку семенами, удобрениями и гербицидами).

Если же сравнивать показатели качества работы комбинированных ма-
шин различных типов 3а – 3г (табл. 6.2), то предпочтительнее машины с
дискретными РО, установленными на индивидуальных подвесках (секци-
ях с механизмом копирования поверхности поля), причем сошник должен
располагаться впереди РО, вносящего гербицид, что связано с разностью
оптимальной глубины заделки гербицида и семян высеваемых растений.

В большинстве случаев семена полезных растений по размеру больше,
чем семена сорняков, а, значит, и оптимальная глубина заделки семян куль-
турных растений, которая может достигать десяти их диаметров, больше,
чем глубина наиболее вероятного расположения прорастающих семян сор-
няков. Очевидно, что гербицид следует вносить в горизонт наиболее вероят-
ностного прорастания сорняков, т.е. выше уровня заделки семян полезных
растений. Таким образом, если гербицид внести первым, то идущий следом
сошник, двигаясь глубже разрушит целостность гербицидного экрана и тем
самым ухудшит общую его эффективность.
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Если же РО для ВВГ располагается на отдельном механизме подвес-
ки после сошника, то, кроме сохранения целосности гербицидного экрана,
достигается доуплотнение почвы в области заделки уже высеянных семян
с одновременным сохранением рыхлости поверхностного слоя. Т.е. дости-
гается эффект применения послепосевного прикатывания и последующе-
го боронования легкими боронами или прикатывания кольчатошпоровыми
катками, а, значит, отпадает необходимость в проведении таких операций.

Таблица 6.2
Возможные варианты реализации

технологии ленточного внутрипочвенного внесения гербицидов

Вариант
агрегати-
рования

Порядок
выполнения

операции внесе-
ния гербицидов
по отношению
к посеву

Способ
осуществления

Особенности
конструкции

1 Отдельные
машинно-
трактор-
ные агре-
гаты

До [297,300,301,
303,319,324]
или после

[310,325,326]
посева

Вождение агрегатов c
помощью GPS или по
каким либо направля-
ющим, включая бороз-
ды или щели [300,308–
310,319,324,325],
выполненные в почве

Агрегаты
дооснащабтся
соответствующим
оборудованием
для вождения

2 Комбини-
рованный
агрегат

До или после
посева

Трактор
интегрального типа с
передней и задней
навесками [301]

Одна из машин
должна иметь
возможность агрега-
тирования с тракто-
ром посредством
передней навески

3a Комбини-
рованная
машина

До или после
посева

Трактор
с задним навесным
или сцепным
устройством

Две машины ком-
бинируются в одну
путем объединения
их рам

3б — ” — — ” — — ” — На общей раме на
индивидуальных
подвесках монти-
руются посевные
секции и РО для
внесения гербицидов

3в — ” — — ” — — ” — На общей раме на
общих подвесках
попарно монтиру-
ются посевные
секции и РО для
внесения гербицидов

3г — ” — — ” — — ” — Применяются
комбинированные
РО для посева и
внесения гербицидов
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Приведенные выше мотивации легли в основу разработки нового способа
(технологии) послепосевного ленточного ВВГ [310,325,326] на посевах про-
пашных культур. Для выполнения посева и внесения гербицидов такая тех-
нология предполагает использование самостоятельных машинотракторных
агрегатов, перемещающихся по полю с применением метода вождения по
направляющим щелям [37,39]. Одним из преимуществ предлагаемой техно-
логии является ее гибкость. Например, в случае достаточного увлажнения
почвы во время посева (в Харьковской области бывает не чаще, чем 2 раза
на 7 лет), когда высев полезных растений осуществляется на малую глуби-
ну (такую же, как и внесение гербицида), можно отказаться от применения
послепосевного внесения гербицидов в пользу предпосевного. В таком слу-
чае не придется ни привлекать новой техники, ни даже переналаживать ее,
следует поменять только порядок следования агрегатов.

В конкретной реализации (рис. 6.15) агрегат для внесения гербицидов
под посев кукурузы состоял из базовой машины 1 (монтируемый подкорм-
щик-опрыскиватель ПОМ-630), навешенной на трактор 2 (ЮМЗ-6АЛ) и
культиватора-растениепитателя 3 (КРН-4.2), дооборудованного двумя ще-
левателями-направителями 4 конструкции ВНИИОБ [37, 39] и комплектом
опытных РО [297,300,301,310,319,325].

При сборке агрегата (рис. 6.16) культиваторные секции 1 устанавлива-
ли на раме 2 культиватора по схеме расстановки сошников посевного аг-
регата на базе сеялки СПЧ-6ФС. Две культиваторные секции с опорными

Рис. 6.15. Агрегат для ленточного внутрипочвенного внесения гербицидов:
1 — подкормщик-опрыскиватель ПОМ-630; 2 — трактор ЮМЗ-6АЛ; 3 —

культиватор-растениепитатель КРН-4.2; 4 — щелеватель-направитель
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Рис. 6.16. Схема агрегата для ленточного внутрипочвенного внесения гер-
бицидов под посев кукурузы: 1 — секция культиваторная; 2 — рама куль-
тиватора; 3 — колесо опорное культиватора; 4 — трактор; 5 — щелеватель-
направитель; 6 — рабочий орган рыхлительного типа; 7 — рабочий орган
для внутрипочвенного внесения гербицидов; 8 — шлейфы; 9, 10 — фильтры;
11 — емкость для рабочей жидкости; 12 — пульт управления; 13 — насос

колесами 3, чтобы исключить задевание колес трактора 4, устанавливали
по краям агрегата. ЩН 5 монтировали на брусе культиваторной рамы 2
строго за колесами трактора 4 на расстоянии 140 см друг от друга, что в
точности соответствует колее трактора и расстановке ножей-щелерезов на
агрегате, предназначенном для нарезки направляющих щелей в почве. РО
6 рыхлительного типа устанавливали на каждой культиваторной секции 1
непосредственно на грядилях, в передней их части. В задней части гряди-
лей, непосредственно возле задних держателей, закрепляли РО 7 для ВВГ,
а в задних держателях — шлейфы 8.

Глубина установки рыхлительного РО 6 и РО 7 для ВВГ — одинакова.
Все работы по расстановке и регулировке РО культиватора следует прово-
дить на регулировочной площадке согласно существующим методикам и ре-
комендациям. В противном случае глубину заделки гербицида 4 – 5 см полу-
чить не удастся. Техническое состояние самого культиватора также должно
соответствовать норме. Штатные фильтрующие элементы 9 всасывания и
10 нагнетания машины ПОМ-630 следует усиливать, соответственно, двумя
и четырьмя слоями капроновой чулочной ткани. Остальные узлы и детали
подкормщика-опрыскивателя, а именно емкости 11, пульт управления 12,
насос 13 и др. переделке не подвергали.
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Имея по одному РО для ВВГ на рядок (рис. 6.17), такой агрегат обес-
печивал внесение гербицида с шириной обработанных лент 18 см. При ка-
чественном выполнении всех операций как предшествующих внесению гер-
бицидов, так и последующих, такая ширина является достаточной.

Рис. 6.17. Секция агрегата для ленточного внесения гербицидов: 1 — рама
культиватора-растениепитателя КРН-4.2; 2 — секция КРН-4.2; 3 — долото-
образный рабочий орган C-8.3 ГОСТ-1343-82; 4 — предлагаемый рабочий

орган для внутрипочвенного внесения гербицидов; 5 — шлейф

Нарезку направляющих щелей в почве выполняли как самостоятель-
ную операцию, используя для этого трактор ДТ-75М в агрегате с культива-
тором-плоскорезом-глубокорыхлителем КПГ-250, предварительно заменив
плоскорежущие РО ножами-щелерезами, установленными на расстоянии
140 см друг от друга, или агрегатом, состоящим из трактора и щелевателя
ЩП-00-000, с двумя РО. В обоих случаях сельхозмашины дооборудовали
двумя гидрофицированными маркерами (рис. 6.18).

Посев кукурузы выполняли агрегатом (рис. 6.19), состоящим из тракто-
ра МТЗ-80 и сеялки СПЧ-6ФС с двумя ЩН.
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Рис. 6.18. Агрегат для нарезки направляющих щелей в почве: 1 — трактор
Т-74; 2 — щелеватель ЩП-00-000; 3 — маркер

Очень важным, с точки зрения точности вождения агрегатов, являет-
ся правильная регулировка навески трактора. На всех упомянутых выше
операциях, кроме нарезки направляющих щелей в почве, диагональные рас-
тяжки навески тракторов были ослаблены. Так достигается некая необхо-

Рис. 6.19. Агрегат для посева кукурузы: 1 — трактор МТЗ-80; 2 — сеялка
СПЧ-6ФС; 3 — щелеватель-направитель
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димая свобода в движении трактора относительно агрегатируемой с ним
навесной машины и, следовательно, относительно направляющих щелей в
почве, не приводящая к разрушению их стенок. Направление движения аг-
регатируемой сельхозмашины в этом случае, в основном, задается именно
щелями. Уход в сторону всего агрегата возможен только при значительном
отклонении трактора от заданного щелями курса.

Применение предлагаемой технологии [326] послепосевного ленточного
ВВГ на посевах пропашных культур и, в частности, кукурузы совхозов
Кременчугский и Ватутина, а также колхоза Украина Кременчугского р-
на Полтавской обл. (1984 – 1989 г.г.) показал, что вождение агрегатов по
двум и более направляющим щелям (ВНИИОБ [37, 39]) имеет недостат-
ки. Поскольку территория перечисленных хозяйств располагается в зоне
недостаточного увлажнения, а пропашные и технические культуры у них
возделывали на богарных землях, то в итоге было замечено, что соседние
с направляющими щелями рядки полезных растений отставали в росте и
урожайности. Пояснялось это потерями влаги из почвы через щели.

В связи с этим было предложено: во-первых, водить агрегаты по од-
ной щели; во-вторых, засыпать их рыхлой почвой после каждого прохо-
да [308, 309, 324]. На рис. 6.20 показан агрегат для выполнения междуряд-
ных обработок на посевах пропашных культур, оборудованный предлагае-
мым устройством для вождения по одной направляющей щели. Трактор 1,
посредством навесной системы 2 и сцепного устройства 3, традиционным
образом агрегатируется с культиватором, на раме 4 которого закреплена
рама 5 направляющего устройства, включающего в себя два ЩН 6 и 7.
Длина рамы 5 такова, что располагающаяся под ней культиваторная сек-
ция 8 вместе с РО 9 и 10 не задевает ни переднего 9, ни заднего 10 ЩН.

Применение этого направляющего устройства не отличается от ориги-
нального метода вождения сельхозагрегатов по направляющим щелям в
почве (ВНИИОБ [37,39]). Единственное отличие — диагональные растяжки
2 навесной системы трактора 3 должны быть ослаблены, а за последним из
щелевателей 10 должны быть закреплены шлейфы произвольной конструк-
ции. В наших опытах, это были самодельные цепи из проволоки 10 мм в
диаметре. По сравнению с оригинальными ЩН, предлагаемое устройство
лучше удерживает сельхозорудие на заданном курсе и в меньшей степени
разрушает направляющие щели в почве. Засыпание верхней части щелей
почвой вызывает затруднения только в момент заезда на рядки.

Еще в большей мере можно улучшить вождение агрегатов по одной
направляющей щели в почве, если применить двушарнирное звено-сцепку
предлагаемой конструкции (рис. 6.21) [330].

В процессе комплектования агрегата на раме 1 сельскохозяйственного
орудия устанавливают и жестко закрепляют уже известное направляющее
устройство, состоящее из двух ЩП 2, 3 и собственной рамы 4. Сопряже-
ние сельхозмашины с трактором 5 выполняют с использованием двушар-
нирного звена-сцепки, состоящего из двух автосцепок 6 и 7, соединенных
между собой двушарнирным звеном 8. В пространстве звено 8 расположено
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Рис. 6.20. Культиваторный агрегат с предлагаемым направляющим ус-
тройством для вождения по одной, нарезанной в почве щели: 1 — трактор;
2 — навесное устройство; 3 — сцепное устройство; 4 — рама культивато-
ра; 5 — рама направляющего устройства; 6 и 7 — щелеватели-направители;

8 — секция культиватора; 9 и 10 — рабочие органы культиватора
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Рис. 6.21. Схема агрегата для междурядной обработки почвы, скомплек-
тованного с использованием двушарнирного звена-сцепки и предусматри-
вающего применение направляющего устройства для вождения по техно-
логическим щелям в почве: 1 — рама культиватора; 2 и 3 — щелеватели-
направители; 4 — рама направляющего устройства; 5 — трактор; 6 и 7 ав-
тосцепные устройства; 8 — двухшарнирное звено; 9 — секция культиватора;

10 и 11 — гидроцилиндры
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так, что его цилиндрические шарниры сориентированы вертикально, равно
как плоскость конструкции самого звена, которая совпадает с вертикальной
плоскостью симметрии агрегата.

Рабочие секции 9 (на рис. 6.21 изображены пунктиром) сельхозмашины
располагают на ее раме 1 традиционным образом в соответствии с назна-
чением и требованиями к технологии выполняемой ими операции.

Если агрегатируемая машина навесная, то автосцепные устройства 6 и
7 дополнительно комплектуют гидроцилиндрами 10 и 11, соединяющими
посредством шаровых шарниров их между собой. Оси гидроцилиндров 10
и 11 не параллельны плоскости, проходящей через оси шарниров звена 8.
Такая конструкция, в случае запертого состояния гидроцилиндров 10 и 11,
позволяет получить жесткое соединение трактора 5 с сельхозмашиной.

В процессе движения агрегата ЩН 2 и 3 двигаются внутри предвари-
тельно нарезанной технологической щели в почве, удерживая сельхозмаши-
ну на заданной щелью траектории, исключая уход ее в сторону или поворот
вокруг вертикальной оси. Трактор 5 при этом может двигаться сравнитель-
но свободно. В некоторых пределах отклонение трактора 5 относительно
технологической щели практически не оказывает вредных воздействий на
характер движения сельхозмашины. Происходит это за счет наличия дву-
шарнирного звена 8, соединяющего в единое целое трактор 5 и сельхозору-
дие. При уходе в сторону трактора 5, в ту же сторону отклоняется и звено
8, но сама сельхозмашина остается на требуемом курсе, поскольку удержи-
вается на нем двумя ЩН 2 и 3. Будучи расположенной в одной плоскости с
ЩН 2 и 3, звено 8 исключает уход сельскохозяйственного орудия в сторону в
случае, если трактор 5 движется точно по заданному курсу. Гидроцилиндры
10 и 11 при этом никаких воздействий на систему трактор-сельхозмашина
не оказывают, поскольку находятся в плавающем положении.

Возможность подъема и транспортировки навесной сельхозмашины пол-
ностью сохраняется за счет вертикальной ориентации цилиндрических шар-
ниров звена 8 и наличия гидроцилиндров 10 и 11, которые для этого пере-
водят в запертое состояние, чем и блокируют шарниры звена 8.

Возможно использование гидроцилиндров 10 и 11 в случае прохода аг-
регатом разрушенного участка направляющих щелей. Для этого гидроци-
линдры 10 и 11 также переводят в запертое состояние без вывода сельхоз-
машины из рабочего положения. Точность движения агрегата в этом случае
будет полностью определяться траекторией движения трактора 5.

Использование разработанного устройства позволяет реализовать мно-
гократное вождение сельскохозяйственных агрегатов вдоль одной и той же
направляющей щели в почве, взамен известных устройств, предполагаю-
щих использование на каждый проход агрегата двух или четырех направ-
ляющих щелей (ВНИИОБ [37, 39]). В экономическом смысле применение
устройства существенно повышает производительность труда на операции
по нарезке направляющих щелей и расширяет применимость способа во-
ждения сельскохозяйственных агрегатов по направляющим щелям в почве
на богарное земледелие в зонах с недостаточным увлажнением почв.
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6.2.2. О б о с н о в а н и е и а н а л и з п е р с п е к т и в ных г и д р а в л и-
ч е с к и х с х ем машин дл я л е н т о ч н о г о в н у т р и п о ч в е н н о г о
в н е с е н и я г е р б и ц и д о в. Актуальность проблемы снижения расхода
РЖ при внутрипочвенном способе ее внесения является более острой по
сравнению с другими технологиями по причине малой рабочей скорости
движения агрегатов для ВВ и большего нижнего предела расхода жидко-
сти в единицу времени одним распылителем. При ВВГ растет значимость
точности дозирования жидкости по отдельным рабочим органам [317].

Известно, что расход жидкости q (в л/мин) через гидравлический ще-
левой распылитель пропорционален площади щели [331]:

q = μF
√

2Δp/ρ , (6.1)

где μ — коэффициент расхода, который зависит от формы щели, режима
течения жидкости (степени турбулентности потока) и принятых единиц из-
мерения [331]; F — площадь щели, 10−6 м2; Δp — перепад давления в щели,
105 Па; ρ — плотность жидкости, 10−3 кг/м3.

Точность изготовления такого распылителя с расходом жидкости до
1 л/мин соответствует восьмому квалитету [316], согласно которому для
номинальных размеров величиной до 3 мм определен допуск 14 мкм [332].
При такой точности изготовления щелевого распылителя с прямоугольной
щелью с шириной щели 0,3 мм, ее площадь может варьировать в пределах
0 – 4,7%. Для щели шириной 0,2 мм эта погрешность может достигать 7%.
С учетом варьирования рабочего давления, такой распылитель не сможет
обеспечить точность дозирования жидкости в пределах ±5%.

Повышение точности изготовления распылителей экономически нецеле-
сообразно. Ведь в процессе эксплуатации его проточная часть изнашивает-
ся и расход жидкости изменяется. Гораздо эффективнее гидравлическую
схему агрегата для ВВГ традиционного дозирования по давлению или по
объему для всех рабочих органов в целом заменить на индивидуальное объ-
емное дозирование для каждого рабочего органа отдельно [317].

Для этой цели наиболее пригодными являются многосекционные насо-
сы-дозаторы перистальтического типа [333–336]. Вследствие отсутствия ме-
ханических пар, работающих в агрессивной среде, они более надежны в
работе, могут быть легко скомпонованы в многосекционный агрегат, поз-
воляют просто реализовать возможность изменения производительности в
широких пределах и не нуждаются в предохранительных клапанах от пре-
вышения допустимого давления. Перистальтический насос [334] уже сам по
себе является многосекционным.

В системах индивидуального объемного дозирования расход РЖ через
каждый распылитель определяется только производительностью и техниче-
ским состоянием насоса дозатора или его секции. Ни качество распылителя,
ни степень его износа или засорения, ни расстояние от насоса-дозатора до
распылителя, ни гидравлическое сопротивление подводящих каналов ника-
ким образом не сказываются на расходе жидкости. Все это вместе взятое



292 Глава 6. Разработка технологий и технических средств ...

открывает путь к дальнейшему снижению норм расхода РЖ и, в конеч-
ном итоге, позволяет перейти к применению одноразовых или оборотных,
заполняемых в фабрично-заводских условиях емкостей для РЖ [301].

Такой подход весьма эффективен. Главное — это повышение производи-
тельности, безопасности и эргономичности труда человека. Исключаются
обычно выполняемые в поле, в неприспособленных или частично приспо-
собленных условиях, операции по приготовлению и переливу РЖ.

В силу существенного снижения вероятности попадания сора в гидрав-
лическую систему машины и в распылители, в частности, применение та-
кого инженерного решения неизбежно благоприятно скажется на надежно-
сти работы гидравлических систем таких орудий и, главное, на качестве
распыления. Это весьма важно, поскольку приемлемых для практическо-
го использования систем контроля качества внутрипочвенного распыления
жидкости пока нет и за рубежем. Есть системы, контролирующие лишь
факт наличия распыления [337], но не его качество.

6.2.3. Р а з р а б о т к а п е р с п е к т и в ных т е х н и ч е с к и х с р е д с т в
д л я в ожд е н и я а г р е г а т о в п о н а п р а в л яющим щелям в п о ч в е.
Ранее рассматривался метод вождения агрегатов по одной направляющей
щели в почве [308,309,324] (рис. 6.20) и предназначенное для этого разрабо-
танное устройство — двушарнирное звено-сцепка (рис. 6.21) [330]. Для на-
резки технологических щелей в почве создан специальный щелеватель [338]
(рис. 6.22), который содержит раму 1 с опорными колесами 2, на которой
последовательно друг за другом закреплены ножи-щелерезы 3, 4 и 5.

Рабочий участок B ножей-щелерезов 3, 4 и 5 имеет неодинаковую тол-
щину. Совпадает она только на верхнем участке Bв, а в нижней своей части
Bн у ножей-щелерезов 3 и 4 толщина убывает книзу. Неизменную толщину
имеет последний нож-щелерез 5. Кроме того, нож-щелерез 3 внизу имеет

Рис. 6.22. Щелеватель для нарезки направляющих щелей в почве: 1 — рама;
2 — опорное колесо; 3, 4 и 5 — ножи-щелерезы
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меньшую толщину, чем нож-щелерез 4, а нож-щелерез 4 имеет меньшую
толщину, чем последующий последний нож-щелерез 5. Угол погружения в
почву первого ножа-щелереза 3 является тупым. Два последующих ножа-
щелереза 4 и 5 имеют острый угол погружения в почву, причем последний
нож-щелерез 5 входит в почву с наименьшим углом.

В процессе перемещения первый нож-щелерез 3 формирует щель, верх-
няя часть которой имеет большую ширину, чем нижняя. Таким образом
достигается уплотнение верхнего слоя почвы, что исключает ее осыпание.
Тупой угол погружения в почву первого ножа-щелереза исключает выход
опережающей трещины на дневную поверхность впереди него, т.е. препят-
ствует разрушению (рыхлению) стенок щели в процессе ее нарезки. В плот-
ных нижних слоях почвы щель выполняется методом последовательного
расширения за счет уплотнения почвы. В конечном итоге это повышает
точность вхождения сельскохозяйственных агрегатов на последующих опе-
рациях. Острый угол погружения в почву двух последних ножей-щелерезов
необходим для стабилизации хода орудия по глубине. Чрезмерному заглуб-
лению орудия препятствуют опорные колеса.

Для последующего вождения агрегатов по уже готовым направляющим
щелям в почве был создан щелеватель [339] (рис. 6.23). Его можно успешно
использовать и для нарезки направляющих щелей в почве, особенно, если
последние относятся к легким почвам и не оказывают значительного тяго-
вого сопротивления при обработке. Прототипом для его создания послужил
щелеватель конструкции ВНИИОБ [37,39]).

Щелеватель состоит из ножа 1, в верхней части которого с помощью
винта 2 закреплен следоуказатель 3. При этом нож 1 посредством паль-
ца 4 установлен в нижней части стойки 5, которая посредством пальца 6,
фиксатора 7, кронштейна 8 и хомутов 9 с гайками закрепляется на раме 10
сельскохозяйственного орудия.

Нижняя часть ножа 1 имеет острый угол вхождения в почву α1, который
по численному значению близок к прямому. Это необходимо, чтобы опере-
жающая трещина в почве образовывала с дном щели как можно меньший
угол. Верхняя часть режущей кромки ножа 1 имеет тупой угол вхождения
в почву α2 и по длине не должна превышать половины рабочей длины но-
жа 1, поскольку эта его часть должна двигаться в культивированном слое
почвы, но не глубже, чтобы не увеличивать тяговое сопротивления.

Следоуказатель 3, выполненный в виде выпуклой поверхности, устанав-
ливают непосредственно перед режущей кромкой ножа 1. Причем его ло-
бовая поверхность также имеет тупой угол вхождения в почву α3, который
может отличаться по величине от угла α2.

Наличие наклонного вперед участка ножа 1 и следоуказателя 3 способ-
ствует уплотнению стенок щели и уменьшает вынос нижних слоев почвы
наружу. Это обеспечивает высокое качество выполнения стенок щели и уве-
личивает ее рабочую глубину. На ноже 1 имеются также регулировочные
отверстия, с помощью которых изменяют положение следоуказателя 3 в
зависимости от требуемой глубины хода.
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Рис. 6.23. Разработанный щелеватель для нарезки направляющих щелей в
почве и вождения сельскохозяйственных агрегатов по ним: 1 — нож; 2 —
винтовое соединение; 3 — следоуказатель; 4 и 6 — палец; 5 — стойка; 7 —

фиксатор; 8 — кронштейн; 9 — хомут; 10 — рама сельхозорудия

При движении щелевателя в почве наличие у ножа 1 участка с острым
углом α1 вхождения в почву способствует появлению сил, заглубляющих
его. Эти силы частично компенсируются противоположными рекциями на
следоуказателе 3 и участке ножа 1 с тупым углом вхождения в почву α2.
В целом это улучшает стабильность хода щелевателя по глубине. Таким
образом выполняют в почве хорошо заметные щели с плотными стенками.
Отсутствие вырванных комков и глыб по всей глубине щели способствует
сокращению потерь из нее влаги.

В случае, когда щелеватель используется не для нарезки технологиче-
ских щелей в почве, а для вождения сельскохозяйственных агрегатов, то
технологический процесс протекает аналогичным образом. Осыпавшаяся
внутрь щелей почва в таком случае также не выносится наружу, а вдавли-
вается в их стенки.
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ВЫВОДЫ

1. Применительно к возделыванию пропашных культур в случае, когда
используется метод вождения агрегатов по направляющим щелям в почве,
ширину лент внесения гербицидов можно уменьшить до 180 мм.

2. Открытое ленточное внесение гербицидов, предполагающее образо-
вание борозд и последующую их заделку, способствует потерям влаги из
почвы. В связи с этим, разработанные конструкции бороздореза и загор-
тача следует рекомендовать к использованию или в условиях орошаемого
земледелия, или на богарных землях в зонах достаточного увлажнения.

3. Разработанная компоновочная схема рабочего органа, включающая
стрельчатую лапу, индивидуальный фильтр-клапан-отсекатель, канал для
подвода рабочей жидкости и распылитель, а также предполагающая раз-
борную стойку, нижняя часть которой имеет тупой угол погружения в поч-
ву (150 – 155◦) и соединена с лемехами лапы так, что выступает за их пре-
делы вниз (до 10 мм) и вперед (до 45 мм), эффективна и может быть взята
за основу в случае проектирования новых рабочих органов такого типа.

4. Применение разработанных гнутых лемехов с нижней заточкой и ниж-
ней наплавкой твердым сплавом (угол между плоскостью резания и наплав-
кой 2 – 4◦, угол крошения уменьшается от 23◦ у режущей кромки до 10◦ у
верхнего обреза лемеха, высота лемеха в рабочем положении 17 мм, ширина
наплавленного слоя 20 – 25 мм) позволяет получить конструкцию рабочего
органа, технологические параметры которого в минимальной степени свя-
заны со степенью износа его лемехов.

5. Разработанное безрезьбовое крепление распылителя наиболее эффек-
тивно с точки зрения эргономики и минимизации потерь рабочего времени
на обслуживание рабочего органа.

6. Полной заделки жидких препаратов при внутрипочвенном их внесе-
нии на комковатых почвах можно добиться, если применить разработанную
конструкцию прутковой сводообразующей части рабочего органа.

7. В случае малорасходного внесения гербицидов внутрипочвенным спо-
собом (< 50 л/га) эффективно применять разработанный метод размазы-
вания, который предполагает использование в конструкции стрельчатого
рабочего органа прутковой сводообразующей части с гнутыми прутками.

8. На пропашных культурах технологию ленточного внутрипочвенного
внесения гербицидов возможно осуществить шестью способами, используя
отдельные машины, комбинированные агрегаты и комбинированные маши-
ны. Наиболее перспективным следует считать разработанный способ после-
посевного ленточного внутрипочвенного внесения гербицидов.

9. Для вождения сельскохозяйственных агрегатов c применением на-
правляющих щелей в почве рациональнее применять разработанные метод
и механизмы, предназначенные для нарезки технологических щелей в поч-
ве, для агрегатирования сельхозмашины с трактором и, собственно, для
осуществления вождения агрегата по одной направляющей щели. При этом
сами технологические щели следует засыпать рыхлой почвой, используя
шлейфы. Все перечисленное, во-первых, позволяет повысить точность во-
ждения, а, во-вторых, минимизировать потери влаги из почвы.
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ГЛАВА 7
ЭКСПЕРИМЕНТАЛЬНОЕ ИССЛЕДОВАНИЕ
ТЕХНОЛОГИЙ И ТЕХНИЧЕСКИХ СРЕДСТВ
ДЛЯ ЛЕНТОЧНОГО ВНУТРИПОЧВЕННОГО

ВНЕСЕНИЯ ГЕРБИЦИДОВ

7.1. Испытание распылителей

В основу методики и аппаратуры для испытаний распылителей поло-
жены стандарты ISO 5682-1:1996 и 5682-2:1997, которые в настоящее вре-
мя приняты и Россией [340, 341], и Украиной. Ими нормируются методы
испытаний и оценки характеристик распределения РЖ гидравлическими
распылителями, используемыми в растениеводстве для химической защи-
ты растений и внесения удобрений.

О специфике применения распылителей на орудиях для ВВГ вообще и о
необходимости иметь нормированные двумерные характеристики распыли-
телей такого назначения показано в работах [297,303,304]. Поскольку выше
упомянутые стандарты [340, 341] снятие таких характеристик не предпо-
лагают, а предусмотренное ими оборудование для этого непригодно, то в
регламент проведения испытаний внесены соответствующие изменения.

7.1.1. С т е н д д л я и с пыт а н и я р а с пыли т е л е й. Стенд для ис-
пытания распылителей (рис. 7.1) [343] представляет собой матрицу с про-
бирками 1, на которой закреплены две стойки 2 с подвижной балкой 3.
Распылитель крепится в центральной части перемещаемой по высоте бал-
ки 3. Под этой балкой и распылителем располагается поворотное отводное
устройство 4. РЖ подается к распылителю через канал 5. Представленный
стенд является упрощенной версией уже известного [342].

В конструкцию стенда входит компрессор с ресивером, который частич-
но заполняется РЖ. На ресивере имеется манометр для измерения давле-
ния и кран. Последний служит для коммутирования подачи РЖ в канал 5.
В процессе испытания распылителя сначала включали компрессор, который
доводит давление в ресивере до нормы. В это время отводное устройство 4
располагали под распылителем. Как только рабочее давление достигнуто,
компрессор выключали и открывали подачу жидкости через канал 5 к рас-
пылителю. Когда распылитель выходил на установившийся режим работы,
включали секундомер и быстро отворачивали отводное устройство 4 в сто-
рону. По истечении минуты времени отводное устройство 4 также быстро
возвращали назад, а подачу жидкости прекращали.

Далее каждую из пробирок взвешивали и вычитали собственный вес.
Полученные цифры заносили в таблицу.

7.1.2. О с н о в ны е п о л ожени я м е т о д и к и п о д г о т о в к и р а с-
пыли т е л е й к и с пыт а н и ям и с ами х и с пыт а н и й. Поскольку
методика испытания распылителей базировалась на действующих стандар-
тах [340, 341], то далее перечислим только оригинальные пункты, которые
стандарту не соответствуют.
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Рис. 7.1. Разработанный стенд для
испытания распылителей: 1 — мат-
рица с пробирками; 2 — стойка; 3 —
подвижная балка крепления распы-
лителей; 4 — поворотное отводное
устройство; 5 — подводной канал

1. В процессе испытаний за-
действовали разработанный стенд
(рис. 7.1) [342,343].

2. Внутренний диаметр исполь-
зуемых пробирок составлял dmin =
14,7мм, наружный — dmax=16,3мм,
а средний — d = 1

2 (dmax + dmin) =
15,5мм. Все пробирки располага-
ли по узлам прямоугольной сет-
ки. Межцентровое расстояние меж-
ду соседними пробирками по обе-
им измерениям было одинаковым и
составляло Δx = Δy = 18 мм.
Поскольку края пробирок округле-
ны по радиусу, равному половине
толщины ее стенок, то считалось,
что внутрь пробирки попадает жид-
кость, приходящаяся на круг с диа-
метром d = 15,5 мм, который отож-
дествлялся с ее поперечным сечени-
ем. Жидкость, попадающая в про-
странство между пробирками, учи-
тывалась перерасчетом. Если mkl —
масса жидкости фактически попав-
шей в пробирку с номером k по гори-
зонтали (вдоль абсциссы) и l по вер-
тикали (вдоль ординаты), то учет-
ная масса m∗

kl определялась так:

m∗
kl = ηmkl , (7.1)

где коэффициент пересчета

η =
4ΔxΔy
πd2

= 1,717 , (7.2)

определяется как отношение площади ΔxΔy квадрата, занятого пробиркой,
к площади πd2/4 поперечного сечения самой пробирки. Тут индексы k и l,
задаются сеткой ωk,l = {xk, yl : a1 = x0 < x1 < . . . < xn = a2; b1 = y0 <
y1 < . . . < ym = b2} на пятне распыла ω, где все обозначения соответствуют
принятым ранее в п.г. 5.2.

В таком случае общий расход жидкости через распылитель в единицу
времени можно посчитать по формуле:

V =
∑n

k=0

∑m

l=0
m∗

kl, (7.3)

а единичный по времени расход жидкости fkl, которая приходится на еди-
ницу площади пятна распыла ω в точке с координатами xk, yl : a1 = x0 <
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x1 < . . . < xn = a2; b1 = y0 < y1 < . . . < ym = b2} по формуле:

fkl =
4mkl

πd2
. (7.4)

3. Высота установки распылителя h в соответствии со стандартом [340]
должна быть равной 300, 400, 500, 600, 700 или 800 мм. В п.г. 5.2 показано,
что используя предлагаемую методику, можно пересчитать распределение
жидкости по пятну распыла ω для любого значения h. В связи с этим в экс-
периментах высота положения распылителя h выбиралась такой, при кото-
рой пятно распыла имеет максимальные размеры, но не выходит за пределы
матрицы с пробирками. В большинстве случаев h равнялось 250 мм.

4. Стандартом [340] предполагается, что в испытаниях должно быть за-
действовано не менее 200 распылителей. Это требование связано с тем, что
стандарт оценивает не только качество конструкции распылителя, а и на-
дежность технологического процесса их изготовления. Поэтому заведомо
понятно, что, с точки зрения серийного производства, примененные механи-
ческие приемы изготовления распылителей не приемлемы. В связи с этим, в
процессе испытаний оценивали только конструкцию распылителя и приме-
няли ручную доводку каждого из них. Так, распылителей в соответствии с
рис. 6.9 [297], за вычетом отбракованных, было испытано 16 шт.. Их доводка
предполагала правку сферы в конце канала проточной части распылителя.
Для этого внутрь канала запрессовывали шарик диаметром 1,6 мм из ша-
рикоподшипника. Чтобы щель распылителя при этом не расширилась, на
выступающую часть распылителя предварительно одевали металлический
бандаж. Если щель распылителя оказывалась прорезанной глубже поло-
женного, то ее запаивали, а потом поправляли с помощью стальной прово-
локи соответствующего диаметра (0,3 мм). С помощью многократного по-
вторения перечисленных манипуляций добивались максимального сходства
параметров распылителей одного к другому. Очевидно, что для серийного
производства эти методы не предназначены.

7.1.3. Х а р а к т е р и с т и к и п р ям о т о ч ных щел е вых р а с пыли-
т е л е й с п р ям о у г о л ь ным шлиц ом. Из более сотни изготовленных в
соответствии с рис. 6.4 распылителей для полевых экспериментов отобрали
16 шт. (два комплекта из расчета на восьмирядные машины). Их одномер-
ные F (x) и двумерные f(x, y) характеристики распределения жидкости по
ширине захвата приведены на рис. 7.2 и в прил. А на рис. А.1 –А.8.

Из рисунков видно, что характеристики распылителей предлагаемой
конструкции, в значительной мере, повторяют таковые для щелевых рас-
пылителей с треугольным шлицом (рис. 1.8,E; 1.8,F). Разница состоит в
том, что в нашем случае пятно распыла более округлое по краям, а рас-
пределение жидкости по ширине захвата — более равномерное, т.е. вместо
двух ломаных сторон равнобедренного треугольника, представляет собой
выпуклую кривую. Если бы такой распылитель предполагалось использо-
вать на штанговом орудии, то можно было бы говорить о его непригодности.
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A

B

Рис. 7.2. Характеристики распылителя № 1: A — изолинии соответствуют
количеству РЖ в граммах, которое приходится на квадрат Δx × Δy =
18× 18 мм2 площади пятна распыла, занятой одной пробиркой; B — гисто-
грамма F (x) соответствует количеству РЖ в граммах, которое приходится
на 1 мм ширины захвата, в случае вертикальной ориентации распылителя, а
кривая линия F ∗(x) соответствует полученному расчетным путем тому же
распределению, но в случае, когда распылитель ориентирован под углом
45◦ к поверхности напыления. Параметры проведения эксперимента: высо-
та установки распылителя — h = 250 мм; давление РЖ — P = 0,4 МПа;

время испытания — Δt = 1 мин.

В нашем случае они предназначены для ВВГ, а, значит, чем больше равно-
мерность распределения РЖ по ширине захвата, тем лучше. Более точных
требований на параметры распределения РЖ по ширине полосы обработки
применительно к ленточному внесению гербицидов агрономы не сформу-
лировали. Идеальным является вовсе не равномерное распределение и уж
тем более не треугольное, а такое, когда в центр полосы внесения попада-
ет меньше РЖ, чем на ее края. Последний тезис требует агрономического
подтверждения и в дальнейшем не затрагивается.

Из анализа графиков двумерного распределения (рис. 7.2, рис. А.1 –А.8
с индексами A, C) видно, что все распылители имеют системные и слу-
чайные дефекты. К системным дефектам следует отнести перекос и изгиб
щели, а к случайным — царапины, заусенцы и прочие микронеровности
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на поверхностях проточных частей распылителей. Все дефекты связаны со
спецификой технологии изготовления распылителей, хорошо заметны на
графиках и проявляются в системных деформациях всего пятна распыла и
безсистемных вариациях в его деталях.

Ореол мелких пятен с количеством жидкости в 0,1 г на одну пробирку
(квадрат Δx× Δy = 18 × 18 мм2), который присутствует на каждом пятне
распыла на самом деле связан с математическими трудностями интерпо-
ляции вдоль границы пятна распыла. С помощью бикубического сплайна,
который применялся для интерполяции, любой излом (в данном случае пер-
ход “не нуль — нуль”) неизбежно сглаживается. В виду конечности числен-
ных значений коэффициентов сплайна еще более трудно интерполировать
поверхность, окружающую пятно распыла, где f(x, y) = const = 0. Вви-
ду вышеизложенного, мелкие пятна ореола окружающего пятна распыла в
подавляющем большинстве случаев следует игнорировать.

В процессе испытаний и ручной доводки предлагаемых распылителей с
прямоугольным шлицом (рис. 6.4) обнаружено важное отличие таких рас-
пылителей от известных с треугольным шлицом (рис. 1.8,E; 1.8,F). В про-
цессе работы последних жидкость прекращает взаимодействие с элемента-
ми конструкции распылителя сразу же по выходу из сферы, которой закан-
чивается его проточная часть. В предлагаемых распылителях после выхода
за пределы сферы жидкость продолжает двигаться между двумя парал-
лельными поверхностями прямоугольного шлица. Чем длиннее этот путь,
тем большее сопротивление испытывает жидкость. Таким образом, изме-
няя площадь и конфигурацию этих двух параллельных поверхностей мож-
но управлять распределением жидкости. В техническом смысле это весьма
простая задача. Площадь и конфигурация упомянутых поверхностей одно-
значно определяется формой и размерами наружной части распылителя в
окрестностях вытока жидкости.

Так, если противоположный от резьбы торец распылителя дополнитель-
но прошлифовать, например, с 19,8 до 19,7 мм, то измеренное вдоль оси
распылителя расстояние от границы сферы до дневной поверхности умень-
шится на 0,1 мм. В результате проход жидкости в осевом направлении об-
легчится, общий ее расход увеличится, а в центральной части двумерной
характеристики распылителя появится более ярко выраженный пик.

Увеличить количество РЖ, которая попадает на дальние края пятна
распыла, можно, уменьшив внешний диаметр корпуса распылителя в об-
ласти щели, например, с 4,0 до 3,9 мм, или увеличив наклон и размеры
фаски. В таком случае облегчится продвижение жидкости в стороны и за
счет этого будет достигнут желаемый эффект.

Эти две иллюстрации показывают, что манипулируя внешней формой
распылителя в окрестностях его щели, можно радикальным образом ме-
нять параметры распределения жидкости по пятну распыла. Упомянутое
обстоятельство использовали для достижения более точного совпадения ха-
рактеристик всех задействованных в эксперименте распылителей. Добиться
такого эффекта, применяя известные распылители с треугольным шлицом
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(рис. 1.8,E; 1.8,F), нельзя. Подобный результат можно получить, если на
одном распылителе использовать две особо сориентированные треугольные
щели. Выполнить это можно только при наличии весьма сложного и доро-
гостоящего оборудования, а результат все равно будет хуже. Такой распы-
литель вместо одного отверстия будет иметь два меньших по площади, а,
значит, по сравнению с предлагаемым, будет более склонным к засорению.

На рис. 7.2, рис. А.1 –А.8 с индексами B, D, кроме гистограммы, ко-
торая соответствует вертикальной ориентации распылителя, представлена
штрих-пунктирная кривая, отражающая распределение жидкости по ши-
рине захвата в случае наклона распылителя на 45◦. Эта кривая построена
с применением методики, изложенной в п.г. 5.2 (стр. 241 – 256). Как видим,
эти кривые в большинстве случаев не соответствуют гистограммам. Пояс-
няется такой результат наличием частных дефектов на двумерных распре-
делениях каждого из распылителей. Из этого следует вывод, что в случае
наклонной ориентации распылителей, требования на их качество и точность
изготовления весьма значительно возрастают.

В процессе испытания распылителей обнаружено (рис. 7.3), что угол
раствора θ факела распыла РЖ зависит от величины ее давления P . Меж-

Рис. 7.3. Зависимость между рабочим давлением P и углом раствора θ фа-
кела распыла. Каждому из шестнадцати распылителей соответствует своя

по форме и цвету точка. График аппроксимирует средние значения θ

ду собой они связаны почти линейной (с учетом величин коэффициентов)
зависимостью:

P = C2θ
2 − C1θ + C0, (7.5)

где C0 = 2,965995; C1 = −0,066582; C2 = 0,000394. Для практики это обсто-
ятельство существенного значения не имеет. Ведь при изменении давления
в 2 раза угол раствора меняется весьма незначительно, т.е. при давлении
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P ∈ [0,2; 0,4] величина угла θ попадает в интервал [92,35; 110,49]. Справедли-
во ожидать, что в случае более качественного изготовления распылителей
этот интервал будет еще уже.

Иначе обстоят дела с минутным расходом V РЖ. Как видно из рис. 7.4,
взаимозависимость между расходом V и давлением P куда более значи-

Рис. 7.4. Зависимость между рабочим давлением P и минутным расходом V
рабочей жидкости. Каждому из шестнадцати распылителей соответствует
своя по форме и цвету точка. График аппроксимирует средние значения V

тельна. Аппроксимирует ее следующее выражение:

V = C2P
2 − C1P + C0, (7.6)

где C0 = 0,229471 ; C1 = 2,592901; C2 = −2,093916. Для группы испытанных
распылителей при изменении давления P в пределах от 0,2 до 0,4 МПа
минутный расход V РЖ варьировал в пределах от 0,62 до 0,99 л/мин.,
т.е. изменялся почти на половину. В табл. 7.1 приведены статистические
данные по минутному расходу жидкости экспериментальными щелевыми
распылителями с прямоугольным шлицем.

Большая зависимость между минутным расходом V РЖ и давлением
P указывает на то, что в конструкциях гидравлических схем машин для
ленточного внесения гербицидов нежелательно применять дозирование по
давлению. Это связано с тем, что гидравлическое сопротивление каналов
подвода жидкости к каждому из распылителей всегда разное, а, значит, нет
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Таблица 7.1
Статистические данные по минутному расходу жидкости

экспериментальными щелевыми распылителями
с прямоугольным шлицем (рис. 6.4)

Рабочее
давление,
в МПа

Расход жидкости (в г/мин.): Среднее
квадратическое
отклонение

Доверительный
интервал для
среднегомини-

мальный
макси-
мальный средний

0,2 617,44 712,32 665,86 28,41 ±13,92
0,25 701,45 799,16 742,57 29,80 ±14,60
0,3 793,23 888,09 822,24 23,92 ±11,72
0,35 846,05 933,34 880,27 27,28 ±13,37
0,4 889,53 991,99 931,15 30,76 ±15,07

оснований полагать, что расход РЖ будет одинаковым. Наиболее эффек-
тивный выход из сложившейся ситуации — это применение индивидуаль-
ного объемного дозирования по каждому из распылителей.

7.2. Радиоизотопный эксперимент по исследованию конечного
распределения рабочей жидкости при ее внутрипочвенном
внесении разработанными рабочими органами

7.2.1. П о л е в а я и с с л е д о в а т е л ь с к а я м ашин а. Полевой иссле-
довательский агрегат (рис. 7.5,A), предназначенный для оценки качества
распределения РЖ под слоем почвы в случае применения разработанных
РО и технологий состоял из трактора МТЗ-80 и специально разработанной
навесной исследовательской машины (НИМ). В ее основе — культиватор
растениепитатель КРН-4.2 с укороченной до 1,7 м рамой 1 и двумя стан-
дартными рабочими секциями 2, которые установлены из расчета на меж-
дурядия 0,7 м. На раме закреплены два щелевателя-направителя 3 кон-
струкции ВНИИОБ [37, 39]. Располагаются они на расстоянии 1,4 м друг
от друга симметрично продольной оси агрегата. Поскольку на раме куль-
тиватора предполагали установить сидение исследователя 4 и ряд другого
оборудования 5—10, то крепление рамки навесного устройства сдвинуто
вперед. Таким образом, на машине удалось расположить рессивер 5, ем-
кость для воды 6 и емкость для меченой изотопом РЖ 7. Между собой
эти емкости соединены рядом трубопроводов. Управление подачей возду-
ха, воды и меченого раствора выполняли с помощью трех кранов 8. Для
контроля уровня меченого раствора в емкости 7 предназначено мерное ок-
но 9. Давление воздуха и РЖ в системе контролировали манометром 10.
Сжатый воздух от компрессора трактора подается к машине по гибкому
трубопроводу 11. В конечном итоге РЖ (вода или меченый изотопом рас-
твор) подается через систему трубопроводов 12 к испытуемым РО 13.
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A

B

Рис. 7.5. Исследовательский агрегат (A) и принципиальная схема навесной
исследовательской машины (B): 1 — рама; 2 — секция культиватора КРН-
4.2; 3 — щелеватель-направитель; 4 — рабочее место оператора; 5 — ресси-
вер; 5a — предохранительный клапан; 6 и 7 — емкости для воды и меченого
раствора; 8 — краны управления подачей сжатого воздуха (8a), воды (8b)
и меченого раствора (8c); 9 — указатель уровня; 10 — манометр; 11 — тру-
бопровод для подвода сжатого воздуха; 12 — система трубопроводов для

подачи РЖ к РО; 13 — РО для ЛВВ гербицидов
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Принципиальная схема НИМ представлена на рис. 7.5,B [325]. Для под-
готовки к работе ее переводили в транспортное положение, испытуемые РО
13 устанавливали на свое место, краны 8b и 8c закрывали, а емкости 6 и 7
на 60 – 70% заполняли чистой водой. Далее гибкий шланг 11 присоединяли
к компрессору трактора, и открывали кран 8a для подачи сжатого воздуха
в рессивер 5. Двигатель трактора запускали и включали подачу сжатого
воздуха в систему машины. Трактор при этом оставляли неподвижным.
Как только показания манометра 10 достигало требуемой величины, пода-
чу воздуха прекращали, закрыв кран 8a. Дальше поочередно открывали и
закрывали краны 8b и 8c подачи воды из емкостей 6 и 7. Так продолжали
до полного удаления воздуха из гидравлической части системы машины.
После этого все краны закрывали и медленно, открыв заливные пробки
емкостей 6 и 7, стравливали воздух из пневматической системы машины.
Далее, в емкость 7 заливали маточный раствор меченой изотопом жидко-
сти и доливали воду в емкости 6 и 7, доводя общее количество жидкости
до прежнего уровня. Воспользовавшись механической мешалкой, через от-
крытую заливную горловину емкости 7 тщательно перемешивали меченую
изотопом РЖ. Заливные пробки емкостей 6 и 7 устанавливают на место и
рабочее давление воздуха снова доводили до заданной величины. В таком
состоянии машина готова к испытаниям.

В процессе самих испытаний вначале вносили чистую воду из емкости
6. Затем, не прекращая подачу чистой воды, открывали подачу меченой
изотопом РЖ из емкости 7 и уже затем прекращали подачу чистой воды
из емкости 6. Компрессор трактора при этом не использовали. К РО 13
вода или меченая РЖ подается за счет давления воздуха в рессивере 5.
Движение агрегата продолжали до полного расходования меченой РЖ.

7.2.2. М е р и т е л ь ный ин с т р ум е н т а р и й и при б о ры. Посколь-
ку проведение испытаний с применением НИМ предполагает длительный
переходной период движения, когда РО находятся в рабочем состоянии, а
вносимая жидкость постепенно заменяется из воды на меченую изотопом
РЖ, то встает вопрос, как найти то начальное место, где система вышла
на номинальный режим работы. Очевидно, что лучше всего для этого под-
ходит сцинтилляционный радиометр СРП-68-01 (рис. 7.6), который про-
изводителем изначально позиционируется как универсальный поисковый
прибор, предназначенный для быстрого нахождения границ и мест локали-
зации радиоактивности по мощности излучения.

В качестве основного прибора для оценки равномерности распределе-
ния меченой изотопом РЖ в пределах обработанной полосы без выемки
проб из почвы и без какого либо вмешательства в нее, использовали ради-
онуклидный анализатор NC-482B болгарского производства (рис. 7.7,A) со
сцинтилляционным детектором ND-484B (рис. 7.7,B; 7.8,A) [297,325].

Созданный на основе прибора NC-482B полевой мерительный комплект
для двухкоординатних измерений представлен на рис. 7.7,B, 7.8,C. Его со-
став понятен из рисунка. Анализатор 1 вместе со сцинтиблоком 2 пред-
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Рис. 7.6. Сцинтилляционный радиометр поисковый СРП-68-01

назначены для селектирования и регистрации ионизирующего β или γ-
излучения в определенном диапазоне энергий. Прибор NC-482B позволя-
ет устанавливать и автоматически контролировать временной интервал (≥
1 с), в течение которого проводятся измерения. Чтобы защитить сцинтиб-
лок от фонового излучения и повысить осевую направленность измерений,
основа каретки 3 выполнена в виде биметаллического стакана — сталь 4 мм
снаружи и свинец от 15 мм внутри цилиндрической части до 35 мм, напро-
тив входного окна детектора. Размеры стакана согласованы с размерами
сцинтиблока так, что последний вставляется внутрь первого с минималь-
ным зазором. Напротив входного окна сцинтиблока 2, т.е. в центре днища
стакана каретки, выполнено сквозное ступенчатое отверстие, предназначен-
ное для размещения сменных коллимирующих вставок 4 с осевым отверсти-
ем 5, 7, 10 и 14 мм (рис. 7.7,A; 7.8,B).

Каретка 3 установлена на круглых трубчатых направляющих балки 5,
а та — на таких же направляющих 6 рамки 7. Таким образом, каретка 3
совместно со сцинтиблоком 2 получили возможность перемещения в плос-
кости и пределах рамки 7. Вдоль каждой из направляющих с шагом 20 мм
просверлены вертикальные отверстия, которые согласуются с отверстиями
в проушинах каретки 3 и балки 5. При совмещении отверстий в направляю-
щих и проушинах в них помещаются вставные штифты. Все эти отверстия
и штифты предназначены для фиксации положения сцинтиблока 2 в узлах
ортогональной координатной сетки соответствующего шага.
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Рис. 7.7. Сцинтилляционный радионуклидный анализатор NC-482B (A) и
полевой мерительный комплект для двухкоординатних измерений (B): 1 —
анализатор NC-482B; 2 — сцинтиблок ND-484B; 3 — каретка; 4 — набор
свинцовых коллиматорных вставок; 5 — балка подвижная; 6 — направляю-

щая; 7 — рамка; 8 — аккумуляторная батарея 6СТ-132
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Рис. 7.8. Cцинтиблок ND-484B вне каретки (A), свинцовые коллиматорные
вставки (B) и мерительная рамка в состоянии двухкоординатних измерений
(С): 2 — сцинтиблок ND-484B; 3 — каретка; 4 — свинцовая коллиматорная

вставка; 5 — балка подвижная; 6 — направляющая; 7 — рамка
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Аккумуляторная батарея 6СТ-132 выполняла функцию полевого блока
питания. В лабораторных условиях прибор NC-482B предполагал питание
от электросети переменного тока напряжением 220 В.

На рис. 7.9 показаны устройство для выемки проб из почвы, а также
мерительная рамка, подготовленная для однокоординатных измерений. На-
значение этого комплекта состоит в оценке глубины внесения препарата
путем выемки проб грунта и последующего поиска уровня локализации ра-
диоактивности по мощности излучения.

Устройство для выемки проб из почвы (рис. 7.9,A и 7.9,B) состоит из
двух частей: пробника 10 и черенка 11. Основу пробника составляет тон-
костенная труба из нержавеющей стали: толщина стенки 2 мм, наружный
диаметр 45 мм, длина 320 мм. На 250 мм ее длины выполнен продольный
разрез шириною 4 мм. Свободный конец трубы пробника заточен под ко-
нус. К черенку пробник крепится путем штекерного соединения. Чуть ниже
этого соединения установлен упор. Для выемки пробы пробник опускали
свободным концом на землю, ориентируя его вертикально, и, воспользо-
вавшись упором, ногой вдавливали в почву. Глубина погружения пробни-
ка не должна превышать длину боковой щели. Вынимали пробник после
предварительно наклона. Почву из пробника не извлекали, а сам пробник
отсоединяли от черенка. После этого проба готова к измерениям.

Для измерений использовали уже описанную выше мерительную рамку
(рис. 7.9,C и 7.9,D). В данном случае она перенастраивается под однокоор-
динатные измерения, для чего в ее средней части устанавливали ложе 9,
внутрь которого укладывали пробник 10 с пробой. Размеры и конструкция
всех этих устройств согласованы таким образом, что прорезь в трубе проб-
ника 10 располагается строго сверху и горизонтально, а также симметрично
подвижной балке 5. В процессе измерений перемещали только каретку 3 с
детектором 2.

Лабораторная мерительная установка (рис. 7.10) построена на основе
того же анализатора NC-482B 1 и сцинтиблока ND-484B 2, который уста-
новлен внутри известной каретки 3, а та закреплена на стойке 4. Теперь
сцинтиблок 2 вместе с кареткой 3 могут перемещаться в вертикальном на-
правлении над горизонтальным координатным столиком 5. Радиоактивную
пробу 6 располагали в чашке Петри под сцинтиблоком 2, ориентируясь на
координатную сетку столика 5. В комплект также входят сменные свин-
цовые коллиматорные вставки 7. Для того, чтобы иметь возможность на-
крывать пробу 6 слоем почвы определенной толщины с шагом в 10 мм,
предусмотрен набор из 10 шт. стальных надставных колец 8 (рис. 7.10,В).
Эти кольца имеют внутренний диаметр 50 мм. Устанавливаются они одно
на другое с перекрытием в 2 мм и тем самоцентрируются.

В процессе подготовки пробы к измерениям, вначале ее укладывали на
дно чашки Петри строго по центру. В таком состоянии проба готова к изме-
рениям ее собственной активности. После проведения первой серии измере-
ний в ту же чашку тоже по центру укладывали первое надставное кольцо
и засыпали его почвой, которую затем слегка уплотняли и выравнивали. В
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Рис. 7.9. Устройство для выемки проб из почвы (A и B — в рабочем и
разобранном состояниях), а также мерительная рамка, подготовленная для
однокоординатных измерений (C и D — в процессе подготовки и готовом
состоянии): 2 — сцинтиблок ND-484B; 3 — каретка; 5 — балка подвижная;
6 — направляющая; 7 — рамка; 9 — ложе; 10 — пробник; 11 — черенок
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Рис. 7.10. Лабораторная мерительная установка (A) и надставные кольца
(B): 1 — анализатор NC-482B; 2 — сцинтиблок ND-484B; 3 — каретка; 4 —
стойка; 5 — стол координатный ; 6 — проба с радиактивностью; 7 — набор
свинцовых коллиматорных вставок (4 шт.); 8 — кольца надставные (10 шт.)
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таком состоянии проба готова к новой серии измерений, в процессе проведе-
ния которых оценивается проникающая способность излучения выбранного
изотопа сквозь слой почвы высотою в 10 мм. Далее добавляют следующее
кольцо и также засыпают почвой. Процесс повторяют, пока это необходимо.

Для того, чтобы подготовить РО 1 (рис. 7.11,A) к испытаниям, необхо-
димо иметь возможность оценки ориентации распылителей, для чего раз-
работаны специальная методика и устройство 2 [297].

Их суть (рис. 7.11) состоит в следующем. Под стрельчатой лапой 4, на-
против распылителя 5 располагали емкость 6 (обычное бытовое ведро), обо-
рудованную плоской перегородкой 7 внутри. Перегородку 7 ориентировали
строго перпендикулярно к плоскости симметрии лапы 4 и в притык к ее
режущим кромкам. В процессе замеров, включив подачу РЖ, отыскивали
такое положение емкости 6, в котором ее плоская перегородка 7 делила бы
ФР пополам. Доказательством того, что такое положение найдено являет-
ся равная скорость поступления РЖ в обе части емкости 6, или, что то
же самое, измеренный мерным стаканом 3 равный объем РЖ, скопившей-
ся по обе стороны перегородки 7 за период замера (одну минуту). Когда
место пересечения ФР плоскости резания (расстояние lk) найдено, по из-
вестной высоте hk установки сопла распылителя 5 над той же плоскостью,
вычисляют искомое значение угла Δ = arctg (hk/lk). Таким же способом
определяется и угол η вертикального раствора ФР.

7.2.3. Выб о р р а д и о н у к л и д а. Как известно изотопы — разновид-
ности атомов одного химического элемента с разным количеством нейтро-
нов в ядре. Химические свойства атома зависят практически только от стро-
ения электронной оболочки, которая, в свою очередь, определяется в ос-
новном зарядом ядра (т.е. количеством протонов в нем) и почти не зависит
от его массового числа (т.е. суммарного числа протонов и нейтронов). Все
изотопы одного элемента имеют одинаковый заряд ядра, отличаясь лишь
числом нейтронов. Обычно изотоп обозначается символом химического эле-
мента, к которому он относится, с добавлением верхнего левого индекса,
означающего массовое число (например, 32P ). Можно также написать на-
звание элемента с добавлением через дефис массового числа (например,
фосфор-32). В последнее время для обозначения атомов одного химического
элемента с одинаковой атомной массой чаще используется термин нуклид,
а термин изотопы рекомендуется применять для обозначения совокупно-
сти нуклидов одного элемента. Так правильно сказать, что два нуклида
фосфор-32 и фосфор-33 являются изотопами фосфора.

Нуклиды делятся на стабильные и радиоактивные (радионуклиды).
Стабильные нуклиды не испытывают спонтанных радиоактивных превра-
щений из основного состояния ядра. Радионуклиды путем радиоактивных
превращений переходят в другие нуклиды. В зависимости от типа распада
образуется нуклид того же самого или другого элемента [347]. Например
β-распад 32P происходит на основное состояние 32S (стабильный нуклид
серы). У фосфора стабильным является 31P .
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Рис. 7.11. Устройство для регулировки угла наклона распылителя: (A —
в действии; B — схема устройства и применения) 1 — рабочий орган для
ЛВВГ в сборе; 2 — устройство для оценки угла наклона распылителя в
сборе; 3 — мерный стакан; 4 — стрельчатая лапа; 5 — распылитель; 6 —

емкость (ведро); 7 — перегородка
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Процесс радиоактивных превращений нестабильных нуклидов сопро-
вождается ионизирующим излучением, т.е. испусканием коротковолнового
электромагнитного рентгеновского и γ-излучения, заряженных или неза-
ряженных частиц [348–353]. Перечислять и тем более анализировать все
известные виды ионизирующего излучения не будем, скажем только, что
применительно к нашей задаче оценки распределения РЖ под слоем поч-
вы наибольший интерес представляют β- и γ-излучение [354,355], т.к. име-
ют достаточную проникающую способность (сквозь почву) и относительно
легко могут быть зарегистрированными.

• β-излучение. В случае с β-излучением тезис о достаточной проника-
ющей способности не совсем очевиден. Чтобы разобраться с этим, изучим
специфику взаимодействия β-частиц с веществом. При этом оговорим, что
из β-частиц будем рассматривать только электроны (β−-излучение), а по-
зитроны (β+-излучение) из рассмотрения исключим. В этой связи обозна-
чения β и β− условимся считать эквивалентными.

Электроны, движущиеся в веществе, взаимодействуют с его атомами, в
результате чего теряют свою энергию и отклоняются от первоначального
направления, т. е. рассеиваются. Рассеяние называется упругим, если со-
храняется сумма кинетических энергий взаимодействующих частиц. Всякое
иное рассеяние называется неупругим. Следует различать взаимодействие
электронов с атомными электронами и атомными ядрами.

Взаимодействие β-частиц с атомными электронами приводит к переда-
че атомному электрону некоторой энергии, следствием чего является ли-
бо ионизация, либо возбуждение атома. Оба вида передачи энергии име-
ют примерно равную вероятность и объединяются под общим названием
“ионизационные потери энергии”. Процесс потери энергии электроном со-
провождается изменением его направления движения и замедлением.

С достаточной для наших целей строгостью можно утверждать, что про-
бег электронов при прохождении слоя вещества зависит только от их на-
чальной энергии E и плотности ρ вещества. Пробег электронов с равной
начальной энергией E в различных веществах с одинаковой плотностью ρ
приблизительно одинаков. Поэтому за меру толщины вещества, взаимодей-
ствующего с электронами, берут произведение линейной толщины и плот-
ности вещества ρ, и выражают пробег в единицах г/см2.

При взаимодействии β-частиц с ядрами происходят процессы упругого
и неупругого рассеяния электронов в кулоновском поле ядра.

Упругое рассеяние β-частиц приводит к изменению направления их дви-
жения вплоть до обратного. Средний угол их рассеяния в начале пропор-
ционален толщине облучаемого слоя, но достигнув 33◦, при дальнейшем
увеличении толщины остается постоянным [356].

Неупругие процессы при взаимодействии электрона с ядром связаны
с испусканием электромагнитного излучения, возникающего при ускоре-
нии электрона в кулоновском поле ядра. Рожденное в таком процессе γ-
излучение является тормозным [357–360]. Потеря энергии электрона на
тормозное излучение называется радиационной.
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При больших энергиях падающих электронов преобладают потери на
излучение. С уменьшением их энергии роль ионизации увеличивается.

С точки зрения нашего эксперимента именно тормозное излучение пред-
ставляет интерес. Т.е. несмотря на то, что начальное β-излучение может
быть полностью поглощено почвой, тормозное γ-излучение будет гаранти-
ровано проникать через нее и может быть зарегистрированным. Вероят-
ность образования тормозного излучения пропорциональна квадрату заря-
да ядра-мишени. Для обозначенного выше эксперимента это скорее нега-
тивный фактор. Ведь в почве тяжелых элементов мало, а значит нет ос-
нований ожидать интенсивное тормозное излучение. Последнее тем более
справедливо и потому, что для электронов, испускаемых при радиоактив-
ном распаде, радиационные потери в общем балансе потерь играют незна-
чительную роль, так как значения энергии β-распада обычно не превышают
5 МэВ [357–360]. Компенсировать это обстоятельство можно за счет повы-
шения концетрации β-источника в РЖ.

Ориентация на тормозное излучение в случае проведения эксперимента
по изучению распределения вещества под слоем почвы не выгодна и по-
тому, что точка зарождения тормозного γ-кванта не совпадает с точкой
испускания породившего его электрона. Т.е. вначале исходящие из одной
точки электроны разлетаются в некотором объеме, а уже потом в массе
точек этого объема зарождаются тормозные γ-кванты, которые позже и
будут зарегистрированы. Из этого следует, что применение β-источников
неизбежно приведет к существенному сглаживанию картинки реального
распределения вещества под слоем почвы. Тем не менее, с учетом претен-
зий на точность и целей исследования, возможность применения в таком
эксперименте β-источников отвергать не следует. Если такой эксперимент
рассматривать как инструмент для измерения качества распределения ве-
щества под слоем почвы c применением количественных оценок и к тому
же выполненных в разное время и в разных условиях, то скорее всего точ-
ности будет не достаточно. Если же в результате исследований необходимо
сделать выбор по типу “хуже – лучше” и применительно к экспериментам,
выполняющимся в одно время в одних и тех же условиях, то все будет
зависеть от того, на сколько разнятся сравниваемые распределения. Даже
небольшая разница, повторяющаяся во всех повторностях опыта, будет ука-
зывать на объективность выводов. В любом случае на сегодняшний момент
более точной альтернативы для проведения подобных экспериментов нет,
если, конечно же, не считать альтернативой применение γ-источников.

• γ-излучение испускается при переходах между возбужденными со-
стояниями атомных ядер (энергии таких γ-квантов лежат в диапазоне от
∼ 1 кэВ до десятков МэВ), при ядерных реакциях (например, при аннигиля-
ции электрона и позитрона, распаде нейтрального пиона и т.д.), а также при
отклонении энергичных заряженных частиц в магнитных и электрических
полях. Для нас важно, что γ-лучи в отличие от α- и β-лучей не отклоня-
ются электрическими и магнитными полями и характеризуются большей
проникающей способностью при равных энергиях и прочих условиях.
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Из последнего тезиса следует, что применение в нашем эксперименте γ-
источников наряду с прочим позволяет не беспокоится о неоднородностях
покровного слоя почвы. В случае высокой эффективности регистрирующей
аппаратуры точность эксперимента будет достаточной. Проблема в аппа-
ратуре. Если излучение имеет высокую проникающую способность, то это
означает, что высока вероятность, что оно будет проходить через детекторы
не зарегистрировавшись. Выход один — применять тяжелые твердотель-
ные сцинтилляционные детекторы. Последние, особенно в совокупности с
применением спектрометрии вместо детектирования, способны самым ради-
кальным образом улучшить качество экспериментов. В таком случае минус
только один — большая, порой недостижимая для сельскохозяйственной
науки, стоимость эксперимента.

• Сотрудничая с Отделом радиохимии и радиоэкологии НИИ Химии
при Харьковском национальном университете имени В.Н.Каразина, полу-
чена возможность использовать в экспериментах нуклид 32P в составе 85%
водного раствора ортофосфорной кислоты (H3PO4). Это бесцветная сиро-
пообразная жидкость без запаха.

Недостаток такой препаративной формы состоит в том, что она способна
вступать в химическую реакцию с корродирующими элементами конструк-
ции исследовательской установки, если те выполнены из черных металлов.
Так, ржавчина, которая состоит из смеси оксида железа Fe2O3 и метагид-
роксида железа FeO(OH), преобразуется в ортофосфат железа FePO4. В
результате радионуклид 32P закрепится на поверхности детелей в соста-
ве достаточно прочной пленки и не попадет по назначению. Этот фактор
необходимо учитывать.

Как радионуклид 32P — чистый β−-источник с непрерывным спектром.
Максимальная энергия излучаемых электронов 1710,66 кэВ, а средняя —
694,9 кэВ. Период полураспада 32P составляет 14,262 суток [361]. Результа-
ты исследований, проведенных с применением этого радионуклида, содер-
жатся в работе [297].

• В сотрудничестве с НТК “Институт монокристаллов” НАН Украины
(г. Харьков), реализована возможность проведения экспериментов с ради-
онуклидом 99mTc — это ядерный изомер технеция-99. Ядра этих изото-
пов идентичны по нуклонному составу, но различаются по радиоактивным
свойствам. Ядро 99mTc имеет более высокую энергию, и, теряя ее в ви-
де кванта γ-излучения, переходит в ядро 99Tc. 99mTc — короткоживущий
γ-излучатель с периодом полураспада 6,02 часа. В спектре излучения до-
минируют γ-кванты с энергий 140,466 КэВ. Вероятность выхода γ-квантов
с энергий 2,147 и 142,675 КэВ на 12 и 3 порядка ниже. Поэтому их при-
сутствие в спектре можно не учитывать. 99Tc — чисто β−-излучатель c
энергией 0,293 МэВ и периодом полураспада 2,12 × 105 лет [361–363].

Радионуклид технеций-99m в форме пертехнетата натрия NaTcO4 в со-
ставе водных растворов хлорида натрия NaCl нашел очень широкое при-
менение в диагностической медицине. Разработаны относительно дешовые
способы его получения “на месте”, т.е. непосредственно в медицинском диа-
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гностическом центре или профильном научно-исследовательском учрежде-
нии. В связи с последним эта препаративная форма технеция-99m весьма
доступна. Поскольку эксперименты проводили в течение суток и меньше,
то с учетом доступности препарата, его основной недостаток, связанный с
малым периодом полураспада, трудностей не создавал.

7.2.4. С о в е рш е н с т в о в а н и е р е г и с т р и р ующей а п п а р а т у ры.
Как уже отмечалось выше, γ-излучение имеет высокую проникающую спо-
собность. С точки зрения нивелирования неоднородностей покровного слоя
почвы это фактор — положительный, а с точки зрения регистрации — от-
рицательный. Чем выше эффективность измерений (процент зарегистри-
рованных γ-квантов), тем меньше γ-квантов, которые теряются впустую
и, соответственно, требования на интенсивность излучения в эксперименте.
Таким образом, повышение качества аппаратуры напрямую связано с без-
опасностью труда исследователя. Если в эксперименте вместо детектирова-
ния применять спектрометрию, то тогда можно работать с интенсивностью
полезного излучения, которая ниже фона. Это связано с тем, что спек-
трометр может “выбирать” γ-кванты с конкретной энергией, а остальные
игнорировать. Если используемый радионуклид испускает уникальные для
данной местности γ-кванты, то интенсивность его излучения может быть
весьма малой. При этом необходимо помнить, что чем ниже скорость счета
γ-квантов, тем больше длительность эксперимента. Последнее необходимо
соотносить с периодом полураспада и учитывать.

В настоящее время для подобных задач из области биологии, медици-
ны и сельского хозяйства успешно применяют сцинтилляционные детекто-
ры [354,364–367], которые могут быть как твердыми (органические и неор-
ганические монокристаллы и поликристаллы), так и жидкими (растворы
сцинтиллирующих веществ в органических растворителях). Конструктив-
ные реализации детектирующих устройств, даже предназначенных для од-
них и тех же целей, бывают весьма оригинальными.

Твердотельные сцинтилляторы, как правило, отличаются рядом конкре-
тных преимуществ, хотя и сложнее в производстве. В настоящее время они
часто являются единственным эффективным средством для регистрации и
спектрометрии ионизирующего излучения.

В зависимости от назначения, сцинтилляторам придают форму пластин,
стержней, цилиндров, пленок, гранул, нитей. Пластмассовые, а в последнее
время и монокристаллические сцинтилляторы широко используются в виде
детекторов большой площади и объемных сборок. В настоящее время серий-
но выпускаются детекторы и сцинтиблоки на основе щелочно-галоидных
сцинтилляторов NaJ(T l), CsJ(Na), CsJ(T l) диаметром 10 – 200 мм и высо-
той 0,5 – 200 мм [368]. Блоки детектирования на основе щелочно-галоидных
кристаллов типа NaJ(T l), используются наиболее широко.

Твердотельный детектор, на первый взгляд, достаточно простая опти-
ческая система, состоящая из упакованного в герметический корпус в боль-
шинстве своем цилиндрического кристалла, который с одного торца имеет
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оптически прозрачное сочленение с выходным окном из стекла, а со всех
остальных поверхностей имеет тонкую светоотражающую оболочку (СО)
из уплотненного белого порошка. Естественно, не все детекторы выглядят
так [369], но именно такие детекторы используются чаще всего.

В своей конструкции такой детектор объединяет несколько разнородных
оптических и конструктивных материалов. Совместное применение таких
материалов в одном устройстве зачастую обнаруживает технические проти-
воречия из-за конфликтующих различий их физико-механических свойств
[179]. Прежде всего, это значительные (более чем в два раза) различия тем-
пературных коэффициентов линейного расширения сцинтилляторов (преж-
де всего NaJ(T l) и CsJ(Na)) и материалов, из которых изготавливают
контейнер, например, корозионностойкая сталь X18H10T или сплавы на
основе алюминия: АМц или Д16. Это обстоятельство порождает проблему
либо подбора материалов, либо создания специальных конструкций, позво-
ляющих компенсировать такие температурные рассогласования. Применя-
ющиеся в качестве материала диффузионной СО порошки, например,MgO,
Al2O3, BaSO4 или TiO2 имеют “плохую” способность к уплотнению: малую
связность, оцениваемую коэффициентом сцепления. Этот показатель опре-
деляет способность порошка сохранять форму после снятия уплотняющего
воздействия. Последнее обстоятельство в конечном итоге определит каче-
ство СО: т.е. стабильность ее светоотражающих и механических свойств по
всей отражающей поверхности и объему, соответственно.

Задача (рис. 7.12) по оценке равномерности распределения помеченной
радионуклидом РЖ под слоем почвы hпс сводится к измерению скорости
счета γ-квантов определенной энергии, исходящих из каждой точки неко-
торой, по большей части горизонтальной, поверхности (излучающего слоя),

Рис. 7.12. Схема эксперимента

покрытой слоем почвы
(hпс) в несколько санти-
метров. В связи с этим, в
идеале, детектор должен
иметь осевую направлен-
ность. Т.е. его эффектив-
ность ηa должна быть
максимальной по отно-
шению к тем γ-квантам,
которые вышли из точ-
ки x = 0, находящей-
ся на продолжении оси
симметрии сцинтиллято-
ра. Все другие γ-кванты,
т.е., исходящие из точек

x �= 0 по возможности должны игнорироваться. В данном случае рассмат-
ривается сцинтиллятор без коллиматорных устройств.

Для создания специализированного сцинтилляционного детектора с на-
правленными свойствами выполнили работу по оптимизации формы кри-
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сталла [370–373]. Установлено, что эффективность регистрации ηa пропор-
циональна величине телесного угла S, под которым кристалл сцинтилля-
тора виден из точки расположения источника, а тот, в свою очередь, от
расстояния x до этой точки, высоты положения детектора h и геометриче-
ских параметров кристалла. Для цилиндрической формы это радиус R и
высота H. Наиболее высокую осевую направленность имеет кристалл би-
конической формы, представляющей собой два конуса сопряженных по ос-
нованию через цилиндрический участок [372]. Недостатком такой сложный
формы детектора является проблема светособирания. Для него необходимо
применять несколько ФЭУ, что сильно усложняет конструкцию и техно-
логию производства, а также увеличивает конечную стоимость изделия и
оборудования, в составе которого он может применяться.

Рис. 7.13. Сцинтилляционный де-
тектор одноконической формы: 1 —
сцинтиллятор; 2 — выходное окно;
3, 4 — соответственно, нижнее и
верхнее центрирующие кольца; 5 —
контейнер; 6 — конус; 7 — фасонное
кольцо; 8 — крышка; 9 — проклад-
ка; 10 — конусная часть СО; 11 —
часть СО в области входного окна;

12 — клеевое сопряжение

Имея ввиду указанные выше про-
блемы, разработана компромиссная
одноконическая конструкция детекто-
ра (рис. 7.13) [179] и технология его
сборки [172,178,179].

Другие авторские исследования
показали, что осевой направленности
одноконического детектора (рис. 7.13)
[179] все равно недостаточно, и целесо-
образно применять коллимирование,
как то показано на (рис. 7.7 – 7.10), а в
таком случае существенно дешевле ис-
пользовать цилиндрические кристал-
лы с большим отношением H/R > 2.
Выяснилось, что такому требованию
в наибольшей степени соответствуют
каротажные детекторы [156]. В совет-
ский период их производство стимули-
ровалось и финансировалось геолого-
разведкой. Многие годы автор прини-
мал участие в совершенствовании их
конструкций и технологии производ-
ства [173–179, 182, 374–381]. Высокие
требования геологов на механическую
и термическую прочность (вибротер-
мопрочность) таких устройств весьма

положительно сказалось на улучшении общих параметров таких устройств.
Наиболее высококачественным и одновременно наиболее подходящим для
обозначенных выше экспериментов является детектор в соответствии
рис. 7.14 [174]. Он изготовлен по технологии перепрессовки и поэтому его
СО ужата до состоянии упругости, что, собственно и обеспечило его высо-
кие спектрометрические качества. Его применение в нашем эксперименте
предполагает коллимирование в соответствии с рис. 7.7 – 7.10.
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Рис. 7.14. Сцинтилляционный детектор: 1 — стакан контейнера; 2 — дно
отъемное; 3 — стакан эластичный; 4 — диск; 5, 6 — кольца центрирую-
щие (верхнее и нижнее); 7 — сцинтиллятор; 8, 9 — части светоотражаю-
щей оболочки (цилиндрическая и торцевая); 10 — стекло выходного окна;
11 — оптическая связь; 12 — прослойка клеевая; 13 — буртик кольцевой; 14,

15 — сверления; 16, 17 — кольца (фасонное и пружинное)

7.2.5. Пр о г р амма и м е т о д и к а э к с п е р им е н т а. Работой пре-
дусматривалось выполнение лабораторных и полевых экспериментов с при-
менением изотопных методов. В качестве радиоактивного препарата приме-
няли водный раствор натрия пертехнетата 99mTc экстракционного, расфа-
сованного во флаконы по 10 мл. Максимальная активность препарата (од-
ного флакона), который изначально предназначен для медицинских целей,
в момент получения может составлять ≤ 15 ГБк (гигабеккерель1). Отсю-
да вопрос — какая начальная активность препарата необходима, для того,
чтобы изготовленный в конце рабочего дня препарат мог быть эффектив-

1109 Бк. Беккерель определяется как активность такого количества вещества, в кото-
ром, в среднем, за одну секунду происходит один радиоактивный распад (Бк = с−1).
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но применен в течение следующего светового дня, т.е., спустя до 24 часа
с момента получения. При этом следует учесть малый периода полурас-
пада 99mTc в T1/2 = 6,02 часа и обеспечить ka кратный запас активности
(ka ∈ [2, 3]), при условии, что скорость счета детектора в эксперименте
должна в десятки (kf ) раз превышать фоновые измерения.

• Методика расчета необходимой начальной активности препарата.
Предположим, что начальная активность некоторого, весьма малого ко-

личества препарата, сосредоточенного в материальной точке и ее ближай-
ших окрестностях равна A0 = A(t)|t=0, где t — время (в ч), то через неко-
торое время t > 0 его активность уменьшится до At = A(t):

At = A(t) = A0 2−t/T1/2 , (Бк). (7.7)

Рассмотрим случай, когда точечный источник с активностью излучения
At расположен под коллимированным детектором на его оси симметрии
(x = 0) и на удалении h (см) от нижнего обреза сцинтиллятора. Радиус
коллиматора равен r (см). Тогда начальную интенсивность I0 = I(0) пучка
γ-квантов, с которой точечный источник облучает сцинтиллятор, учитывая,
что r � h, можно посчитать через отношение площади поперечного сечения
коллиматора к площади сферы, радиуса h, по формуле:

I0 = I(0) = At
r2

4h2
, (Бк). (7.8)

Уменьшение интенсивности I = I(hпс) моноэнергетичного коллимиро-
ванного пучка гамма-квантов не слишком толстым покровным слоем hпс
(см) однородного вещества происходит экспоненциально [354,382]:

I = I(hпс) = I0 exp(−μhпс), (Бк), (7.9)

где μ — зависящий от плотности покровного вещества (почвы) и энергии
γ-квантов, линейный коэффициент поглощения (ослабления), в см−1.

Ожидаемая плотность почвы ρ в эксперименте должна быть близкой к
оптимальной 1,1 – 1,25 г/см3 [294], а, значит, гарантировано попадет в рас-
ширенный интервал ρ ∈ [1,0; 1,5] г/см3. В таком случае для испускаемых
99mTc γ-квантов с энергией 140,466 КэВ линейный коэффициент поглоще-
ния μ принадлежит интервалу μ ∈ [0,157; 0,215] см−1 [361].

В конечном итоге скорость счета (Ω событий в секунду) детектора (спек-
трометра) с учетом его эффективности ηa и составляющей фонового излу-
чения Ωf (измеренной без покровного слоя) можно определить так:

Ω = ηaI + Ωf , (имп./с). (7.10)

Потребуем, чтобы общая скорость счета Ω превосходила составляющую
фона Ωf в kf ≥ 5 раз, т.е.:

Ω ≥ kf Ωf , (имп./с). (7.11)
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Теперь, учитывая все изложенное выше, определим, какой должна быть
текущая активность At препарата под коллиматором (точечного источни-
ка), чтобы через t часов выполнялось требование на скорость счета (7.11).
Для этого выполним подстановку Ω из (7.10) в (7.11), затем I из (7.9)
— в предыдущий результат и, наконец, I0 из (7.8) — в последнее полу-
ченное выражение. Далее итоговое неравенство решаем относительно At

и введя коэффициент запаса активности ka, а также использовав макси-
мальное μmax = max(μ) значение μ из интервала возможных величин μ ∈
[0,157; 0,215] см−1 получаем:

At ≥ 4kah
2

ηa r2
Ωf (kf − 1) exp(μmax hпс), (Бк). (7.12)

До этого оперировали понятием точечный источник. Приближаясь к ре-
альности ассоциируем его с площадкой

s = πr2, (см2), (7.13)

на поверхности излучения, которая равна площади нормального сечения
коллиматора. В таком случае текущая удельная (по площади) активность
Ats излучающего слоя равна:

Ats =
At

πr2
≥ 4kah

2

ηa π r4
Ωf (kf − 1) exp(μmax hпс), (Бк/см2). (7.14)

Ранее отмечалось, что в норме расход РЖ через экспериментальные
распылители (табл. 7.1) составляет V ∈ [0,62; 0,99] л/мин., при этом РЖ
распределяется в пределах полосы шириной b = 24 см, а рабочая скорость
v РО (табл. 6.1) ограничивается интервалом v ∈ [1,4; 2,5] м/с. Тогда об-
рабатываемая в каждом эксперименте площадь с учетом количества РО
на исследовательском агрегате (nро) и количества повторностей в каждом
опыте (nпо) определяется так:

S = nро nпо bL 102, (см2), (7.15)

где L — длина помеченного радионуклидом участка пути движения РО
(предполагается равной для каждой повторности каждого опыта), в м.

При этом средний объем РЖ, который попадает на единицу обработан-
ной площади равен следующему:

q̄s =
V

6 b v
, (мл/см2), (7.16)

а общий максимальновозможный расход РЖ на каждый опыт можно по-
считать по формуле:

Q =
LV nро nпо

0,06 v
, (мл). (7.17)
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Поскольку на единицу площади приходится q̄s РЖ и ее текущая актив-
ность должна составлять Ats, то

ρat =
Ats

q̄s
, (Бк/мл). (7.18)

— требуемая текущая плотность активности радиоактивной РЖ.
Два последних выражения дают возможность определить минималь-

ную общую (суммарную) текущую активность препарата, необходимого для
проведения i-того эксперимента:

Ai
tΣ = Q

Ats

q̄s
=

4LV kah
2 nро nпо

0,06 v ηa π r4
Ωf (kf − 1) exp(μmax hпс), (Бк). (7.19)

Величину Ai
tΣ можно также определить, воспользовавшись выражения-

ми (7.14) и (7.15) по формуле:

Ai
tΣ = SAts =

Lb kah
2 nро nпо

0,25×10−2 ηa π r4
Ωf (kf − 1) exp(μmax hпс), (Бк). (7.20)

Теперь, учитывая (7.20) и (7.7), определим, какой должна быть мини-
мальная суммарная начальная активность Ai

0Σ препарата, чтобы в i-том
эксперименте через t часов выполнялось требование (7.11):

Ai
0Σ =

ka Lbh
2 nро nпо

0,25 × 10−2 ηa π r4
Ωf (kf − 1) exp(μmax hпс)2t/T1/2 , (Бк), (7.21)

при
t = ti ∈ {t1, t2, . . . , tn}, (i = 1, 2, . . . , n), (7.22)

где ti — промежуток времени в часах, от момента получения препарата до
момента завершения i-того опыта; n — общее количество опытов. Интер-
валы времени ti и длительность каждого опыта Δti определяли в процессе
планирования эксперимента.

Использовав формулы (7.21) и (7.22) необходимо вычислить начальную
активность препарата Ai

0, которая необходима для каждого из опытов

Ai
0Σ ∈ {A1

0Σ, A
2
0Σ, . . . , A

n
0Σ}, (i = 1, 2, . . . , n). (7.23)

Просуммировав находим общую активность препарата, в количестве, необ-
ходимом для проведения всех n опытов:

AΣ
0 =

n∑
i=1

Ai
0Σ, (Бк). (7.24)

Необходимо помнить, что в каждом i-том опыте расходуется одинаковое
количество РЖ равное Q (7.22), в то время, как сам препарат необходи-
мо разделить и использовать в объемах, пропорциональных Ai

0Σ. При этом



324 Глава 7. Экспериментальное исследование технологий ...

Таблица 7.2
Расчет необходимой для проведения экспериментов активности
препарата на основе натрия пертехнетата 99mTc экстракционного

Наименование параметра Обозна-
чение

Числовое
значение

Единица
измерения

Исходные данные:

1. Скорость движения РО v 2,01 м/с
2. Длина пути внесения препарата L 5,0 м
3. Расход РЖ одним распылителем V 0,99 л/мин
4. Ширина полосы внесения b 24,0 см
5. Глубина заделки препарата hпс 4,0 см
6. Количество РО nро 2 шт.
7. Количество повторностей опыта nпо 1
8. Высота расположения детектора h 7,5 см
9. Радиус коллиматора r 0,5 см
10. Интенсивность фонового излучения Ωf 1,2 имп./с
11. Коэффициент превышения

полезного сигнала над фоновым
kf 7,0

12. Линейный коэффициент поглощения μ 0,215 см−1

13. Коэффициент запаса активности ka 2,0
14. Эффективность измерений ηa 0,9
15. Период полураспада 99mTc T1/2 6,02 ч
16. Интервал времени, между

моментами получения препарата и
завершения i-того (i = 1, 2, 3) опыта:

t1; t2;
t3

15,0; 18,0;
21,0

ч

17. Длительность каждого опыта Δti 3,0 ч

Расчетные величины:

18. Расход РЖ на каждый опыт Q 82,09 мл
19. Общая обрабатываемая в опыте

площадь
S 2,4 × 104 см2

20. Количество РЖ, приходящееся на
единицу обработанной площади

q̄s 3,42 × 10−3 мл/см2

21. Начальная активность препарата,
необходимая для проведения
i-того (i = 1, 2, 3) опыта:

A1
0Σ; A2

0Σ;
A3

0Σ

5,85; 8,26;
11,67

ГБк

22. Сумарная активность препарата
в конце i-того (i = 1, 2, 3) опыта

Ai
tΣ 1,469 ГБк

23. Активность препарата под колли-
матором перед началом опыта

At 34,03 КБк

24. Удельная активность излучающего
слоя Ats перед началом опыта

Ats 43,33 КБк/см2
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Ai
0Σ < Ai+1

0Σ (табл. 7.2). То же относится и к объемным порциям препарата.
В данном случае, учитывая стандартную поставку препарата флаконами по
10 мл, а также расход РЖ в каждом эксперименте, равный Q = 82,09 мл,
в препарат следует добавить 72,09 мл воды. Из таблицы также видно, что
необходимая начальная активность препарата меньше технических возмож-
ностей генератора для получения 99mTc. В случае, если начальная актив-
ность препарата Ai

0 окажется больше необходимой, то, во-первых, опыту
это не вредит, а, во-вторых, можно пропорционально увеличить количество
воды (Q). Если же Ai

0Σ меньше необходимой, то следует увеличить тем-
пы проведения эксперимента, например, снести начало полевых работ на
ранние утренние часы.

• Лабораторный эксперимент.
Задачи эксперимента — установить пригодность для полевых экспери-

ментов исследовательских технических средств и мерительной аппарату-
ры (рис. 7.7 – 7.10), а также убедится в правильности исходных данных из
табл. 7.2.

Методика: а) в эксперименте применяется лабораторная мерительная
установка рис. 7.10; б) в качестве точечного источника радиоактивности
используется равный поперечному сечению коллиматора пропитанный пре-
паратом круг фильтровальной бумаги; в) радиус коллиматора (r) и рассто-
яние от излучающего слоя до сцинтиллятора (h) в лабораторном и полевом
опыте удовлетворяют условию:

r4h−2 = const ; (7.25)

г) удельная активность излучающего слоя Ats перед началом опыта (Ats)
соответствует табл. 7.2.

Соблюдение перечисленных выше условий, в случае отсутстия покров-
ного слоя почвы (hпс = 0), обеспечивают равенство интенсивности облуче-
ния сцинтиллятора в лабораторных и полевых опытах, несмотря на разное
расстояние (h) от излучающего слоя до сцинтиллятора.

• Полевой эксперимент по изучению распределения препарата под слоем
почвы в случае его ленточного внутрипочвенного внесения.

Задачи эксперимента: 1) подтвердить правильность предположения о
том, что наклонная установка распылителя предпочтительнее горизонталь-
ной; 2) оценить, как влияет на конечное распределение препарата под слоем
почвы операция посева, выполняющаяся после ленточного ВВГ, причем на
большую глубину; 3) оценить соответствие фактической глубины заделки
препарата заданной величине 4 см.

Методика: а) поскольку характеристики применяемых распылителей
(рис. 7.2, рис. А.1 –А.8) сильно разнятся, то несмотря на то, что НИМ
(рис. 7.5) имеет два РО, для выполнения первой задачи исследований необ-
ходимо использовать один и тот же, выполнив последовательно два про-
хода агрегата. Для этого перед первым проходом на обеих РО распыли-
тели необходимо установить горизонтально, а перед вторым — под углом.
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Для регулировки наклона распылителей необходимо применить устройство
(рис. 7.11). Все замеры необходимо выполнять на последовательных прохо-
дах одного и того же РО. Второй РО исползуется в качестве резерва. Место
установки мерительной рамки (рис. 7.8,С) определяется с помощью прибора
СРП-68-01 (рис. 7.6) по максимуму интенсивности излучения; б) для выпол-
нения второй задачи исследований необходимо использовать также только
одну полосу внесения препарата. Для этого на сеялке, имитирующей посев,
соответствующую посевную секцию следует выставить на глубину посева
6 – 8 см, что на 2 – 4 см больше чем глубина допосевного ленточного ВВГ;
Чтобы вторая полоса внесения препарата осталась нетронутой в процессе
имитации посева, приходящуюся на него секцию сеялки необходимо вы-
ставить на нулевую глубину посева; в) нетронутую полосу внесения РЖ
использовать для оценки глубины внесения препарата. Для выемки проб
из почвы использовать соответствующее устройства (рис. 7.9); г) для изме-
рения глубины заделки меченной РЖ использовать стрелочный индикатор
прибора (рис. 7.7), который показывает скорость счета (величина обрат-
но пропорциональная интервалу времени между соседними импульсами) и
позволяет отыскать ее максимум; г) поскольку в эксперименте применяется
короткоживущий радионуклид 99mTc и, к тому же, длительность периода
проведения экспериментов соизмерима с периодом полураспада 99mTc, то
в показания приборов следует внести временную поправку:

Ci = C̃i 2(ti−t1)/T1/2 , (7.26)

где ti и t1 — время начала i-того (i = 1, 2, 3, ...) и первого измерений (дли-
тельность каждого измерения предполагается одинаковой, например, в те-
чение минуты); C̃i — фактическое количество зарегистрированных прибо-
ром импульсов (в имп./мин.); Ci — скорректированное количество импуль-
сов, которое идет в зачет (в имп./мин.).

Приведенные выше особенности методики позволяют выполнить всю
программу экспериментов за один проход исследовательского агрегата, что
в три раза (табл. 7.2) сокращает необходимое количество меченного нукли-
дом препарата (водный раствор натрия пертехнетата 99mTc).

7.2.6. Р е з у л ь т а ты р а д и о и з о т о п н о г о э к с п е р им е н т а.
• Лабораторный эксперимент. Суммарная активность препарата AtΣ из

расчета на 10 мл перед началом эксперимента составляла 1,0 ГБк. Радиус
калиматора r (табл. 7.3) выбирали исходя из условия (7.25) и текущей ве-
личины h. Его площадь поперечного сечения s (7.13) составила 1,539 см2.
Поскольку в соответствии с методикой проведения эксперимента текущая
удельная (по площади) активность Ats излучающего слоя должна быть та-
кой же (или, по возможности, ближе к тому), как и в полевом эксперименте,
т.е. 43,33 КБк/см2 (табл. 7.2), то от общего количества (10 мл) препарата,
необходимо было отобрать примерно 1/15000 его долю, или 1/60 от его
капли. Поэтому одна капля препарата была предварительно разведена в 60
каплях воды (примерно 2,4 мл) и уже капля нового раствора была нанесена
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на пакет из нескольких кругов фильтровальной бумаги диаметром 1,4 см.
Таким образом приготовленный препарат использовали в дальнейшем в ка-
честве точечного источника γ-излучения.

Таблица 7.3
Начальные величины и результаты лабораторного опыта по опре-

делению линейного коэффициента поглощения μ

Наименование параметра Обозна-
чение

Числовое
значение

Единица
измерения

1. Вес навески почвы для создания
покровного слоя толщиной 1 см 24,54 г

2. Внутренний объем надставного
кольца (7.15B) 19,63 см3

3. Плотность почвы 1,25 г/см3

4. Радиус коллиматора r 0,7 см
5. Расстояние до сцинтиллятора h 14,0 см
6. Линейный коэффициент поглощения:

в трех повторностях опыта μ 0,182; 0,182;
0,180

см−1

среднее значение μ 0,181 см−1

7. Фоновое излучение Ωf 69 имп./мин.

На один замер отводили 6 мин., из которых 5 мин. — на установку над-
ставного кольца, засыпку уплотнение и выравнивание предварительно при-
готовленной навески почвы и 1 мин. — на подсчет количества импульсов.
На перерыв между тремя повторностями опытов отводили по 30 мин.. При
этом препарат не заменяли и не пополняли. В процессе замеров регулярно
учитывали поправка на полураспад (7.26).

По результатам экспериментов построен рис. 7.15. Величина линейного
коэффициента поглощения μ найдена методом наименьших квадратов. По-
лученные значения μ соответствуют ожиданиям [361]. Использовав среднее
значение μ, построен график. Большие разбежности экспериментальных
данных (значений C) в случае малой толщины покровного слоя hпс по-
ясняются неравномерностью плотности последнего. По мере возрастания
hпс, указанный фактор сглаживается и сказывается в меньшей степени.
Это обстоятельство, в случае, когда активность препарата не лимитирует,
можно использовать в полевом эксперименте. Перед измерениями, засы-
пав углубления перетертой почвой, необходимо тщательно выровнять ее
поверхность. Таким образом можно уменьшить влияние неоднородностей
покровного слоя на результат.

В общем лабораторный эксперимент подтвердил возможность успешно-
го применения изложенной выше методики в полевых исследованиях.
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Рис. 7.15. Количество зарегистрированных детектором импульсов (C) в за-
висиости от тощины покровного слоя почвы (hпс) для трех повторностей

опыта (отмечены точками разного цвета)

• Полевой эксперимент. Рассмотрим рис. 7.16, 7.17 и 7.18. Первый из них
относится к испытаниям, когда распылитель РО имел наклонную ориента-
цию. Второй касается случая с горизонтальной ориентацией распылителя,
а третий — случая, когда распылитель РО установлен с наклоном, но после
внесения меченой РЖ выполняли посев, причем глубина (60 мм) хода сош-
ника превышала глубину (40 мм) заделки РЖ на 20 мм. Рисунки с индесом
“A” иллюстрируют распределение препарата по ширине полосы внесения,
а рисунки с индесом “B” — по площади внесения. На всех рисунках коли-
чество РЖ, которое попадает на единицу площади в данном месте отож-
дествляется с прямопропорциональным количеством зарегистрированных
прибором импульсов (γ-квантов).

Как видим, по сравнению с горизонтальной ориентацией распылителя
(рис. 7.17), его наклонная ориентация (рис. 7.16) позволяет получить более
равномерное распределения РЖ под слоем почвы. На этот же вывод указы-
вают и данные приложения Б (табл. Б.1, Б.2). В случае наклонной ориента-
ции распылителя для групп измерений, выполнявшихся в точках с шагом
20 мм параллельно оси рядка (x = const), среднеквадратическое отклонение
σc количества импульсов C лежит в интервале σc ∈ [38,04; 92,88], а коэф-
фициент вариации vc — в интервале vc ∈ [0,03; 0,4]. Те же интервалы для
случая с горизонтальной ориенацией распылителя такие: σc ∈ [99,39; 284,6];
vc ∈ [0,11; 1,05]. Таким образом, получается, что во втором случае коэффи-
циенты вариации больше в 2,63 – 3,67 раза, а, значит, наклонная ориентация



7.2. Радиоизотопный эксперимент ... 329

A

B

Рис. 7.16. Результаты эксперимента по оценке (изотопным методом) распре-
деления препарата по ширине обрабатываемой полосы (A) и по поверхности
обработки под слоем почвы (B) разработанным рабочим органом при на-
клонной ориентации распылителя: x и y — координаты (в мм), которые
измеряются по ширине полосы внесения, начиная от ее оси симметрии и
вдоль полосы внесения, соответственно; 300, 600, 900 и 1200 — интенсив-
ность излучения (обозначена полями одного оттенка), пропорциональная
количеству препарата на единице площади, находящегося в данном месте
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Рис. 7.17. Результаты эксперимента по оценке (изотопным методом) распре-
деления препарата по ширине обрабатываемой полосы (A) и по поверхности
обработки под слоем почвы (B) разработанным рабочим органом при гори-
зонтальной ориентации распылителя: x и y — координаты (в мм), которые
измеряются по ширине полосы внесения, начиная от ее оси симметрии и
вдоль полосы внесения, соответственно; 300, 600, 900 и 1200 — интенсив-
ность излучения (обозначена полями одного оттенка), пропорциональная
количеству препарата на единице площади, находящегося в данном месте
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Рис. 7.18. Результаты эксперимента по оценке (изотопным методом) рас-
пределения препарата по ширине обрабатываемой полосы (A) и по поверх-
ности обработки под слоем почвы (B) разработанным рабочим органом при
наклонной ориентации распылителя, после прохода (на 20 мм глубже) сош-
ника посевной секции: x и y — координаты (в мм), которые измеряются
по ширине полосы внесения, начиная от ее оси симметрии и вдоль полосы
внесения, соответственно; 300, 600, 900 и 1200 — интенсивность излучения
(обозначена полями одного оттенка), пропорциональная количеству препа-

рата на единице площади
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распылителя предпочтительнее, т.к. позволяет получать более равномерное
распределение препарата вдоль обрабатываемой полосы.

Из рис. 7.18 и табл. Б.3 следует, что в случае, когда посев выполняется
после внутрипочвенного внесения РЖ и к тому же на большую глубину, то
при этом происходит перераспределение ранее внесенного препарата и нет
оснований говорить о программируемом его распределении под слоем поч-
вы. После иммитации посева σc ∈ [45,84; 195,83]; vc ∈ [0,07; 0,32]. В наиболь-
шей степени изменяется распределение РЖ в окрестностях оси обработан-
ной полосы, или, что то же, траектории прохода сошника. Из этого следует
вывод, что ВВГ лучше осуществлять после посева (табл. 6.2), так гаранти-
рованно достигается программированное распределение рабочего вещества
по обрабатываемой поверхности.

Оценку глубины H заделки препарата выполняли также для всех трех
вариантов осуществления технологии ВВГ. В табл. 7.4 представлены ре-
зультаты измерения глубины заделки H препарата (изотопным методом)
при внесении его разработанным РО в случае наклонной (опыт 1) и гори-
зонтальной (опыт 2) ориентации распылителя без имитации посева (после-
дующего прохода сошника). Как видим, в первом случае заданное значение
глубины заделки препарата (40 мм) достигается более точно. Коэффициент
вариации в 3 раза меньше.

В случае горизонтальной ориентации распылителя (опыт 2) рабочее ве-
щество попадает в щели сводообразующего потока почвы и смачивает ком-
ки, падающие отдельно, и поэтому средняя глубина заделки препарата по
факту оказалась меньше заданного значения на 3,4 мм. Таким образом, сно-
ва получаем подтверждение того, что наклонная ориентация распылителя
предпочтительнее.

Таблица 7.4
Результаты измерения глубины заделки H препарата (изотопным
методом) при внесении его разработанным рабочим органом в слу-
чае наклонной (опыт 1) и горизонтальной (опыт 2) ориентации
распылителя без имитации посева (последующего прохода сош-
ника): H̄ — среднее значение, в мм; σH — дисперсия, в мм; vH —

коэффициент вариации

Опыт Глубина заделки препарата H, в мм H̄ σH vH

1 40 39 37 38 39 36 38 38 38 41 38,4 1,4 0,04
2 45 38 36 39 31 33 41 34 33 36 36,6 4,2 0,12

Рис. 7.19 и табл. Б.4 являют собою результаты эксперимента по оценке
распределения препарата по глубине на оси обработанной полосы при внесе-
нии его разработанным РО в случае наклонной ориентации распылителя с
имитацией посева (последующим проходом сошника), который выполнялся
на 20 мм глубже, чем внутрипочвенное внесение РЖ.
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Рис. 7.19. Результаты эксперимента по оценке (изотопным методом) распре-
деления препарата по глубине на оси обработанной полосы при внесении его
разработанным рабочим органом в случае наклонной ориентации распыли-

теля с имитацией посева (последующим проходом сошника)

Как видим, в результате прохода сошника происходит перераспределе-
ние ранее внесенного препарата, а, значит, нет оснований говорить о его
программируемом распределении. Из этого снова следует вывод, что из обо-
значенных позиций послепосевное ВВГ предпочтительнее.

7.3. Эксперимент по оценке перераспределения семян полезных
растений вследствие выполнения самостоятельной операции
послепосевного внутрипочвенного внесения гербицидов

7.3.1. Пр о г р амма и м е т о д и к а э к с п е р им е н т а. Основные сло-
жности в реализации идеи послепосевного ВВГ заключены в необходимости
обрабатывать почву после посева. При этом очевидно, что после прохо-
да орудий для внесения гербицидов возможны нарушения в расположении
ранее высеянных семян. Для того, чтобы определить эти миграции семян
можно использовать оценки качества рядков посевов, на которых гербицид
не вносили вовсе, и сравнить их с соответствующими оценками, касающи-
мися рядков, на которых применялось послепосевное ВВГ.

Отраслевым стандартом на испытания посевных машин [383] предусмот-
рено определение ряда показателей качества рядков посевов:

• равномерность распределения семян вдоль оси рядка;
• глубина заделки семян;
• ширина ленты рассева семян.
Первые два показателя в стандарте [383] детально освещены и были

приняты без изменений. Что касается ширины ленты рассева, то стандар-
том [383] не предусмотрена проверка этого показателя для кукурузы, под-
солнечника и некоторых пропашных культур. В отношении свеклы в нем
оговорено следующее: “ширину ленты рассева определяют по каждому сош-
нику измерением расстояния между крайними растениями по ширине по-
лосы. Повторность по каждому следу сошника четырехкратная. Качество
измерений по каждой повторности не менее десяти” [383].
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Из цитаты видно, что стандарт [383] допускает значительный субъек-
тивизм в оценке данного показателя. Для измерения расстояния между
крайними растениями необходимо сначала правильно выбрать направление
рядка, что полностью зависит от исследователя, выполняющего измерения
и ничем не оговорено. Кроме этого стандарт не поясняет понятие “крайние
растения”. Крайними можно считать каждую пару соседних растений, или,
например, каждое первое и третье, или четвертое растение. Можно выбрать
крайние растения на какой-то длине рядка, например 0,5 м и т.д.. Исходя
из приведенного, потребовалось уточнение и доработка методики, первый
вариант которой изложен в [319], где перечислены ее основные положения:

• параметры распределения семян по ширине ленты рассева определя-
ли косвенно по взошедшим растениям и невзошедшие семена в расчет не
принимали;

• длину учетного участка принимали равной 10 м;
• учетный участок располагали на средине двухсотметрового контро-

льного участка;
• измерения проводили на прямом и обратном проходах агрегата по всем

шести сошникам сеялки;
• повторность измерений четырехкратная;
• количество измерений с учетом прямого и обратного прохода агрегата

всегда превышало 300 измерений;
• в процессе измерений отклонений растений от оси рядка сначала вдоль

каждого учетного участка рядка натягивали струну, располагая ее сбоку
рядка так, чтобы она не пересекала последнего, а расстояние между струной
и двумя крайними растениями учетного участка были равными;

• после закрепления струны, начиная с первого растения учетного участ-
ка, по порядку, масштабной линейкой измеряли удаление каждого растения
от струны и соблюдая очередность записывали результаты в ведомость;

• выборку, в которой размах значений отклонений растений от струны
превышал 150 мм, выбраковывали;

• отклонение растений от оси рядка определяли как полуразность между
удалениями двух соседних растений от струны;

• полученную совокупность значений отклонений растений от оси рядка
обрабатывали согласно стандарту [384];

• в процессе математической обработки выборок разных повторностей
производили проверку выборок на принадлежность одной генеральной со-
вокупности, использовав ранговый критерий Вилькоксона [385].

Из изложенного видно, что и этот вариант методики также оставляет
открытыми некоторые вопросы. Так, например, нет обоснования, почему
отклонение растений от оси рядка определяется по двум соседним изме-
рениям, а не, например, методом скользящего среднего [386] по трем или
более измерениям. Открытым остался вопрос точности определения иско-
мых оценок параметров распределения. Такие исследования были прове-
дены. Для этой цели использовали метод имитационного моделирования
реальных процессов на ЭВМ (метод Монте-Карло [387]).
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7.3.2. М е т о д Мон т е -К а р л о. Ма т ем а т и ч е с к а я м о д е л ь п о-
с е в а. Имеющиеся в литературе вероятностные модели расположения се-
мян и растений в рядке [388], как правило, позволяют получить лишь обоб-
щенные показатели качества посева и не дают возможности смоделировать
сам процесс высева с тем, чтобы получить координаты высеянных семян.

Сущность предлагаемой математической модели посева кукурузы пун-
ктирной сеялкой состоит в следующем [389]. Из материалов исследований
других авторов [390] известно, что траектория рядка сахарной свеклы пред-
ставляет собой кривую линию, состоящую из наложенных друг на друга
трех гармоник (например синусоид). Основная гармоническая кривая имеет
большой период, длина которого колеблется в пределах 100 – 250 м, ампли-
туда гармоники достигает 0,5 м и более. Эта гармоника обусловлена непря-
молинейностью движения трактора посевного агрегата. На длине каждого
большого периода имеется несколько средних гармоник с длиной периода
в пределах 17 – 30 м и амплитудой до 100 мм. Появление средних гармоник
объясняется колебанием сеялки относительно линии тяги. Эти колебания
появляются вследствие несимметричности тягового сопротивления сеялки.
Внутри каждой средней гармоники наблюдается несколько малых гармо-
ник с длиной периода 4 – 12 м и амплитудой 10 – 60 мм. Эти искривления
траектории рядков являются в основном следствием поперечных колебаний
сошников сеялки.

Агрегаты для посева свеклы и кукурузы, как правило, состоят из трак-
тора одной модели, имеет те же габариты, вес и тяговое сопротивление,
поэтому нет оснований предполагать, что при их использовании будут на-
блюдаться несопоставимые закономерности. Основываясь на этом предпо-
ложении, воспользовавшись декартовой системой координат Oxy, предста-
вим траекторию рядка кукурузы, как сумму трех гармоник:

y(x) =
1
2

3∑
k=1

Ak sin
(

2π
Lk
x+ φk

)
+ C, (7.27)

где Ak, Lk и φk — амплитуда, длина волны и начальная фаза k-той (k =
1, 2, 3) гармоники; x — текущее значение абсциссы; C — константа, которая
необходима для смещения кривой y(x) оси рядка в положительную область.

Если назвать “метками идеального высева” (МИВ) точки траектории
рядка, в которые должны попасть семена при идеальном высеве, и предпо-
ложить, что такой высев состоялся, то измеренное вдоль кривой y(x) (7.27)
расстояние от какой-либо метки, которая принята за начало отсчета (i = 0),
до любого i-того по порядку семени можно определить так:

li = ai, (7.28)

где a — заданное расстояние между МИВ.
В реальных условиях часть меток идеального высева с вероятностью P1

могут быть пропущены (0 � P1 < 1), а другая часть с вероятностью P2 —
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продублированы (0 < P2 � 1). Кроме того семена имеют не абсолютную
всхожесть, а, значит, если высев состоялся, то появление растения регла-
ментируется вероятностью P3. Последнее очень важно, поскольку оценку
параметров высева мы планируем производить по взошедшим растениям.

Смоделировать на ЭВМ события, которые определяются вероятностями
Pk, (k = 1, 2, 3), можно, если воспользоваться генератором псевдослучай-
ных чисел (ПСЧ), равномерно распределенных в интервале [0, 1] [391,392].
Если при текущем обращении к генератору ПСЧ получено число pk которое
удовлетворяет условию

pk ≤ Pk, (7.29)
то следует считать, что k-тое событие состоялось. Чтобы при цикличном
переборе k-тых событий, обеспечивалась принадлежность каждого pk сво-
ей k-той генеральной совокупности необходимо соблюдать правила иници-
ализации генератора ПСЧ. Т.е. для генерации последующего ПСЧ из k-той
генеральной совокупности необходимо использовать предварительно сохра-
ненное число-инициализатор, которое получилось при генерации предыду-
щего ПСЧ из той же k-той генеральной совокупности. Ситуацию, когда
число-инициализатор полученное при генерации ПСЧ из одной генераль-
ной совокупности используется для генерации ПСЧ из другой генеральной
совокупности допускать нельзя. В последнем случае полученные последо-
вательности ПСЧ перестанут быть независимыми.

В процессе программной реализации изложенного выше, нереализован-
ные МИВ исключались из рассмотрения и нумеровались только состояв-
шиеся растения. Каждому i-тому растению соответствуют координаты xi,
yi. Таким образом, в общем случае, для i > 0 с учетом вероятностей Pk,
(k = 1, 2, 3) справедливо следующее

ai = li − li−1 �= a, (7.30)

где ai — фактический интервал между i-тым и предыдущим растением,
измеренный вдоль кривой y(x) (7.27) оси рядка.

В реальных условиях сеялки не обеспечивают размещение семян точно
в МИВ. Фактически каждое из семян при попадании в борозду, а также
при последующей заделке отклоняется от МИВ вдоль и поперек оси рядка
на некоторые расстояния — осевую и поперечную девианты τi и ri, где i —
номер текущей реализованной МИВ (растения). Разумеется, все девианты
τi или ri одноименного осевого (l) или пеперечного (r) семейства статисти-
чески независимы. Со значительной долей вероятности можно утверждать,
что τi и ri подчинены нормальным законам распределения с нулевым сред-
ним и некоторым среднеквадратическим отклонением σl и σr. Поскольку τi
может быть как положительным, так и отрицательным, а также с учетом
того, что при пунктирном посеве норма высева кукурузы колеблется от 2
до 6 шт. на погонный метр (25 – 80 шт./га [24]), то в конечном итоге воз-
можны инверсии растений, когда li+1 < li. Что бы избавиться от инверсий,
растения следует снова перенумеровать в порядке возрастания li. Для этих
целей применим, например, алгоритм “пузырька” [393].
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Чтобы вычислить каждое значение τi и ri, следует воспользоваться ге-
нераторами нормально распределенных ПСЧ [391, 392]. Большинство из-
вестных алгоритмов дают ПСЧ с нулевым средним и единичной диспер-
сией. В некоторых сначала генерируются псевдocлyчaйные числа, рaвнo-
мeрнo распределенные в интервале [0, 1], а затем, с помощью обратной
функции [394, 395] нормированного (стандартного) нормального распреде-
ления [396], которая в свою очередь рассчитывается, например, методом
минимаксных аппроксимаций [397], они преобразуются в нормально распре-
деленные [391]. Чтобы получить τi, соответствующее заданному отличному
от единицы среднеквадратическому отклонению σl следует воспользоваться
формулой [288]

τi = σlΔi, (7.31)

где Δi — нормально распределенное ПСЧ, рассчитанное для нулевого мате-
матического ожидания и единичной дисперсии. Если нужно получить ма-
тожидание, отличное от нуля, то его плюсуют к полученному значению
τi. Аналогичным образом рассчитывается текущее значение девианты ri.
Правила инициализации генераторов нормально распределенных ПСЧ сов-
падают с упоминавшимися выше.

Для определения конечных координат xi, yi i-того растения вначале вы-
числяют координаты x∗i , y∗i точки на оси рядка, которой соответствует рас-
стояние li + τi, а, затем, воспользовавшись параметрическим уравнением
нормали к оси рядка y(x) (7.27) в точке (x = x∗i , y = y∗i ) вида

xi =
ri

d
dxy(x

∗
i )

−
√

1 +
[

d
dxy(x

∗
i )
]2 + x∗i , yi =

ri√
1 +
[

d
dxy(x

∗
i )
]2 + y∗i , (7.32)

где в роли параметра выступает девианта ri, а d
dxy(x

∗
i ) обозначает первую

производную от y(x) (7.27) по x в точке x = x∗i , вычисляют xi, yi.
В отношении величины ri с вероятностью близкой к единице можно

утверждать, что ri меньше половины ширины нижней части бороздообра-
зователя посевной секции, а, значит, в большинстве случаев σr не должно
превышать 1/6 того же размера. С позиции качества посева, распределение
семян по ширине ленты рассева, представляет большой интерес, поскольку
оно определяет сложность и качество выполнения последующих операций
по уходу за посевами и уборке.

Поскольку Ak, Lk и φk, т.е. амплитуда, длина волны и начальная фа-
за k-той (k = 1, 2, 3) гармоники в действительности являются случайными
величинами, которые попадают в указанные выше интервалы, то выбор их
значений также осуществлялся псевдослучайным образом, на основе закона
равномерного распределния. При этом учитывалось, что первая и вторая
гармоники являются общими для всех сошников сеялки, а третья — инди-
видуальна для каждого из рядков посевов. Движение сеялки в прямом и
обратном направлении также моделировалось путем псевдослучайного пе-
реназначения величин Ak, Lk и φk.
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Последовательная реализация описанного подхода на ЭВМ, именуемая
в дальнейшем математической моделью посева (ММП) на основе метода
Монте-Карло, позволяет смоделировать распределение растений вдоль оси
рядка с учетом криволинейности хода трактора, горизонтальных независи-
мых колебаний сеялки и сошников, сбоев высева, появления пар одномо-
ментно высеянных семян, их всхожести и хаотичного перемещения относи-
тельно МИВ в процессе попадания в борозду и ее заделки. Возможность
в нарушении расположения МИВ, в следствие нестабильности величины
проскальзывания приводных колес сеялки не учитывается, основываясь на
предположении, что при достаточно короткой учетной длине рядка, равной
10 м (так требует ОСТ 70.5.1-82 [383]), величину коэффициента проскаль-
зывания можно считать постоянной.

На рис. 7.20 и 7.21 представлены распределения интервалов между
растениями, полученные путем применения предлагаемой ММП при раз-
личных исходных данных. Первый рис. 7.20,A соответствует практически
идеальной работе высевающего аппарата и всхожести семян. Вероятность
высева равна единице, а вероятность появления дублей — нулю. Как ви-
дим, в результате получается нормальное распределение интервалов между
растениями с величиной среднего значения (ā = 248,36 мм), близкого к за-
данному (a = 250 мм). Теоретическая кривая нормального распределения,
наложенная на гистограмму подтверждает такой вывод. Проверку согласия
проводили путем применения статистики ω2 (Андерсона-Дарлинга) крите-
рия Мизеса [398]. Расчеты по проверке согласия выполнялись программой
собственной разработки CrSoglMIZES , алгоритм которой основан на ре-
зультатах исследований других авторов [399–409]. Фактические параметры
полученного распределения интервалов равны следующему: математиче-
ское ожидание — 248,36 мм; дисперсия — 2573,48 мм2; среднеквадратиче-
ское отклонение — 50,73 мм; коэффициент вариации — 0,204258; коэффици-
ент асcимметрии — −0,027637; коэффициент эксцесса −0,0454801. Получе-
ны они с помощью авторской подпрограммы MainSRDAE , реализующей
расчеты в соответствии с ГОСТ 11.004-74 [384] и работами [394,410].

Рис. 7.20,B соответствует случаю, когда посев осуществляется с про-
пусками (P1 = 0,8) и всхожесть семян не является идеальной (P3 = 0,9).
Появление двойников при высеве по прежнему исключено (P2 = 0). Как
видим, результирующее распределение фактически состоит из суммы нор-
мальных распределений со смещенным средним, которое кратно a = 250 мм,
т.е. заданной величине интервалов между растениями.

Рис. 7.20,C отличается от предыдущего в четыре раза большим задан-
ным значением σl = 200 мм осевого среднеквадратического отклонения
от МИВ. В этом случае наблюдаются инверсии семян и результирующее
распределение не является простой суммой нормальных законов. Особенно
сильно этот фактор проявляется в области малых значений ai.

Влияние двойников на конечное распределение растений иллюстрирует
рис. 7.21, который отличается от рис. 7.20 только тем, что вероятность по-
явления дублей при высеве P2 = 0,3 больше нуля. Как видим высев семян
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Рис. 7.20. Гистограммы распределения интервалов между растениями в
рядке (ai — измеренное вдоль оси рядка расстояние между i-тым и i−1-вым
растениями; nk — частость попадания ai в k-тый шириною 5 мм интервал
на гистограмме; a = 250 мм; P2 = 0): A) P1 = 1; P3 = 1; σl = 50 мм; B) P1

= 0,8; P3 = 0,9; σl = 50 мм; C) P1 = 0,8; P3 = 0,9; σl = 200 мм. Сплошными
жирными линиями с круговой точкой на максимуме показаны теоретиче-
ские кривые нормальных распределений, которые соответствуют посеву без

пропусков, пропуску одной и двух МИВ к ряду
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Рис. 7.21. Гистограммы распределения интервалов между растениями
в рядке. Рисунок аналогичен предыдущему, с той лишь разницей, что
P2 = 0,3. Сплошными жирными линиями с круговой точкой на максиму-
ме показаны теоретические кривые нормальных распределений, которые
соответствуют нулевой вероятности высева дублей (P2 = 0), посеву без про-

пусков, пропуску одной и двух МИВ к ряду
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парами приводят к появлению пика в положительной полуокрестности нуля
и к смещению фактическкого распределения относительно теоретических
составляющих в сторону меньших значений.

На рис. 7.22 и в табл. 7.5 представлены данные, относящиеся к реаль-
ным посевам кукурузы. Их сравнение с рис. 7.20 и 7.21, которые получены
расчетным путем с применением ММП, позволяет заключить, что в слу-
чае посева кукурузы на зерно в качестве посевного материала в хозяйстве
использовалось хорошо откалиброванное зерно с повышенной всхожестью.

Таблица 7.5
Результаты изучения распределения интервалов между растени-
ями кукурузы в рядке, полученные на основе обработки полевых
экспериментальных даных по исследованию посевов кукурузы на
силос и зерно в колхозе Украина, Кременчугского р-на, Полтав-

ской обл., 1985 г.

Наименование величин Единицы
измерения

Номер поля

1 2 3

1. Назначение посева шт. силос силос зерно
2. Количество растений на опытном

участке
шт. 742 703 636

3. Минимальный интервал мм 0 0 45
4. Максимальный интервал мм 455 380 530
5. Математическое ожидание мм 164,11 173,73 190,94
6. Дисперсия мм2 10511 6392 7937,57
7. Среднеквадратическое отклонение мм 102,52 79,95 89,09
8. Коэффициент вариации 0,62 0,46 0,47
9. Номер соответствующего рисунка 7.22A 7.22B 7.22C

Первое позволило исключить дубли и, в связи с этим, наименьший интервал
между растениями составил 45 мм. Пропусков при высеве также практи-
чески не было по этой же причине. Незначительное количество удвоенных
и утроенных интервалов скорее всего связано с полевой всхожестью семян,
которая всегда меньше 100%. В общем, на основании приведенного выше
анализа можно судить об адекватности изложенной выше разработанной
автором ММП на основе метода Монте-Карло. Это обстоятельство позво-
ляет нам использовать описанную ММП для совершенствования методики
оценки параметров распределения растений по ширине ленты рассева.

7.3.3. М е т о д с к о л ь з ящ е г о с р е д н е г о. С о в е рш е н с т в о в а н и е
м е т о д и к и о ц е н к и п а р ам е т р о в р а с п р е д е л е н и я р а с т е н и й п о
ширин е л е н ты р а с с е в а. На математической модели процесса изме-
рения координат растений относительно предварительно натянутой струны
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Рис. 7.22. Гистограммы распределения интервалов между растениями в
рядке. Построены на основе полевых экспериментальных даных по иссле-
дованию реальных посевов кукурузы силос (A, B) и зерно (С) в колхозе

Украина, Кременчугского р-на, Полтавской обл., 1985 г.
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мы останавливаться не будем, поскольку по своей сути такая модель пред-
ставляет собой перерасчет координат растений относительно новой также
декартовой системы координат, ось абсцисс которой совмещена со струной.
В общем случае новая система координат смещена и повернута относитель-
но прежней. Новые координаты растений обозначим традиционно — xi, yi,
где i = 1, 2, . . . , n, а n — количество растений в опыте. Далее, выполним
обоснование методики расчета смещения растений в стороны от оси рядка.
Целью такого исследования является выбор наиболее подходящего вариан-
та сглаживания (табл. 7.6), который давал бы наименьшее среднеквадра-

Таблица 7.6
Формулы для вычисления отклонения растений от оси рядка

Вари-
ант Математическое выражение

Диапазон
изменения
индекса

Номер
выраже-
ния

I. ri =
yi − yi+1

2
i = 1, 2, . . . , n− 1 (7.33)

II. ri = yi − yi−1 + yi + yi+1

3
i = 2, 3, . . . , n− 1 (7.34)

III. ri = yi − yi−1 + yi + yi+1 + yi+2

4
i = 2, 3, . . . , n− 2 (7.35)

IV. ri = yi− yi−2 + yi−1 + yi + yi+1 + yi+2

5
i = 3, 4, . . . , n− 2 (7.36)

тическое отклонение Sσr и смещение Δσr оценки σr фактического среднего
квадратического отклонения σ0

r растений от оси рядка

Δσr =
1
m

m∑
j=1

(
σ0

rj − σrj

)
, (7.37)

где j — номер конкретного опыта; m — общее количество провторностей
опыта; σ0

rj и σrj — параметры σ0
r и σr, относящиеся к опыту с номером j.

На рис. 7.23 представлены графики, где смещение Δσr и среднеквадра-
тическое отклонение Sσr рассматриваются в зависимости от σ0

r . Как видим,
в пределах изученного интервала σ0

r ∈ [1, 18] наименьшее смещение Δσr до-
стигается при расчете скользящего среднего по 5-ти точкам.

Далее, аналогичным образом изучим влияние метода сглаживания на
среднеквадратическое отклонение Sr̄ и смещение Δr̄ оценки r̄ фактического
среднего арифметического отклонения r̄0 растений от оси рядка

Δr̄ =
1
m

m∑
j=1

(
r̄0j − r̄j

)
, (7.38)
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Рис. 7.23. Смещение Δσr (A) и среднеквадратическое отклонение Sσr (B)
оценки σr среднего квадратического отклонения растений от оси рядка в
зависимости от фактического значения σ0

r среднего квадратического от-
клонения растений от оси рядка для четырех вариантов сглаживания ме-
тодом скользящего среднего по двум (1), трем (2), четырем (3) и пяти (4)
растениям для 100 повторностей вычислительного эксперимента при: A1 ∈
[0, 800] мм; L1 ∈ [100, 250] м; φ1 ∈ [0, 2π]; A2 ∈ [0, 100] мм; L2 ∈ [17, 30] м;
φ2 ∈ [0, 2π]; A3 ∈ [10, 60] мм; L3 ∈ [4, 12] м; φ3 ∈ [0, 2π]; a = 250 мм; σl =

50 мм; P1 = 0,8; P2 = 0,3; P3 = 0,9;

где r̄0j и r̄j — параметры r̄0 и r̄, относящиеся к опыту с номером j. Как и в
предыдущем случае, по рис. 7.24 мы видим, что наиболее высокая точность
расчета Δr̄ достигается, если применять сглаживание по 5-ти точкам. Точ-
ность расчета Sr̄ выше во втором случае, но превосходство над вариантом
№ 5 незначительное. Таким образом, в дальнейшем предпочтение отдаем
опять сглаживанию по 5-ти точкам.

Кроме того из обеих рисунков рис. 7.23 и 7.24 видно, что среднеквадра-
тические отклонения Sσr и Sr̄ оценок σr и r̄ фактических, среднеквадра-
тического σ0

r и среднего арифметического r̄0 отклонения растений от оси
рядка ничтожно малы. В дальнейшем ими будем пренебрегать. Тот же вы-
вод применим и в отношении смещения Δr̄. По другому дела обстоят со
смещением Δσr, которое соизмеримо с оцениваемой величиной σ0

r . Таким
образом, если необходима несмещенная оценка σr, то смещение Δσr сле-
дует учитывать. В связи с этим, в дальнейшем изучим, какие параметры
посева и каким образом могут влиять на смещение Δσr. Для этого опять
используем ММП, основанную на методе Монте-Карло.
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Рис. 7.24. Смещение Δσr (A) и среднеквадратическое отклонение Sσr (B)
оценки σr среднего квадратического отклонения растений от оси рядка в
зависимости от фактического значения σ0

r среднего квадратического от-
клонения растений от оси рядка для четырех вариантов сглаживания ме-
тодом скользящего среднего по двум (1), трем (2), четырем (3) и пяти (4)
растениям для 100 повторностей вычислительного эксперимента при: A1 ∈
[0, 800] мм; L1 ∈ [100, 250] м; φ1 ∈ [0, 2π]; A2 ∈ [0, 100] мм; L2 ∈ [17, 30] м;
φ2 ∈ [0, 2π]; A3 ∈ [10, 60] мм; L3 ∈ [4, 12] м; φ3 ∈ [0, 2π]; a = 250 мм; σl =

50 мм; P1 = 0,8; P2 = 0,3; P3 = 0,9;

На рис. 7.25, 7.26 и 7.27 представлены серии из 5-ти кривых, иллюстри-
рующих зависимость смещения Δσr (A) и среднеквадратического отклоне-
ния Sσr (B) от фактического значения σ0

r для различных исходных данных.
Их общая часть приведена в табл. 7.7.

Введем обозначения: āj и σaj — математическое ожидание и средне-
квадратическое отклонение интервалов между растениями в j-том вычис-
лительном эксперименте, j = 1, 2, . . . ,m. Тогда

ā =
1
m

m∑
j=1

āj (7.39)

средний интервал, а

σa =
1
m

m∑
j=1

σaj (7.40)

среднеквадратическое отклонение интервалов между растениями в рядке
для m повторностей опыта. В табл. 7.8 приведены числовые значения ā и
σa, относящихся к рис. 7.25, 7.26 и 7.27.
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Рис. 7.25. Смещение Δσr (A) и среднеквадратическое отклонение Sσr (B)
оценки σr среднего квадратического отклонения растений от оси рядка в
зависимости от фактического значения σ0

r среднего квадратического откло-
нения растений от оси рядка для пяти значений a интервала между метками
идеального высева 150 мм (1), 200 мм (2), 250 мм (3), 300 мм (4) и 350 мм (5)
при общих входных данных, в соответствии с табл. 7.7 и когда σl = 50 мм,

а P1 = 0,8

После математической обработки относящегося к рис. 7.25, 7.26 и 7.27
цифрового материала, было установлено что

Δσr =
Aδ + σ0

r

Bδ + Cδσ0
r

+Dδσ
0
r , (7.41)

Sσr =
√
As −Bs (σ0

r − Cs)
2 +Dsσ

0
r , (7.42)

σ∗
r = Aσ (σr)

Bσ + Cσ exp
(
Dσ

σr

)
, (7.43)

где σ∗
r — несмещенная оценка σ0

r , а значения коэффициентов Ai, Bi, Ci, Di,
когда i = δ, s, σ — приведены в таблице табл. 7.9 и 7.10.

Из таблицы табл. 7.10 видно, что величина коэффициентов Aσ, Bσ, Cσ и
Dσ зависит от значения среднего интервала между растениями в рядке ā и
от среднеквадратического отклонения этих интервалов σa. Таким образом,
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Рис. 7.26. Смещение Δσr (A) и среднеквадратическое отклонение Sσr (B)
оценки σr среднего квадратического отклонения растений от оси рядка в
зависимости от фактического значения σ0

r среднего квадратического откло-
нения растений от оси рядка для пяти значений σl среднеквадратического
отклонения растений от метки идеального высева 30 мм (1), 40 мм (2),
50 мм (3), 60 мм (4) и 70 мм (5) при общих входных данных, в соответствии

с табл. 7.7 и когда a = 250 мм, а P1 = 0,8

понимая Aσ, Bσ, Cσ и Dσ как функции ā и σa, аппроксимируем имеющиеся
табличные данные. В итоге получаем:

Aσ = A1σ (σa)

(
B1σ +

C1σ

ln ā

)
+
D1σ

ā
, (7.44)

Bσ = A2σ (σa)
B2σ + C2σ

ā +
D2σ

ā
, (7.45)

Cσ =
σa

A3σ +B3σā+ C3σ

√
ā
, (7.46)

Dσ =
A4σ

ā
+B4σ exp (C4σσa) +

D4σ

(ā)2
, (7.47)

где коэффициенты Aiσ, Biσ, Ciσ, Diσ (i = 1, 2, 3, 4) приведены в табл. 7.11.
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Рис. 7.27. Смещение Δσr (A) и среднеквадратическое отклонение Sσr (B)
оценки σr среднего квадратического отклонения растений от оси рядка в
зависимости от фактического значения σ0

r среднего квадратического откло-
нения растений от оси рядка для пяти значений Pl надежности высева 0,6
(1), 0,7 (2), 0,8 (3), 0,9 (4) и 1,0 (5) при общих входных данных, в соответ-

ствии с табл. 7.7 и когда a = 250 мм, а σl = 50 мм

Таким же способом, воспользовавшись данными табл. 7.9, можно полу-
чить формулы для вычисления коэффициентов Aδ, Bδ, Cδ, Dδ из выраже-
ния (7.41) и коэффициентов As, Bs, Cs, Ds из выражения (7.42). Мы этого
делать не будем, поскольку повышение точности получения оценок Δσr и
Sσr, которое при этом будет достигнуто, не адекватно увеличению сложно-
сти методик их получения. Важным для нас остается несмещенная оценка
σ∗

r среднеквадратического отклонения растений от оси рядка σ0
r , которую

теперь можно получить воспользовавшись выражениями (7.43) – (7.47). Для
этого необходимо по экспериментальным данным посчитать параметры рас-
пределения интервалов между растениями ā и σa, а также смещенную оцен-
ку σr того же σ0

r .
С учетом результатов исследования точности определения оценок па-

раметров распределения семян кукурузы по ширине ленты рассева ниже
приводим необходимое дополнение к упомянутой выше методике [325]:

• после закрепления струны, начиная с первого растения учетного участ-
ка, по порядку, масштабной линейкой следует измерять не только удаление
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Таблица 7.7
Входные данные, общие для серии вычислительных
экспериментов, относящихся к рис. 7.25, 7.26 и 7.27

Наименования величин Обозна-
чения

Единицы
измерения

Числовые
значения

1. Интервалы изменения
параметров трех гармоник:

амплитуд —

периода —

начальной фазы —

A1

A2

A3

L1

L2

L3

φ1

φ2

φ3

мм
—”—
—”—
м

—”—
—”—
рад.
—”—
—”—

[ 0, 800 ]
[ 0, 100 ]
[ 10, 60 ]

[ 100, 250 ]
[ 17, 30 ]
[ 4, 12 ]
[ 0, 2π ]
—”—
—”—

2. Вероятность высева двойников P2 0,3

3. Всхожесть семян P3 0,9

4. Количество повторностей опыта m 100

5. Количество растений, задейство-
ванных при сглаживании методом
скользящего среднего шт. 5

Таблица 7.8
Значения ā (мм) средних интервалов и σa (мм) среднеквадрати-
ческих отклонений интервалов между растениями в рядке для m

повторностей опыта, относящихся к рис. 7.25, 7.26 и 7.27

Номер
рисунка

Обозначения
Номера линий на рисунке

1 2 3 4 5

Рис. 7.25 ā 158,42 209,97 261,13 312,02 361,99

σa 122,28 158,30 194,81 232,93 271,13

Рис. 7.26 ā 260,91 261,04 261,11 261,18 261,28

σa 194,98 194,43 194,84 196,25 198,41

Рис. 7.27 ā 342,91 296,94 261,13 233,34 211,23

σa 307,33 245,11 194,84 155,19 121,72
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Таблица 7.9
Значения коэффициентов из выражений (7.41) и (7.42)

Обо-
зна-
че-
ния

Параметры распределения интервалов между растениями

ā σa ā σa ā σa ā σa ā σa

158,42 122,28 209,97 158,30 261,13 194,81 312,02 232,93 361,99 271,13

Aδ −12,53781487 −13,73637660 −18,21762974 −19,99933568 −16,73061353

Bδ 11,14793477 9,19212821 9,49788997 8,41581333 6,11655699

Cδ 8,96903743 5,55821280 4,62622216 3,34557217 1,76495885

Dδ 0,13098198 0,13941497 0,14958581 0,15934063 0,16003512

As 1,04145326 1,35489415 2,49371197 3,86551984 4,97953796

Bs −0,00928342 −0,00578710 −0,00779406 −0,01021925 −0,01011584

Cs 1,16329908 2,44098827 2,87493888 2,92644245 3,50588721

Ds −0,06536798 −0,03784579 −0,04436025 −0,05187451 −0,04645336

ā σa ā σa ā σa ā σa ā σa

260,91 194,98 261,04 194,43 261,11 194,84 261,18 196,25 261,28 198,41

Aδ −15,31712908 −14,28351303 −18,42105781 −15,05024349 −16,64704381

Bδ 8,15077483 7,54044281 9,38086683 7,81215329 8,59353616

Cδ 3,62134385 3,33323825 4,79653383 3,51060535 3,93350317

Dδ 1,47220163 1,45833566 1,49526704 1,46708303 1,48230470

As 2,58843811 2,08116050 3,22191175 2,78380492 2,63938668

Bs −0,00827055 −0,00559313 −0,00134330 −0,00924225 −0,00781023

Cs 2,58656717 3,54946886 1,78315367 2,51963953 2,73400434

Ds −0,04837398 −0,03055222 −0,07457706 −0,05307568 −0,04594517

ā σa ā σa ā σa ā σa ā σa

342,91 307,33 296,94 245,11 261,13 194,84 233,34 155,19 211,23 121,72

Aδ −17,33414666 −18,09881819 −15,79309163 −13,73174795 −14,49730837

Bδ 5,92397890 7,62320629 8,17336654 9,00050483 12,03524083

Cδ 1,56360776 2,79017186 3,86158978 5,32925053 9,76087529

Dδ 1,55183571 1,54883542 1,47433291 1,46046181 1,43752414

As 0,50910107 0,38215203 0,32767994 0,15166374 0,09413041

Bs −0,00767275 −0,00748094 −0,01378593 −0,00820852 −0,00957232

Cs 5,74038737 3,70998608 1,70325680 1,76881219 1,03140433

Ds −0,02847183 −0,03886264 −0,07668042 −0,05264837 −0,06272059
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Таблица 7.10
Значения коэффициентов из выражения (7.43)

Обо-
значе-
ния

Параметры распределения интервалов между растениями

ā σa ā σa ā σa ā σa ā σa

158,42 122,28 209,97 158,30 261,13 194,81 312,02 232,93 361,99 271,13

Aσ 1,17149578 1,18563753 1,16698115 1,13152648 1,10459009

Bσ 0,99746530 0,99812378 1,00810013 1,02327534 1,03503168

Cσ −0,12366784 −0,16652337 −0,17305548 −0,14860154 −0,15370448

Dσ 2,58445231 3,34869611 4,62194701 6,48769010 7,88728766

ā σa ā σa ā σa ā σa ā σa

260,91 194,98 261,04 194,43 261,11 194,84 261,18 196,25 261,28 198,41

Aσ 1,16831952 1,16062170 1,16558366 1,15596371 1,16797617

Bσ 1,00777062 1,00961974 1,00820580 1,01110201 1,00785040

Cσ −0,17672496 −0,15616033 −0,16268703 −0,15232017 −0,17809154

Dσ 4,54787472 4,82992648 4,81780569 4,95419991 4,67218257

ā σa ā σa ā σa ā σa ā σa

342,91 307,33 296,94 245,11 261,13 194,84 233,34 155,19 211,23 121,72

Aσ 1,10048779 1,13158294 1,16215738 1,17709247 1,18786882

Bσ 1,03486715 1,02235956 1,00913745 1,00317755 0,99768595

Cσ −0,18504082 −0,16209584 −0,15714912 −0,13717911 −0,13133359

Dσ 8,07670575 6,36667999 4,86874185 3,75689346 2,72508993

Таблица 7.11
Значения коэффициентов из выражений (7.44) – (7.47)

Обо-
значе-
ния

Значение i — первого индекса в обозначениях коэффициентов

1 2 3 4

Aiσ 2,24564854 0,74538452 −5305,88623270 −4461,20112720

Biσ −0,49916749 0,07369380 −25,68941305 13,58605064

Ciσ 2,63114642 −14,78296193 669,79817216 0,00087707

Diσ −206,48421061 50,53228544 — 392263,96006
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каждого растения от струны, а и интервалы между соседними растения-
ми. В качестве последних следует понимать расстояние между нормалями,
опущенными на струну с точек произрастания растений;

• математическую обработку совокупности отклонений растений отно-
сительно оси рядка следует проводить после определения оценки среднего
арифметического интервала между растениями, и среднеквадратического
отклонения этих интервалов;

• отклонение текущего растения относительно оси рядка следует выпол-
нять методом скользящего среднего по пяти растениям;

• после выполнения математических расчетов по определению оцен-
ки среднего квадратического отклонения растений относительно оси рядка
следует воспользовавшись формулами (7.43) – (7.47), использовав предва-
рительно найденное значение среднего арифметического интервала, и сред-
неквадратического отклонения интервалов между растениями, определить
несмещенную оценку искомого параметра.

Все другие пункты ранее изложенной методики (п. 7.3.1, стр. 333 – 334)
остаются прежними.

7.3.4. Р е з у л ь т а ты э к с п е р им е н т а. Основной задачей полевых
исследований была проверка осуществимости идеи послепосевного ленточ-
ного ВВГ, выполняемого как самостоятельная операция.

Агрегат для испытания экспериментальной технологии и технических
средств для ее осуществления (рис. 6.15) состоял из трактора ЮМЗ-6, на-
весного культиватора-растениепитателя КРН-4,2, монтируемого подкорм-
щика-опрыскивателя ПОМ-630 и двух ЩН конструкции ВНИИОБ [37,39].
Нарезку щелей осуществляли с помощью агрегата (рис. 6.18), состоящего из
трактора Т-74 и навесного щелевателя ЩП-00-000, дооборудованного гид-
рофицированным маркером. Посев производили сеялкой СПЧ-6ФС, наве-
шенной на трактор МТЗ-80 (рис. 6.19). На всех агрегатах щелеватели были
установлены на расстоянии 1,4 м друг от друга, симметрично их продоль-
ной оси симметрии. Для улучшения всхожести семян кукурузы, а, также
повышения точности оценки их глубины заделки во всех опытах применяли
послепосевное прикатывание кольчато-шпоровыми катками.

Фактическая глубина заделки (h̄ — среднее значение) семян кукурузы
при посеве составила 77 – 85 мм (табл. 7.12). Операцию по внесению герби-
цидов выполняли с глубиной хода РО 50, 60 и 70 мм (исходя из настроек),
т.е. разница между глубиной заделки семян и глубиной ВВГ Δh составляла
10, 20 и 30 мм. Скорость движения агрегатов при посеве и при внесении
гербицидов составляла 2,3 м/с, что соответствует техническому заданию.
На контрольном участке гербицид не вносили. Оценку параметров шири-
ны ленты рассева семян (отклонения семян от оси рядка) производили по
методике, изложенной выше.

Из табл. 7.12 видно, что среднее для четырех повторностей опыта зна-
чение среднеквадратического отклонения σr оставалось стабильным (7,92,
7,87 и 8,00 мм) на контроле и в опытах, когда Δh было равно 20 и 30 мм.
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Таблица 7.12
Параметры распределения семян кукурузы после выполнения
операции послепосевного ВВГ для контроля, где гербицид не вно-
сили и трех значений разности Δh между глубинами заделки се-

мян и внесения гербицидов (все величины в мм)

Δh

Пара-
мет-
ры

Номер повторности опыта Среднее
значение

Интервал
изменения
величины1 2 3 4

r̄ −0,01 0,08 −0,06 0,06 0,02 0,13
σr 7,40 8,39 7,37 8,50 7,92 1,13
h̄ 81,95 84,41 84,14 85,37 83,97 3,42

Конт-
роль σh 5,57 5,72 5,66 5,54 5,62 0,18

ā 212,96 212,86 217,33 208,92 213,02 8,41
σa 83,86 84,29 85,82 86,35 85,08 2,48
σ∗

r 8,68 9,84 8,64 9,94 9,27 1,31

r̄ 0,06 0,01 0,13 0,12 0,08 0,12
σr 7,45 7,99 7,83 8,20 7,87 0,75
h̄ 79,73 82,06 82,94 81,15 81,47 3,20

30 σh 5,46 5,41 5,54 5,70 5,52 0,29
ā 213,50 220,07 212,20 221,56 216,83 9,36
σa 86,02 84,58 86,75 85,33 85,67 2,17
σ∗

r 8,73 9,39 9,16 9,66 9,24 0,93

r̄ −0,07 0,17 0,01 0,01 0,03 0,24
σr 7,65 8,51 7,68 8,17 8,00 0,85
h̄ 82,01 84,50 82,28 82,46 82,81 2,48

20 σh 5,50 5,84 5,35 6,10 5,70 0,75
ā 211,00 225,18 210,56 215,24 215,50 14,62
σa 84,19 82,59 84,65 82,92 83,59 2,06
σ∗

r 8,97 10,02 8,99 9,59 9,39 1,05

r̄ 0,06 0,12 0,05 −0,07 0,04 0,20
σr 9,83 11,22 10,05 11,84 10,74 2,01
h̄ 78,07 80,80 76,63 78,44 78,48 4,17

10 σh 11,04 13,24 14,38 13,96 13,16 3,34
ā 214,30 219,08 221,10 222,39 219,21 8,09
σa 84,99 78,16 84,64 82,39 82,54 6,83
σ∗

r 11,55 13,24 11,85 13,98 12,66 2,42
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В случае уменьшения Δh до 10 мм обнаружилось задевание ранее высеян-
ных семян кукурузы РО вносящими гербицид. В результате величина σr

подскочила до 10,74 мм. Средний интервал варьирования величины σr при
Δh = 10 мм увеличился почти в двое, т.е. до 2,01 мм, в то время как в
предыдущих опытах он составлял 1,13, 0,75 и 0,85 мм. Все это позволяет
заключить, что в случае, если глубина посева выполняется глубже чем по-
следующее ВВГ на 20 и более миллиметров, то перераспределения семян
под слоем почвы не происходит.

Такой же вывод следует из оценок распределений семян по глубине их
заделки (табл. 7.12). Измеряли ее по светлой части стеблей, извлеченных
из почвы растений (рис. 7.28). Учитывали также семена, которые были об-
наружены на дневной поверхности поля, хотя и не прорасли. Другая часть
семян, которые осталась в основном в верхнем сухом слое почвы и всходов
не дали, в расчет не попали.

Рис. 7.28. Измерение глубины прорастания растений кукурузы

Распределение интервалов ai между растениями (параметры ā и σa,
табл. 7.12) в смысле оценки степени перераспределения ранее высеяных се-
мян кукурузы по причине выполнения операции послевосевного ВВГ было
не информативным. Во всех опытах значения параметров ā и σa различа-
лись на несколько миллиметров и носили случайный характер.

На последующих рис. 7.29 – 7.32 представлены гистограммы распреде-
лений ri — отклонений растений от оси рядка (A), ai — интервалов меж-
ду растениями (B) и hi — глубины заделки семян (С) первой повторности
каждого опыта, т.е. когда гербицид не вносили (контроль) и, когда разни-
ца Δh в глубине заделки семян и гербицида составила 30, 20 и 10 мм. Из
рис. 7.29,C видно, что в случае, когда разница между глубиной хода сош-
ника и РО для ВВГ Δh составила 10 мм, часть ранее высеянных семян
была задета лапами для ВВГ и перераспределена в верхнем слое почвы
вплоть до выноса наружу. Такого не происходило, когда Δh было равным
20 и более миллиметров. Отсюда следует вывод, что в процессе осуществ-
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Рис. 7.29. Гистограммы распределения отклонений растений от оси рядка
(A), интервалов между растениями (B) и глубины заделки семян (С) (кон-

троль, первая повторность опыта)
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Рис. 7.30. Гистограммы распределения отклонений растений от оси рядка
(A), интервалов между растениями (B) и глубины заделки семян (С) при

Δh = 30,0 мм (первая повторность опыта).
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Рис. 7.31. Гистограммы распределения отклонений растений от оси рядка
(A), интервалов между растениями (B) и глубины заделки семян (С) при

Δh = 20,0 мм (первая повторность опыта).
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Рис. 7.32. Гистограммы распределения отклонений растений от оси рядка
(A), интервалов между растениями (B) и глубины заделки семян (С) при

Δh = 10,0 мм (первая повторность опыта).
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ления операции послепосевного ВВГ нельзя допускать, чтобы разница в
глубине хода сошников и РО для внесения гербицидов была меньше, чем
20 мм. Такой же вывод справедлив и для послепосевного внесения герби-
цидов путем применения комбинированного агрегата, построенного на базе
трактора интегрального типа (вариант 2 табл. 6.2) или комбинированной
машины (варианты 3а и 3б, табл. 6.2), когда сошники и РО для ВВГ имеют
индивидуальную подвеску. Исключить ограничение на величину Δh можно
только в случае, когда сошник и РО для ВВГ объединены в одну жесткую
конструкцию (варианты 3в и 3г, табл. 6.2).

7.4. Эксперимент по оценке закономерностей уплотнения
почвы вследствие выполнения самостоятельной операции
послепосевного внутрипочвенного внесения гербицидов

Твердость почвы измеряли, используя полевой твердомер конструкции
Ю.Ю.Ревякина.

Снятие диаграмм твердости почвы проводили на почвенном фоне соот-
ветствующем выполнению каждой из трех операций: предпосевная культи-
вация, посев кукурузы, послепосевное ВВГ.

Для того, чтобы обеспечить проведение всех трех замеров на проходе
одного и того же РО культиватора, выполнявшего предпосевную культива-
цию, т.е. обеспечить сравнимость полученных диаграмм, первые два замера
проводили сразу после прохода сеялки. Первый выполняли на расстоянии
10 см от оси рядка, а второй — непосредственно на оси рядка, причем места
обоих замеров располагались на одной прямой, параллельной направлению
препосевной культивации, которое определялось по бороздкам, оставшим-
ся после прохода РО культиватора. Третий замер производили в ближай-
ших окрестностях того второго испытания после выполнения операции ВВГ.
Перед выполнением всех трех замеров почву в месте замера выравнивали.
Глубина снятия диаграмм составила 16 см. При снятии диаграмм твердости
почвы и их обработке пользовались руководством по эксплуатации к при-
бору [411] и материалами ГОСТ 20915-75 “Сельскохозяйственная техника.
Методы определения условий испытаний” [412].

В процессе испытаний интересовали не столько числовые значения твер-
дости почвы, сколько общие закономерности, которые обуславливались
выполнением послепосевного ВВР. Эксперименты проводились в колхозе
Украина, Кременчугского р-на, Полтавской обл. в 1985 г. в условиях безот-
вальной системы земледелия.

Из рис. 7.33 видно, что операция ВВГ, которая выполнялась после по-
сева, приводила к доуплотнению почвы в области заделки семян. Учиты-
вая, что Полтавская область располагается в зоне недостаточного увлаж-
нения, в которой 7 из 10 лет являются засушливыми, можно заключить,
что выявленная закономерность является положительной, т.к. может спо-
собствовать подтягиванию влаги в область заделки семян. Поверхностный
слой почвы при этом остается рыхлым, а, значит, повышенных потерь вла-
ги через испарение не будет. Т.е. послепосевное ВВГ позволяет отказаться
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Рис. 7.33. Типичные графики твердости почвы (F , кгс/см2) в зависимо-
сти от глубины (h, см) для трех полей (A, B, C) после выполнения трех
операций: 1 — предпосевной культивации; 2 — посева кукурузы; 3 — после-

посевного внутрипочвенного внесения гербицидов

от последующего прикатывания посевов кольчато-шпоровыми катками. С
другой стороны засушливые условия требуют увеличения глубины задел-
ки семян высеваемых культур, и тем существенно упрощают выполнение
послепосевного ВВГ. В других условиях того же эффекта можно добиться,
если применить комбинированные машины или агрегаты, перечисленные
в пунктах 2, 3а и 3б табл. 6.2, у которых сошники и РО для ВВГ имеют
индивидуальную подвеску. Можно ожидать, что в случае, когда сошник и
РО для ВВГ объединены в одну жесткую конструкцию (варианты 3в и 3г,
табл. 6.2), упоминавшегося выше эффекта доуплотнения почвы в области
заделки семян высеянной культуры наблюлаться не будет.
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ВЫВОДЫ

1. Разработанные прямоточные щелевые распылители с прямоугольным
шлицом (диаметр канала 1,6 мм, ширина щели 0,3 мм) при давлении P ∈
[0,2; 0,4] МПа дают расход рабочей жидкости V ∈ [0,62; 0,99] л/мин. и фа-
кел распыла θ ∈ [92,35; 110,49] градусов. По сравнению с распылителями,
у которых шлиц треугольной формы, они обеспечивают более равномерное
распределение жидкости в пределах пятна распыла и поэтому в большей
степени применимы для ленточного внесения гербицидов.

2. Манипулируя внешней формой корпуса разработанного распылителя
в окрестностях его прямоугольной щели можно радикально менять пара-
метры распределения жидкости по пятну распыла и так добиваться макси-
мального соответствия техническому заданию. В известных конструкциях
подобный результат можно получить, если на одном распылителе исполь-
зовать две особо сориентированные треугольные щели. Такой распылитель
вместо одного отверстия будет иметь два меньших по площади, а, значит,
будет более склонным к засорению.

3. Большая зависимость между минутным расходом рабочей жидкости
и давлением указывает на то, что в конструкциях машин для ленточного
внутрипочвенного внесения гербицидов нежелательно применять дозиро-
вание по давлению. Наиболее эффективно — применение индивидуального
объемного дозирования по каждому из распылителей. В разработанных ще-
левых распылителях (диаметр канала 1,6 мм, щель 0,3 мм) при изменении
рабочего давления в 2 раза от 0,2 МПа до 0,4 МПа средний минутный рас-
ход рабочей жидкости увеличивался в 1,4 раза, а максимальная разница
между минимальным расходом жидкости при 0,2 МПа и максимальным
при 0,4 МПа составила 1,61 раза.

4. Для исследования параметров распределения жидких средств хими-
зации под слоем почвы без нарушения свойств покровного слоя наиболее
подходящим является изотопный метод, в частности, с применением ради-
онуклида технеция-99m (период полураспада 6,02 ч., энергия γ-излучения
140,466 КэВ.) в форме пертехнетата натрия NaTcO4 в составе водных рас-
творов хлорида натрия NaCl. При этом лучше использовать твердотель-
ные сцинтилляционные детекторы на основе щелочно-галоидных NaJ(T l)
моно- или поликристалов. По форме кристалла наиболее эфффективными
являются биконические сцинтилляторы.

5. Из результатов изотопных экспериментов следует, что для повышения
равномерности распределения препарата под слоем почвы в разработанной
конструкции соответствующего рабочего органа предпочтительнее приме-
нять наклонную ориентацию распылителя. В экспериментах угол наклона
распылителя составил 5,7 – 7◦, что позволило в 2,63 – 3,67 раза уменьшить
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коэффициент вариации для плотности распределения препарата вдоль оси
полосы внесения и в 3 раза — для средней глубины заделки препарата.
Внутрипочвенное внесение гербицидов лучше осуществлять после посева,
так гарантированно достигается программированное распределение рабо-
чего вещества по обрабатываемой поверхности.

6. Несмещенные оценки параметров распределения отклонений растений
от оси рядка нельзя получить без предварителной оценки параметров рас-
пределения тех же растений вдоль оси рядка. Для получения таких несме-
щенных оценок необходимо воспользоваться разработанной методикой. В
частности, отклонение текущего растения относительно оси рядка следует
выполнять методом скользящего среднего по пяти растениям.

7. Из результатов исследований параметров распределения семян куку-
рузы по ширине ленты рассева следует вывод, что в процессе осуществле-
ния операции послепосевного внутрипочвенного внесения гербицидов нель-
зя допускать, чтобы разница в глубине хода сошников и рабочего органа
для внесения гербицидов была меньше, чем 20 мм.

8. Исходя из экспериментов по оценке закономерностей уплотнения поч-
вы следует вывод, что послепосевное внутрипочвенное внесение гербици-
дов разработанными рабочими органами, выполняемое как самостоятель-
ная операция, приводит к уплотнению почвы в зоне заделки семян куку-
рузы в 1,6 – 1,8 раза, чем способствует подтягиванию к ним влаги. Поверх-
ностный слой почвы при этом остается рыхлым. Повышенных потерь влаги
через испарение не происходит. Следовательно, нет необходимости в по-
следующем прикатывании посевов кольчато-шпоровыми катками. Того же
эффекта можно добиться, если применить комбинированные машины или
агрегаты, у которых сошники и рабочие органы для внутрипочвенного вне-
сения гербицидов имеют индивидуальную подвеску.
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ГЛАВА 8
ОЦЕНКА ЭФФЕКТИВНОСТИ РАЗРАБОТАННЫХ ТЕХНОЛОГИЙ

И ТЕХНИЧЕСКИХ СРЕДСТВ ДЛЯ ЛЕНТОЧНОГО ВНУТРИПОЧВЕННОГО
ВНЕСЕНИЯ ГЕРБИЦИДОВ

8.1. Агротехнические преимущества

Для оценки хозяйственной эффективности разработанной технологии
ВВГ использовался агрегат на основе трактора МТЗ-80 в соответствии со
схемой на рис. 6.16. Будучи укомплектованным по одному РО (рис. 6.3) для
ВВГ на рядок, такой агрегат обеспечивал внесение гербицида в зону рядков
культурных растений ленточным способом с шириной обработанных лент
18 см (может достигать 24 см (табл. 5.1), в зависимости от конструкции и
параметров распылителя).

Нарезку направляющих щелей в почве выполняли как самостоятель-
ную операцию, используя трактор ДТ-75М с культиватором-плоскорезом-
глубокорыхлителем КПГ-250, заменив плоскорежущие РО ножами-щеле-
резами, установленными на расстоянии 140 см друг от друга и дополни-
тельно оборудовав его двумя гидрофицированными маркерами. Посев вы-
полняли сеялкой СПЧ-6ФС, доукомплектованной также двумя ЩН.

Технология возделывания кукурузы на контрольном участке (базовая
технология) отличалась от предлагаемой сплошным поверхностным вне-
сением гербицидов с последующей немедленной заделкой. Для этого ис-
пользовали комбинированный агрегат состоящий из трактора ЮМЗ-6АЛ,
подкормщика-опрыскивателя ПОМ-630 и дискового лущильника ЛДГ-5.
Междурядные обработки на контрольном и опытных участках, проводи-
лись одинаково, но на контроле технологических щелей в почве не наре-
зали и все операции выполняли традиционным образом. Во всех опытах
использовали почвенный гербицид эрадикан (80%-ный). Глубина заделки
гербицида в опытах составила 4 – 5, 6 – 7 и 8 – 9 см, а на контроле — 8 – 9 см.

Результаты сравнения эффективности гербицидного действия препара-
та эрадикан (80%-ный) при внесении его традиционным способом (базовый
вариант) и предлагаемым, ленточным, внутрипочвенным, показывают пре-
имущества предлагаемого варианта (табл. 8.1, 8.2) [300]. Максимальная гер-
бицидная активность препарата (в сравнении с контролем в 2,0 – 6,0 раза)
была в случае применения предложенного способа его внутрипочвенного
внесения на глубину 4 – 5 см.

Урожайность кукурузы на опытных участках не всегда превышала кон-
троль. Так 1986 году, который отличался значительной засухой, на контроле
урожай был выше на 3,2 ц/га. Детальный анализ динамики роста и степе-
ни развития растений на опытных участках показал, что в условиях засу-
хи направляющие щели в почве способствовали дополнительным потерям
влаги и в результате соседние с щелями рядки растений сказывались менее
развитыми. Исходя из выше приведенного можно предположить об огра-
ниченной пригодности метода вождения “направляющая щель” в условиях
зоны недостаточного увлажнения и богарного земледелия. В этом смысле
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Таблица 8.1
Динамика роста сорняков в посевах кукурузы в зависимости от

способа внесения гербицида эрадикан (80%-ный)

Фаза развития растений
кукурузы

Количество сорняков
на опытных участках по годам

1986 г. 1987 г. 1988 г.

шт. на
1 м2

масса,
в г

шт. на
1 м2

масса,
в г

шт. на
1 м2

масса,
в г

Базовый вариант

2 – 3 листьев 16,2 — 23,7 — 14,1 —
8 – 9 листьев 26,4 67,1 31,2 75,4 18,7 83,0
молочной спелости зерна 24,7 59,8 26,5 76,1 23,4 98,8

Предлагаемый вариант при глубине внесения препарата 4 – 5 см

2 – 3 листьев 5,3 — 4,9 — 7,1 —
8 – 9 листьев 6,1 11,2 7,5 14,2 9,4 22,1
молочной спелости зерна 6,7 14,8 9,1 15,1 9,9 36,0

Таблица 8.2
Влияние глубины заделки препарата эрадикан (80%-ный) на его
гербицидную активность при возделывании кукурузы на зерно

Глубина заделки
гербицида, в см

Масса сорняков
в период молочной спелости зерна, в г/м2

1986 г. 1987 г. 1988 г.

4 – 5 14,8 15,1 36,0
6 – 7 17,2 16,7 36,4
8 – 9 29,3 18,5 41,9

эффективнее предложенный вариант вождения агрегатов по одной направ-
ляющей щели. Конструкция авторских технических средств для этой цели
показана на рис. 6.20, 6.21 и 6.22.

На рис. 8.1 представлено поле совхоза Кременчугский, Кременчугского
района Полтавской области (1987 г.). На этом поле применялось послепо-
севное ленточное ВВГ. После появления всходов отчетливо видно, что вдоль
рядков посевов подсолнечника почва остается чистой от сорняков. Кроме
того, слева на переднем плане видны следы от направляющих щелей. Путем
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Рис. 8.1. Поле подсолнечника, на котором применялось предложенная
технология послепосевного ленточного ВВГ

использования шлейфов из тяжелых цепей, закрепленных за ЩН, они пол-
ностью засыпаны рыхлой почвой, и благодаря этому существенно умень-
шено испарение влаги из них. В качестве направляющих они полностью
сохраняют свою функциональность.

8.2. Оценка предложенных инженерно-технологических решений
на экологичность и эргономичность

8.2.1. Ум е н ьш ен и е о т р и ц а т е л ь н о г о в о з д е й с т в и я н а о к-
р ужающую ср е д у. Предлагаемые технические средства и технологи-
ческие решения предназначены для осуществления ленточного ВВГ, кото-
рое в сравнении с другими известными методами применения гербицидов,
обладает рядом экологических преимуществ [301]:

во-первых, в силу того, что в ряде случаев, отдавая предпочтение поч-
венным препаратам, удается сократить общее количество химобработок;

во-вторых, ленточный метод внесения позволяет в значительной мере
(до 70%) сократить расход препаратов, а, значит, и поступления их в окру-
жающую среду;

в-третьих, путем ВВГ удается сократить несколько путей их бесполез-
ных, но не безвредных для экологии потерь (выветривание, фотохимиче-
ский распад и, частично, смыв препарата).

Следует также заметить, что сокращение потребности в гербицидах,
в случае широкого внедрения предлагаемых технологий, влечет за собой
уменьшение их производства, а, значит, уже на химических заводах обу-
славливает снижение вредных воздействий на окружающую среду.
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8.2.2. У л у чшени е у с л о в и й и п о вышени е п р о и з в о д и т е л ь-
н о с т и т р у д а о б с л ужив ающе г о п е р с о н а л а и м е х а н и з а т о р о в.
В общем, внутрипочвенное внесение — операция малопроизводительная. В
этом смысле ее нельзя сравнить не только с поверхностным внесением с по-
мощью штанговых орудий, а даже просто с культивацией. А это значит, что
на ее выполнении должно быть задействовано больше техники и людей и
более продолжительное время. Контролировать качество внесения весьма
трудно. А в процессе движения, до сгодняшнего дня, так и вовсе не воз-
можно. Отсюда, более частые остановки и, следовательно, значительный
объем проходов в неустановившихся режимах. Опять таки, в силу низкой
рабочей скорости агрегата, вносящего гербицид внутрипочвенно, расходы
рабочей жидкости, как правило, выше, чем при открытом сплошном внесе-
нии штанговыми орудиями, а значит больше и объем работ по их приготов-
лению и заправке емкостей. Засоряемость внутрипочвенных распылителей
также выше. Монтаж и демонтаж — сложнее. В конечном итоге все это тре-
бует дополнительных затрат рабочего времени людей, имеющих дело чаще
всего с небезопасными для здоровья препаратами.

Решить указанные выше проблемы все вместе и окончательно пока нель-
зя. Но для большинства из них, рассмотренных выше, перспективные тех-
нологические решения были предложены.

Так, производительность труда можно повысить, если использовать раз-
работанные комбинированные орудия или агрегаты, например, на базе
тракторов интегрального типа, у которых имеется передняя и задняя на-
весные системы (табл. 6.2).

Расходы РЖможно уменьшить, если в гидравлических системах орудий
для ВВГ использовать предлагаемые конструкции насосов-дозаторов пери-
стальтического типа [333–336], позволяющих реализовать индивидуальное
объемное дозирование для каждого распылителя отдельно (п. 6.2.2) и пред-
лагаемые малорасходные щелевые распылители с прямоугольным сечением
щели шириной менее 0,3 мм (рис. 6.4, 6.9, 6.11, 6.12).

Применение предлагаемых одноразовых или оборотных, заполняемых
в фабрично-заводских условиях емкостей для РЖ, эффективно с многих
точек зрения (пункт 6.2.2). Главная из них — безопасность труда челове-
ка. Таким образом, полностью исключаются обычно выполняемые в поле
в неприспособленных или частично приспособленных условиях операции
по приготовлению и переливу РЖ. В силу существенного снижения ве-
роятности попадания сора в систему, применение такого инженерного ре-
шения благоприятно сказывается на надежности работы таких орудий, а,
значит, позволяет улучшить качественные показатели выполнения опера-
ции и уменьшить количество работ по очистке и приведению гидросистемы
машины в работоспособное состояние.

Минимизировать трудоемкость и время, необходимое для обслуживания
распылителей (подбор, замену, очистку, осмотр и пр.), удается, использо-
вав предлагаемые технические решения, заложеные в конструкцию самого
рабочего органа для внутрипочвенного внесения гербицидов [301,320].



8.3. Разработка метода для экспресс-оценки безопасности ... 367

Предложенные в работе технические решения направлены на сниже-
ние расхода РЖ, а, значит, затрат труда и времени на ее приготовление и
заправку агрегата, на сокращение трудоемкости обслуживания агрегата в
целом и РО в частности, а также на улучшение условий труда человека.

8.3. Разработка метода для экспресс-оценки безопасности
и эффективности гербицидного действия

Химические методы защиты растений, в частности, применение почвен-
ных гербицидов, всегда имели множество оппонентов и часто в лице го-
сударства. В основном, это происходит по экологическим, эргономическим
и медицинским соображениям и в большинстве своем вполне обосновано.
Но обозначенные методы все-таки применяются. Оправдание тут одно —
они позволяют в значительной мере повысить эффективность сельскохо-
зяйственного производства и пока еще конкурируют с альтернативными
(биологическими, механическими и пр.). В настоящее время применение
почвенных гербицидов стало к тому же еще и очень дорогим. В связи с
этим падает рентабельность метода. Отсюда логично появление экологиче-
ски щадящих и экономически более обоснованных приемов, в частности,
ленточного внутрипочвенного их внесения с помощью предлагаемых тех-
нических средств и технологий.

Собственный опыт показывает, что применительно к возделыванию ку-
курузы возможная экономия препаратов достигает 70%. Тем не менее, на
сегодняшний день нет четкой методики расчета норм расхода препарата при
ленточном ВВГ. Очевидно — экономия препарата должна отставать от доли
необрабатываемой площади. Со временем, благодаря поступлениям влаги в
почву, гербицидные ленты размываются. Как следствие — снижается кон-
центрация рабочего вещества на основной обработанной территории почвы.
Последний тезис достоверно доказан, в частности, автором, путем приме-
нения радиологических методов при изучении распределения препаратов
под слоем почвы (п.г. 7.2) [413,414]. Понятно, что это явление не однознач-
но, поскольку напрямую зависит от погодных условий, но всегда в той или
иной мере проявляется и с ним нельзя не считаться.

Нет и полноценной методики (экспресс-методов и соответствующих уст-
ройств) для оценки текущей эффективности препарата, безвредности воз-
действия его на полезное растение и на человека, работающего или рабо-
тавшего с ним. Существование таких приборов и методик позволило бы в
значительной мере обосновать новые и существующие технологии внесе-
ния гербицидов, разработать оптимизированные конструкции технических
средств для их применения и в должной мере подобрать режимные пара-
метры использования упомянутых технических средств.

Полезным в решении такой задачи стал многолетний опыт работы уче-
ных кафедры генетики и цитологии КНУ им. В.Н.Каразина, разработав-
ших метод внутриклеточного микроэлектрофореза (МЭФ) [415] клеток жи-
вых организмов. Этот метод позволяет оценивать их функциональное со-
стояние [416–418], т.е. степень воздействия химических веществ на орга-
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низм [419], биологический возраст [420,421], заболевания [422] и т.д. Факти-
чески задача экспресс-оценки эффективности и безвредности применения
гербицидов [423] совпадает с задачами, которые могут быть решены посред-
ством применения метода электрофореза. В том и другом случае речь идет
об измерении тонуса живого организма. Если сорное растение гербицидом
угнетается, то это значит, что жизненный тонус его клеток со временем
должен падать и всегда быть меньше тонуса клеток сорного растения, не
подвергающегося химобработке. То же, но в противоположном смысле от-
носится и к полезным растениям, и к состоянию организма человека [419],
занятого, например, на внесении гербицида и долгое время контактирую-
щего с ним или пребывающего под воздействием его паров или частиц.

Рассмотрим суть метода внутриклеточного МЭФ. Ядра клеток тканей
живого организма имеют отрицательный электрический заряд [424]. Если
живую клетку поместить во внешнее электрическое поле, не приводящее
к разрушению ее структуры, то в силу существования заряда на ее ядре,
некоторое время под микроскопом удается фиксировать факт его переме-
щения. В переменном электрическом поле, колебания ядра клетки можно
видеть достаточно продолжительное время. До полного или частичного раз-
рушения клетки. Организовав наблюдение за должным из статистических
соображений количеством клеток живого организма, одновременно подвер-
гающихся воздействию одного и того же переменного электрического поля,
нетрудно подсчитать количество электроотрицательных, т.е. проявляющих
отрицательный заряд ядер. Доказано, что величина этого заряда ядер кле-
ток и количество электроотрицательных ядер в процентах (ЭО%) коррели-
руют с функциональным состоянием организма [416–422, 424]. Если живой
организм угнетается, то ЭО% падает.

Основными компонентами комплекта технических средств для проведе-
ния МЭФ являются: оптический микроскоп, камера для электрофореза и
источник внешнего напряжения переменной полярности (с прямоугольным
характером изменения напряжения).

Камера (рис. 8.2) представляет собой предметное стекло 1, по краям
которого на всю ширину на расстоянии 20 мм друг от друга наклеены
пленочные электроды 2. Прозрачной остается средняя часть стекла, не за-
нятая электродами и имеющая прямоугольную форму. Материал электро-
дов коррозионно-стойкий. Установлено стекло на рамке 3. От перемещений
стекло фиксируется зажимами 4, которые имеют разъемы 5 для подключе-
ния к источнику тока переменной полярности.

Объект для исследований, это проба клеток, например, буккального
эпителия человека в электролитической среде (нейтральной с точки зре-
ния сохранения жизнеспособности клетки: 2,89 мМ хлористого калия на
3,30 мМ фосфатном буфере; pH = 7,0; удельная электропроводность —
0,139 Ом−1м−1 [421]), помещают между двух покровных стекол 6 и 7. Сам
пакет покровных стекол укладывают на электроды 2 камеры в центре ее
прозрачной части. Чтобы обеспечить надежный контакт между электрода-
ми камеры и слоем электролита 8 между покровными стеклами используют
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Рис. 8.2. Двухэлектродная камера для мик-
роэлектрофореза

мостики 9 из пропитанной
электролитом фильтроваль-
ной бумаги. Мостики укла-
дывают частично на элек-
троды 2 и частично на по-
кровные стекла. Централь-
ная часть пакета покровных
стекол остается прозрачной.
Камеру вместе с пакетом
покровных стекол уклады-
вают на предметный сто-
лик микроскопа и закрепля-
ют на нем. После подклю-
чения электропитания визу-
альным способом подсчиты-
вают количество подвижных
ядер и определяют ЭО%.
Среда электролита, в зави-
симости от объекта и це-
лей исследований, может в
некоторой степени изменять-
ся [418,421,425,426].

Подвижность отдельных
элементов клеточной струк-

туры генеративных клеток различных живых организмов неодинакова. При
изучении клеток некоторых растений, в частности, проростков кукурузы,
проще удается фиксировать подвижность ядрышек и хроматина. ЭО% в
таких случаях подсчитывают обычным способом [426].

В процессе применения метода МЭФ в исследованиях, связанных с вне-
сением гербицидов, сам метод и технические средства для его осуществле-
ния автором были модифицированы. Несмотря на значительные преимуще-
ства двухэлектродной камеры (рис. 8.2), заключающиеся в простоте кон-
струкции и использования, в случаях незначительной корреляции иссле-
дуемого фактора с электрокинетическими свойствами объектов клеточной
структуры эффективнее использовать предложенную автором шестнадца-
тиэлектродную кольцевую камеру (рис. 8.3). Последняя является рацио-
нальней, если есть особенности строения клеток живых организмов, напри-
мер, ядро фиксировано на клеточной мембране. Тогда подвижность ядра
клетки зависит от направления электрического воздействия.

Принципиальной особенностью новой камеры является наличие шестна-
дцати также плоских радиально ориентированных электродов 1, выполнен-
ных в прямоугольной пластине 2 фольгированного гетинакса путем свер-
ления ее в центральной части и последующего разрезания в радиальном
направлении. Фольгированное покрытие 3 гетинакса в пределах между со-
седними разрезами, вместе со сверлением, образующими электроды, остав-
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лено нетронутым, а далее, к местам пайки 4 проводников электропитания
камеры, травлением образованы изолированные дорожки 5. Как и ранее,
объект для исследований помещают в тонком слое электролита 6, заключен-
ного между двумя покровными стеклами 7 и 8. Последние теперь выполне-
ны круглыми и центрируются на электродах 1, концентрично упомянутому

Рис. 8.3. Камера для циклического микро-
электрофореза

отверстию, за счет напаек
9, также концентрично ори-
ентированных относитель-
но того же отверстия. В
зазор между пакетом сте-
кол 7, 8 и напайками 9 пи-
петкой на каждый электрод
отдельно помещают по кап-
ле 10 электролита, обеспе-
чивающего надежный кон-
такт электродов 1 с токо-
проводящим слоем между
стеклами 7, 8.

Подключение электри-
ческого потенциала к элек-
тродам камеры осуществ-
ляется от специального уст-
ройства следующим обра-
зом. Одновременно в любой
момент времени под напря-
жением находятся шесть
электродов. Три соседние
электрода по одну сторо-
ну камеры, имеют положи-
тельный потенциал, а еще
три, по другую сторону —
отрицательный. Переклю-
чение осуществляется пу-
тем добавления в группу с

одинаковым потенциалом четвертого электрода с одной стороны и одно-
временного выключения первого электрода с другой стороны. То же самое
выполняется и с группой электродов противоположного потенциала. Та-
ким образом, достигается эффект непрерывного вращения не пропадающе-
го электрического поля, воздействующего на пробу клеток в слое электро-
лита между покровными стеклами.

Устройство электропитания камеры позволяет осуществлять автомати-
ческое вращение электрического поля с заданной скоростью в обоих на-
правлениях. Величина напряжения на электродах регулируется в пределах
интервала 10 – 85 В. Скорость вращения, или, иначе, скорость переключе-
ния потенциала на следующий электрод камеры, лежит в пределах 1/16 –
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3 с. Имеется возможность ручной смены полярности, остановки и смены
направления вращения. Стрелочными приборами контролируются напря-
жение и сила тока. Устройство для циклического внутриклеточного МЭФ,
в силу особенностей принципа работы, позволяет автоматически контроли-
ровать качество подготовки пробы к исследованиям. Если пакет покров-
ных стекол установлен с перекосом, или имеется плохой контакт между
отдельными электродами камеры и токопроводящим слоем пробы, то при
обходе по кругу фиксируется переменное по модулю падение напряжения
на камере и нестабильный потребляемый ток. Последнее есть основанием
для устранения причин или смены пробы. По величине стабильного то-
ка и напряжения можно судить о толщине токопроводящего слоя между
покровными стеклами пробы. В случае, если по причине анизотропности
структуры клетки, ядро клетки имеет ограниченную подвижность в ряде
направлений, то при обходе по кругу всегда найдется оптимальное воздей-
ствие на ядро, вызывающее хотя бы кратковременное его перемещение и,
тем самым, обнаруживающее наличие на нем электрического потенциала.

Для проверки работоспособности камеры и возможности идентифика-
ции факта отрицательного влияния на человека некоторых из гербицидов,
были проведены поисковые эксперименты. В табл. 8.3 приведены результа-
ты подсчетов ЭО% в опытах, отношений их к контролю, а также выбороч-
ные средние x̄ с доверительными полуинтервалами m и среднеквадратиче-
скими отклонениями s . Расчет полуинтервалов выполнен в соответствии с
доверительной вероятностью 0,95. Различия в контроле связаны с разным
возрастом доноров. Опыты №1– 5 соответствуют донорам в возрасте 18 лет,
а опыты №6– 10 — 41 год.

Полученные данные дают основания утверждать, что во всех опытах
(исключение — опыт с зенкором) зафиксировано достоверное отрицатель-
ное влияние гербицидов на человека, поэтому метод может найти примене-
ние для экспересс-оценки степени этого влияния. В дальнейшем планирует-
ся расширять применение метода. В частности, для оценки допустимой про-
должительности работы конкретных людей с определенными видами гер-
бицидов. В будущем возможна также оценка эргономичности технологий и
механизмов для применения гербицидов, а также их хозяйственной эффек-
тивности. Последнее, в частности, зависит от возможности и точности оцен-
ки угнетающего воздействия препаратов на сорные растения и безвредно-
сти их для полезных растений. Есть основания полагать, что применение в
конструкции камеры для внутриклеточного МЭФ современных инженерно-
технологических решений, например, интегральной оптоэлектроники (для
регистрации карты электрического потенциала клетки) может существенно
повысить точность и возможности предлагаемого метода.

8.4. Экономическая эффективность применения послепосевного
ленточного внутрипочвенного внесения гербицидов

Проведем экономическое сравнение предлагаемой и базовой (известной)
индустриальной технологией возделывания кукурузы на зерно, применяе-
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мой в хозяйствах с площадью пахотной земли до 1000 га и предусматри-
вающей внесение гербицидов комбинированным агрегатом, состоящим из
трактора МТЗ-80, подкормщика-опрыскивателя ПОМ-630 и дискового лу-
щильника ЛДГ-5. Такая технология, предполагает сплошное внесение гер-
бицидов и полное отсутствие механизированных междурядных обработок.

Таблица 8.3
Влияние гербицидов на электрокинетическую подвижность

клеточных ядер буккального эпителия человека
(А — ЭО%, Б — отношение к контролю)

Номер
опыта

Контроль,
ЭО%

2,4D ТХАН Зенкор
A B A B A B

Концентрация 0,005%

1 70 64 0,914 68 0,971 64 0,914
2 72 64 0,889 68 0,944 76 1,056
3 75 66 0,880 64 0,853 68 0,907
4 74 60 0,811 71 0,959 66 0,892
5 75 65 0,867 66 0,880 70 0,933

x 73,20 63,80 0,872 67,40 0,922 68,80 0,940
±m ±1,900 ±1,999 ±0,034 ±2,286 ±0,046 ±4,036 ±0,058

s 1,939 2,040 0,034 2,332 0,047 4,118 0,059

Концентрация 0,05%
6 48 15 0,313 44 0,917 21 0,438
7 45 12 0,267 26 0,578 26 0,578
8 47 14 0,298 31 0,660 27 0,574
9 50 11 0,220 28 0,560 18 0,360
10 52 13 0,250 30 0,577 29 0,558

x 48,40 13,00 0,269 31,80 0,658 24,20 0,501
±m ±2,368 ±1,386 ±0,032 ±6,210 ±0,131 ±3,988 ±0,086

s 2,417 1,414 0,033 6,337 0,134 4,069 0,088

При сравнении рассмотрим самый неблагоприятный вариант реализа-
ции технологий в пользу существующей и поэтому предположим, что, во-
первых, потенциальная засоренность выделенных под посев площадей ока-
залась незначительной и в течение всего вегетационного периода при ба-
зовой технологии возделывания кукурузы на зерно повторных обработок
посевов страховыми гербицидами не понадобилось и, во-вторых, в случае
предлагаемого варианта технологии сложившийся температурновлажност-
ный режим почвы не позволил совместить операции по предпосевной об-
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работке почвы и ВВГ. Так может произойти, если из агрономических со-
ображений глубина заделки семян кукурузы, а, следовательно, и глубина
предпосевной культивации, должна быть больше чем оптимальная глубина
заделки гербицида (например 8 – 10 и 4 – 5 см).

Определение годового экономического эффекта, получаемого за счет
уменьшения расходов на химические средства защиты растений и исклю-
чения операции послепосевного прикатывания, производим по формуле:

Э = (З1 − З2)А, (8.1)

где Э — годовой экономический эффект, грн; З1 и З2 — приведенные за-
траты единицы продукции (работы), производимой с помощью базовой и
новой техники, грн; А — годовой объем производства продукции (работы)
с помощью новой техники в расчетном году (объем внедрения).

Перечень операций, по которым технико-экономические показатели ра-
боты агрегатов имеют отличия, а также состав агрегатов для их выполне-
ния, приведены в табл. 8.4.

Опять-таки, создавая благоприятные условия сравнения для базовой
технологии, в табл. 8.4 не приведены операции посева, хотя в случае пред-
лагаемой технологии, основанной на использовании направляющих щелей
в почве, скорость движения посевного агрегата существенно выше, а его
техникоэкономические показатели лучше.

Таблица 8.4
Наименование операций и состав агрегатов, являющих собою
отличия сравниваемых технологий возделывания кукурузы

Наименование
операции

Состав агрегата

Марка Дополнительное
оборудование

трактора с.х.
машины наименование штук

Базовый вариант:

1. Внесение и заделка
гербицидов

МТЗ-80 ПОМ-630
ЛДГ-5

2. Послепосевное
прикатывание

Т-70 С-11У
3ККШ-6

Предлагаемый вариант:

1. Щелевание Т-70 ЩП-00-000
2. Внесение и заделка

гербицидов
МТЗ-80 ПОМ-630

КРН-4,2
щелеватель
разработанный РО

2
6

3. Первая междурядная
обработка

МТЗ-80 КРН-4,2 щелеватель 2
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Стоимость комбинированного (предлагаемого) рабочего органа культи-
ватора составляет 280,0 грн. Стоимость щелевателя — 2600,0 грн.

Технико-экономические показатели работы агрегатов (Wсм — сменная
выработка, в га/см.; Wч — часовая производительность, в га/час.; G — по-
гектарный расход топлива, в га/га; N — количество обслуживающего пер-
сонала, чел.; Чс — часовая ставка оплаты с надбавками и начислениями, IV
тарифный розряд, грн), выполняющих выше упомянутые операции, пред-
ставлены в табл. 8.5.

Некоторые необходимые для расчетов технико-экономические данные,
относящиеся к технике, используемой в базовом и предлагаемом вариантах
технологии возделывания кукурузы, приведены в табл. 8.6.

Годовые приведенные затраты определены по формуле:

З = Стз + ЕнК, (8.2)

где Стз — изменяемая часть текущих затрат, грн/га; Ен — нормативный ко-
эффициент эффективности капиталовложений (далее принят равным 0,15);
К — удельные капиталовложения, грн/га.

Расчет изменяемой части текущих затрат произведен по формуле:

Стз = Зп + Ст + А + Схр + Сто + Схим, (8.3)

где Зп — заработная плата, грн/га; Ст — стоимость израсходованного топ-
лива и смазочны материалов, грн/га; А — амортизационные отчисления,
грн/га; Схр — затраты на хранение, грн/га; Сто — затраты на текущий ре-
монт и техническое обслуживание, грн/га; Схим — затраты на химические
средства защиты растений, грн/га.

Таблица 8.5
Технико-экономические показатели работы агрегатов

Наименование операции

Показатели

Wсм, Wч, G, N , Чс,
га/см. га/час кг/га чел. грн.

Базовый вариант:

1. Внесение и заделка гербицидов 10,9 1,56 3,2 1 10,05
2. Послепосевное прикатывание 46,0 6,57 1,3 1 10,05

Предлагаемый вариант:

1. Щелевание 21,0 3,0 3,5 1 10,05
2. Внесение и заделка гербицидов 8,4 1,2 5,0 1 10,05
3. Первая междурядная обработка 14,1 2,01 3,2 1 10,05
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Таблица 8.6
Технико-экономические показатели задействованной техники

Марки
машин

Показатели

С, Т, α, β, Х, Ц,
грн. час. % % грн. грн.

МТЗ-80 122500 1600 10,0 8,0 715,0 7,15
Т-70 120000 1000 12,5 7,7 715,0 7,15
ПОМ-630 29600 500 20,0 13,0 450,0 —
ЛДГ-5 29300 120 14,2 7,0 225,0 —
СУ-11У 27540 220 14,2 7,0 225,0 —
3ККШ-6 22800 120 12,5 5,0 225,0 —
ЩП-00-000 28500 120 14,2 16,0 225,0 —
КРН-4,2 22600 350 14,2 9,0 225,0 —

На посевах кукурузы применяли почвенный гербицид эрадикан. Его
норма внесения, стоимость одного килограмма и некоторые другие данные
приведены в табл. 8.7.

Таблица 8.7
Некоторые данные по расходу эрадикана (80%-ного) и денежных

средств на его приобретение при возделывании кукурузы

Гербицид
Норма внесения
препарата по
вариантах,
в кг/га

Стоимость

1 кг
препарата,
грн/кг

препарата,
расходуемого на 1 га
посевов по вариантах,

в грн/га

Базовый Предлага-
емый

Базовый Предлага-
емый

Эрадикан 8 2,06 48,00 384,00 98,88

При усовершенствованной технологии возделывания кукурузы герби-
цид вносили лентами шириной 18 см, т.е. только в защитные зоны рядков,
поэтому расходы денежных средств на его приобретение составили только
26% от расходов при базовом варианте возделывания.

Формулы для расчет составляющих текущих затрат и удельных капита-
ловложений, а также их числовые значения для базового и предлагаемого
вариантов технологии возделывания кукурузы приведены в табл. 8.8.
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Таблица 8.8
Формулы для расчета удельных капиталовложений и составляю-

щих текущих затрат, а также их числовые значения

Наименования
составляющих
текущих затрат
и удельные
капитало-
вложения

Формула
и ее порядковый номер:

m, j — количество и поряд-
ковый номер операций;

n, i — количество и поряд-
ковый номер машин
в агрегате.

Величина
текущих затрат
и удельных ка-
питаловложений
по вариантах,

грн/га

Базо-
вый

Предла-

гаемый

Удельные
капитало-
вложения

К =
m∑

j=1

1
Wчj

n∑
i=1

Сij

Тij
, (8.4) 338,70 535,30

Заработная
плата Зп =

m∑
j=1

Чсj

Wчj
Nj , (8.5) 2,40 26,73

Стоимость
израсходованных
топлива и смазоч-
ных материалов

Ст =
m∑

j=1

GjЦ, (8.6) 32,18 129,4

Амортизационные
отчисления А =

m∑
j=1

0,01
Wчj

n∑
i=1

Сijαij

Тij
, (8.7) 43,33 70,72

Затраты на
текущий ремонт
и техническое
обслуживание

Сто =
m∑

j=1

0,01
Wчj

n∑
i=1

Сijβij

Тij
, (8.8) 24,00 53,39

Затраты
на хранение

Схр =
m∑

j=1

1
Wчj

n∑
i=1

Хij

Тij
, (8.9) 2,62 4,15

Всего текущих затрат,
включая расходы на гербицид 488,50 383,10

Годовой экономический эффект от внедрения предлагаемой технологии
возделывания кукурузы на зерно на площади 1000 га при приведенных за-
тратах в расчете на 1 га посевов для базового варианта 539,30 грн/га и для
предлагаемого варианта 463,4 грн/га составит 76 тыс грн.

В расчете на 1 га экономический эффект от внедрения предлагаемой
технологии составляет 75,89 грн. Разница удельных капиталовложений со-
ставляет 196,6 грн/га, а срок окупаемости — 2,6 года.

Уместно напомнить, что такую эффективность предлагаемого метода
мы получили при самых неблагоприятных условиях его сравнения. На прак-
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тике, при индустриальной технологии возделывания, не всегда удается от-
казаться от применения страховых повторных обработок гербицидами и от
междурядных культиваций. Да и не всегда разумно, с точки зрения аг-
ротехники, отказываться от механизированных междурядных рыхлений,
даже если нет сорняков.

Кроме этого, при возделывании кукурузы по предлагаемому методу, ис-
пользуя мощный трактор ДТ-75М вполне возможно выполнять операцию
по нарезке направляющих щелей в почве совместно с ленточным внесени-
ем гербицидов, а в ряде случаев, когда внесение гербицидов выполняется
на глубину заделки семян, и отказаться от предпосевной культивации. Тех-
нически это можно осуществить, например, закрепив раму культиватора
КРН-4,2, использующегося для ВВГ, в задней части рамы переоборудован-
ного под щелевание КПГ-250. Культиваторные секции КРН-4,2, имеющие
опорные колеса, в этом случае необходимо заменить на безопорные, т.е.
снабженные только копирующими колесами.

В отношении предпосевной культивации наше мнение состоит в том,
что в ряде случаев ее можно проводить также ленточным способом. Если
перед предпосевной культивацией ставится задача только лишь сформиро-
вать семенное ложе, то эту функцию могут выполнить предлагаемые РО
для ВВГ одновременно с выполнением своей основной операции. В против-
ном случае культиватор КРН-4,2 необходимо доукомплектовать штатны-
ми стрельчатыми лапами так, чтобы он рыхлил почву всплошную. Важно
чтобы при обоих вариантах технологии в конкретных почвенных услови-
ях планируемая глубина заделки семян кукурузы и оптимальная глубина
внесения гербицида совпадали. Если последнее условие не выполняется, то
предпосевную культивацию необходимо проводить на требуемую глубину
традиционным способом перед щелеванием и внесением гербицидов.

Все выше приведенное составляет резерв повышения экономической эф-
фективности предлагаемого варианта технологии и, следовательно, дает
основания полагать, что вычисленный годовой экономический эффект от
применения ее является гарантированным.
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ВЫВОДЫ

1. Превышение эффективности гербицидного действия препарата эра-
дикан (80%-ный) при его ленточном внутрипочвенном внесении на глубину
4 – 5 см по сравнению с традиционным поверхностным способом его внесе-
ния с последующей заделкой дисковыми орудиями на посевах кукурузы на
зерно составило 2,0 – 6,0 раза.

2. Полевыми экспериментами установлено, что применение вождения
сельхозагрегатов по методу “направляющая щель” в условиях недостаточ-
ного увлажнения и богарного земледелия применимо только в случае ис-
пользования разработанных устройств по вождению агрегатов по одной ще-
ли, предполагающих уменьшение их количества и засыпание рыхлой почвой
после каждого прохода.

3. Уменьшение нормы расхода гербицидов при использовании разрабо-
танных технологий и технических средств может достигать 74%.

4. Для экспресс-оценки безопасности и эффективности применения гер-
бицидов можно рекомендовать усовершенствованный метод внутриклеточ-
ного микроэлектрофореза.

5. При самых неблагоприятных в хозяйственном смысле условиях на
посевах кукурузы на зерно без учета экологической и эргономической со-
ставляющих срок окупаемости технических средств для ленточного внут-
рипочвенного внесения гербицидов не превышает 2,6 года.
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ЗАКЛЮЧЕНИЕ

1. В результате обобщения известных иссследований по применению
жидких средств химизации в растениеводстве установлено: во-первых, наи-
более эффективными являются методы их внутрипочвенного локального
внесения; во-вторых, из гербицидов наиболее результативными и наиболее
безвредными в экологическом смысле являются почвенные препараты; в-
третьих, имеет место многолетняя тенденция к снижению норм расхода
препаратов и ответному росту требований на точность и программируе-
мость их распределения по обрабатываемым поверхностям. Отсутствие ме-
тодов решения обозначеных проблем привело к увеличению разрыва меж-
ду возможным и требуемым. Решение проблем внутрипочвенного внесения
жидких средств химизации неизбежно связано с развитием теорий почво-
обработки и распределения жидкостей гидравлическими распылителями.

2. Анализ известных положений теорий почвообработки, пластичности и
предельного равновесия сплошных сред показал, что для повышения адек-
ватности математического моделирования взаимодействия рабочих органов
с почвой необходимо исследовать и развивать методы решения основных
систем уравнений, описывающих эти модели. Разработка более сложных и
формально более адекватных математических моделей приводит к сниже-
нию адекватности их конкретного приложения. В связи с этим, при решении
проблем почвообработки за основу необходимо принять представление поч-
вы, как весомой неупругой идеально-связной сплошной среды, обладающей
внешним трением и подчиняющейся теории предельного равновесия. Для
пахотного слоя чернозема плотность составляет 1,0 – 1,5 ×10−5 Н/мм3, а ко-
эффициент сцепления всегда меньше 0,15 Н/мм2. Коэффициент внешнего
трения почвы по стали равен 0,45 – 0,70 и с учетом налипания для глини-
стых почв может достигать 0,60 – 0,95.

3. В развитие обозначенных представлений о почве ее состояние пре-
дельного равновесия описано квазилинейной системой уравнений в част-
ных производных гиперболического типа, разработан метод решения этой
системы (перехода на сетку характеристик), основанный на прямой замене
независимых переменных и позволивший получить математические выра-
жения, выполняющиеся вдоль прямых, параллельных осям декартовых ко-
ординат и связывающие между собой параметры напряженного состояния
и независимые координаты.

4. Обобщением полученных теоретических результатов, а также положе-
ний теорий пластичности и предельного равновесия сплошных сред впервые
сформулировано правило знаков касательных напряжений, которое состо-
ит из двух частей. В соответствии с первой — определяется направление
действия вектора касательной компоненты полного напряжения вне зави-
симости от знака его модуля, а уже затем, в соответствии со второй — опре-
деляется ее знак. При этом учитывается действующее правило в отношении
знаков и ранжирования главных нормальных напряжений.
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5. Теоретическими исследованиями впервые установлено, что развитие
опережающей трещины, образующейся впереди почвообрабатывающего ра-
бочего органа, происходит путем переключения между поверхностями (в
вертикальном сечении — линиями) скольжения. Пара зарождающихся у
режущей кромки и пересекающихся под прямым углом линий скольжения
различных семейств уходят вверх и вниз. В реальных средах, места перехо-
дов из линии скольжения одного семейства на линию скольжения другого
семейства определяются неоднородностями, форма трещины имеет вероят-
ностный характер и может быть весьма сложной. Такой результат обоб-
щает как известные представления о трещинах из почвообработки, так и
опытные данные по испытаниям стальных образцов на разрывных маши-
нах. Применительно к рабочим органам для внутрипочвенного внесения
жидких средств химизации форма и размеры опережающей трещины опре-
деляют геометрию области разрушения и, как следствие, форму и размеры
пространства, которое образуется в кинематической тени рабочего органа
в процессе его движения.

6. Для расчета объема полости, которая образуется в кинематической
тени рабочих органов, достаточной для размещения в ней распылителя и
его факела распыла, впервые получены математические выражения, связы-
вающие кинематические и режимные параметры плоскорежущеих стрель-
чатых рабочих органов для внутрипочвенного внесения гербицидов. Если
плоскорежущий стрельчатый рабочий орган имеет ширину захвата 270 мм,
максимальную высоту сводообразующей части 17 мм, угол раствора леме-
хов у режущей кромки 65 град., угол крошения лемехов, изменяющийся от
23 град. (у режущей кромки) до 10 град. (у верхнего обреза лемехов), то
для внесения рабочей жидкости на глубину 5 – 8 см минимальная рабочая
скорость должна составлять 1,8 – 2,38 м/c.

7. Для прогнозирования конечного распределения жидкости распыли-
телями с различным размещением и ориентацией в конструкциях рабо-
чих органов для внутрипочвенного внесения жидкостей впервые разработа-
ны: математические методы представления нормированной характеристики
(распределения жидкости в пределах пятна распыла) любого гидравличе-
ского распылителя на основе интерполяции экспериментальных данных с
помощью бикубического сплайна; математические методы, которые на осно-
ве нормированной характеристики распылителя и представления о факеле
распыла как об векторном поле, позволяют рассчитать распределение жид-
кости по площадке общего положения и, в частности, по плоскости резания
вносящих жидкость рабочих органов.

8. Для ленточного внутрипочвенного внесения гербицидов различного
назначения разработано три типа конструкций рабочих органов. В кон-
струкции, предназначенной для работы на комковатых почвах, необходимо
использовать прутковую сводообразующую часть. С целью снижения норм
расхода препаратов (< 50 л/га) с одновременным улучшением показателей
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равномерности их распределения под слоем почвы предложена технология
размазывания. Реализуется она путем применения криволинейных в вер-
тикальной плоскости прутков, которые в рабочем режиме прижимаются
почвой ко дну борозды и так способствуют размазыванию препарата, пред-
варительно нанесенного на дно распылением.

9. С целью повышения эргономичности обслуживания и применения раз-
работанных рабочих органов создана сдвижная (по направляющим) без-
резьбовая конструкция крепления распылителя.

10. Созданы технологии послепосевного ленточного внутрипочвенного
внесения жидких средств химизации, основанные на использовании само-
стоятельных машин и комбинированных агрегатов, машин или рабочих ор-
ганов. Для первого варианта, когда ленточное внесение жидких средств
химизации осуществляется как самостоятельная операция при помощи во-
ждения агрегатов по направляющим щелям в почве, с целью минимизации
потерь влаги из них разработан ряд устройств для вождения агрегатов по
одной направляющей щели, а также — для нарезки таких щелей.

11. Применительно к разработанным рабочим органам для внутрипоч-
венного внесения гербицидов теоретическими и экспериментальными изо-
топными исследованиями установлено, что программируемого распределе-
ния жидкости под слоем почвы можно достигнуть только в случае наклон-
ной по отношению к дну борозды ориентации распылителя. В эксперимен-
тах угол наклона распылителя составлял 5,7 – 7◦, что позволило в 2,63 –
3,67 раза уменьшить коэффициент вариации для плотности распределения
препарата вдоль оси полосы внесения, и в 3 раза — для средней глубины
заделки препарата. Изотопными методами также установлено, что в слу-
чае, когда посев выполняется на более чем 20 мм глубже, чем ленточное
внутрипочвенное внесение гербицидов, то последние лучше вносить после
посева. В этом случае удается получить программируемое распределение
препарата под слоем почвы.

12. Показано, что превышение эффективности действия препарата эра-
дикан (80%-ный) при его ленточном внутрипочвенном внесении на глубину
4 – 5 см по сравнению с традиционным поверхностным способом его внесе-
ния с последующей заделкой дисковыми орудиями на посевах кукурузы на
зерно составило 2,0 – 6,0 раза и в самом неблагоприятном случае экономи-
ческая эффективность послепосевного ленточного внутрипочвенного вне-
сения эрадикана на посевах кукурузы на зерно составляет 75,89 грн./га, а
срок окупаемости дополнительных капиталовложений — 2,6 года. При этом
расходуется в 3,9 раза меньше гербицидов, исключается их выветривание,
фотохимический распад и смыв.
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102 Tanaś W. Basic agrotechnic requirements of spraying process. Review
analysis and evaluation of spraying methods and universal sprayers /
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intérieurs opérés dans les corps solides ductiles au delá des limites oú
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Приложение А
Характеристики щелевых распылителей,
изготовленных в соответствии с рис. 6.4

Параметры проведения эксперимента: высота установки распылителя —
h = 250 мм; давление РЖ — P = 0,4 МПа; время испытания — Δt = 1 мин.

Изолинии соответствуют количеству РЖ в граммах, которое приходит-
ся на квадрат Δx × Δy = 18 × 18 мм2 площади пятна распыла, занятой
одной пробиркой стенда.

Гистограмма F (x) соответствует количеству РЖ в граммах, которое
приходится на 1 мм ширины захвата, в случае вертикальной ориентации
распылителя, а кривая линия F ∗(x) соответствует полученному расчетным
путем тому же распределению, но в случае, когда распылитель ориентиро-
ван под углом 45◦ к поверхности напыления.

Все приведенные обозначения и параметры проведения испытаний соот-
ветствуют рис. 7.2.

A

B

Рис. А.1. Характеристики распылителя № 2: A — двумерное распределение;
B — одномерное распределение
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A

B

C

D

Рис. А.2. Характеристики распылителей № 3 и № 4: A, C — двумерное
распределение; B, D — одномерное распределение
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A

B

C

D

Рис. А.3. Характеристики распылителей № 5 и № 6: A, C — двумерное
распределение; B, D — одномерное распределение
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A

B

C

D

Рис. А.4. Характеристики распылителей № 7 и № 8: A, C — двумерное
распределение; B, D — одномерное распределение
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A

B

C

D

Рис. А.5. Характеристики распылителей № 9 и № 10: A, C — двумерное
распределение; B, D — одномерное распределение
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A

B

C

D

Рис. А.6. Характеристики распылителей № 11 и № 12: A, C — двумерное
распределение; B, D — одномерное распределение
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A

B

C

D

Рис. А.7. Характеристики распылителей № 13 и № 14: A, C — двумерное
распределение; B, D — одномерное распределение
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A

B

C

D

Рис. А.8. Характеристики распылителей № 15 и № 16: A, C — двумерное
распределение; B, D — одномерное распределение
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Приложение Б
Результаты эксперимента по оценке (изотопным методом) качественных
показателей распределения препарата под слоем почвы при внесении его

путем применения предлагаемых рабочих органов и технологий

Таблица Б.1
Результаты эксперимента по оценке (изотопным методом) коли-
чества препарата, находящегося под слоем почвы в узлах ортого-
нальной сетки 20×20 мм в случае внесения предлагаемым рабочим

органом при наклонной ориентации распылителя∗

y, x, мм
мм -120 -100 -80 -60 -40 -20 0 20 40 60 80 100 120

Количество импульсов

0 146 415 663 955 1114 1343 1406 1411 1524 1048 796 354 126
20 211 273 742 948 1144 1411 1451 1370 1283 1084 809 404 210
40 216 395 617 997 1128 1268 1542 1458 1423 1161 698 468 153
60 145 406 650 993 1024 1369 1483 1421 1349 1170 727 342 228
80 204 337 635 910 1235 1454 1380 1310 1413 1223 778 381 261
100 153 280 630 961 1219 1369 1468 1331 1428 1052 719 377 248
120 76 307 645 899 1081 1278 1424 1392 1534 1200 733 315 294
140 151 425 562 921 1146 1505 1452 1465 1405 1179 813 438 97
160 95 384 538 909 1150 1343 1426 1451 1348 1075 725 426 219
180 95 323 657 849 1209 1460 1423 1390 1345 1131 781 421 94
200 96 393 617 878 1129 1452 1365 1464 1429 1226 766 417 160
220 84 230 783 954 1111 1404 1404 1409 1406 1050 798 417 187
240 65 299 580 836 1204 1462 1431 1404 1183 1157 752 337 199

Статистические параметры

C̄ 134 344 640 924 1146 1394 1435 1406 1390 1135 761 392 190
σc 52,9 63,3 66,5 50,4 59,6 73,3 46,1 48,7 92,9 66,1 38,0 45,2 62,1
vc 0,4 0,18 0,1 0,05 0,05 0,05 0,03 0,03 0,07 0,06 0,05 0,12 0,33

∗ Условные обозначения: x и y — расстояние до узла, измеренное по ширине
и вдоль полосы внесения (мм); C̄, σc и vc — среднее количество импульсов
в узле, среднеквадратическое отклонение и коэффициент вариации для ко-
личества импульсов относящихся к узлам для которых x = const
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Таблица Б.2
Результаты эксперимента по оценке (изотопным методом) коли-
чества препарата, находящегося под слоем почвы в узлах ортого-
нальной сетки 20×20 мм в случае внесения предлагаемым рабочим

органом при горизонтальной ориентации распылителя∗

y, x, мм
мм -120 -100 -80 -60 -40 -20 0 20 40 60 80 100 120

Количество импульсов

0 172 455 483 850 1147 1333 1473 1554 1160 1288 630 626 116
20 235 320 627 915 1129 1480 1296 1300 1471 1088 737 535 183
40 345 168 578 725 1040 1212 1528 1510 1301 1164 1267 546 238
60 151 234 660 1066 1161 1264 1684 1137 1252 1256 756 899 319
80 82 296 618 1035 1379 1622 1332 1345 1268 1063 818 384 44
100 255 411 553 794 1080 1624 1396 961 1475 1187 645 396 239
120 204 382 664 808 1360 1631 1594 1691 805 1214 1011 466 89
140 159 209 604 855 1497 1229 1376 1583 1358 898 918 935 51
160 124 360 338 1352 1253 1285 1619 1531 1253 1167 450 531 332
180 96 438 972 948 1182 1306 1380 1519 1347 1368 769 95 127
200 348 1311 587 1099 1295 1508 1670 1533 1327 1194 799 340 161
220 1113 357 753 887 1073 1509 1177 1387 1289 1259 731 378 114
240 80 395 696 973 938 1518 1326 1318 1481 994 607 757 36

Статистические параметры

C̄ 259 410 626 947 1195 1425 1450 1413 1291 1165 780 530 158
σc 271,7 284,6 146,2 164,4 155,9 157,7 158,1 200,5 175,2 127,2 203,3 233,3 99,4
vc 1,05 0,69 0,23 0,17 0,13 0,11 0,11 0,14 0,14 0,11 0,26 0,44 0,63

∗ Условные обозначения: x и y — расстояние до узла, измеренное по ширине
и вдоль полосы внесения (мм); C̄, σc и vc — среднее количество импульсов
в узле, среднеквадратическое отклонение и коэффициент вариации для ко-
личества импульсов относящихся к узлам для которых x = const
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Таблица Б.3
Результаты эксперимента по оценке (изотопным методом) коли-
чества препарата, находящегося под слоем почвы в узлах ортого-
нальной сетки 20×20 мм в случае внесения предлагаемым рабочим
органом при наклонной ориентации распылителя, после прохода

(на 20 мм глубже) сошника посевной секции∗

y, x, мм
мм -120 -100 -80 -60 -40 -20 0 20 40 60 80 100 120

Количество импульсов

0 288 385 584 1050 1536 1555 1121 1867 1618 1189 738 430 211
20 157 372 632 933 1373 1175 1066 1315 1449 1258 781 408 191
40 116 367 599 1026 1440 1188 985 1342 1672 1281 706 429 182
60 158 334 677 937 1292 1300 469 1386 1417 1366 748 395 319
80 151 348 586 1022 1318 1221 847 1585 1352 1349 759 305 187
100 157 316 639 1041 1262 1208 1114 1358 1485 1098 622 431 216
120 222 345 570 972 1487 1398 814 1519 1534 1270 694 410 96
140 267 236 674 1088 1313 1255 944 1372 1481 1277 667 411 188
160 201 391 629 885 1384 1289 709 1286 1636 1163 755 418 113
180 179 330 705 939 1500 983 811 1086 1521 1301 740 484 137
200 127 444 623 1172 1255 1306 945 1493 1541 1100 840 507 266
220 102 378 698 1134 1252 1363 882 1164 1329 1171 786 475 256
240 239 351 685 1039 1418 1446 828 1328 1623 1218 648 353 148

Статистические параметры

C̄ 182 354 639 1018 1372 1284 887 1392 1512 1234 730 420 193
σc 57,9 48,3 45,8 83,7 98,5 142 177,3 195,8 107,9 86,0 60,6 53,0 62,7
vc 0,32 0,14 0,07 0,08 0,07 0,11 0,20 0,14 0,07 0,07 0,08 0,13 0,32

∗ Условные обозначения: x и y — расстояние до узла, измеренное по ширине
и вдоль полосы внесения (мм); C̄, σc и vc — среднее количество импульсов
в узле, среднеквадратическое отклонение и коэффициент вариации для ко-
личества импульсов относящихся к узлам для которых x = const
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Таблица Б.4
Результаты эксперимента по оценке (изотопным методом) распре-
деления препарата по глубине на оси обработанной полосы при
внесении его предлагаемым рабочим органом в случае наклон-
ной ориентации распылителя с имитацией посева (последующим
проходом сошника): y — положение по глубине, мм; C̄ — среднее
значение импульсов; σc — дисперсия; vc — коэффициент вариации

y,
мм

Коичество импульсов C̄ σc vc

0 140 147 166 157 134 171 122 145 120 133 143,5 17,28 0,12
20 148 612 591 636 372 1088 772 669 732 526 614,6 247,45 0,40
40 1269 1149 509 1206 490 1385 1337 1253 1103 616 1031,7 351,50 0,34
60 725 1590 974 1397 494 987 1913 292 1425 1507 1130,4 520,76 0,46
80 166 260 231 157 238 260 277 289 264 197 233,9 46,04 0,20
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